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΄Ασκηση 1. Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζουµε µια σχέση R ⊆ R× R ως εξής :

x ∼R y ⇐⇒ x− y ∈ Q
Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του R, και να περιγράψετε το σύνολο πηλίκο R/R.

΄Ασκηση 2. Στο σύνολο των ϱητών αριθµών Q ορίζουµε µια σχέση R ⊆ Q×Q ως εξής :

x ∼R y ⇐⇒ x− y ∈ Z
Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του Q, και υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση

f : Q/R −→ Q ∩ [0, 1)

Στην επόµενη ΄Ασκηση ϑα χρειασθούµε τις ακόλουθες έννοιες. ΄Εστω R ⊆ X×X µια σχέση ισοδυναµίας

επί ενός συνόλου X, και υποθέτουµε ότι το σύνολο X είναι εφοδιασµένο µε µια (διµελή) πράξη

⋆ : X ×X −→ X

(1) Η σχέση ισοδυναµίας R καλείται συµβιβαστή µε την πράξη «⋆» επί του X, αν ισχύει ότι :

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R y & z ∼R w =⇒ x ⋆ z ∼R y ⋆ w

(2) ΄Ενα στοιχείο e ∈ X καλείται ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X, αν :

∀a ∈ X : e ⋆ a = a = a ⋆ e

Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X, τότε αυτό

είναι µοναδικό.

(3) Αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e για την πράξη «⋆» επί του X, και αν a ∈ X, τότε ένα στοιχείο

a′ ∈ X καλείται αντίστροφο του στοιχείου a, αν :

a ⋆ a′ = e = a′ ⋆ a

Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν υπάρχει αντίστροφο στοιχείο του a ως προς την πράξη «⋆», τότε αυτό

είναι µοναδικό.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι ⋆ : X × X −→ X µια πράξη επί του συνόλου X, και έστω R ⊆ X × X µια σχέση
ισοδυναµίας επί του συνόλου X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «⋆».

1. Ορίζοντας

⋆̃ : X/R×X/R −→ X/R, ⋆̃([x]R, [y]R) := [x]R ⋆̃ [y]R = [x ⋆ y]R

αποκτούµε µια πράξη «⋆̃» επί του συνόλου-πηλίκο X/R.
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2. Αν η πράξη «⋆» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική, τότε η πράξη «⋆̃» επί του X/R είναι
προσεταιριστική ή µεταθετική αντίστοιχα.

3. ΄Εστω e ∈ X ένα ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X. Τότε το στοιχείο [e]R ∈ X/R είναι
ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆̃» επί του X/R.

4. Υποθέτουµε ότι η πράξη «⋆» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X, και έστω x ένα στοιχείο του X για το
οποίο υπάρχει ένα αντίστροφο στοιχείο x′ ∈ X ως προς την πράξη «⋆». Τότε το στοιχείο [x′]R είναι
ένα αντίστροφο στοιχείο του [x]R για την πράξη «⋆̃» επί του X/R.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε το υποσύνολο S =
{
z ∈ C | |z| = 1

}
του συνόλου C∗ των µη-µηδενικών µιγαδικών

αριθµών. Στο C∗ ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

z ∼R w ⇐⇒ zw−1 ∈ S

1. Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του C∗, και ακολούθως να περιγραφεί το σύνολο-
πηλίκο C∗/R.

2. Είναι το υποσύνολο S κλειστό ως προς την πράξη πολλαπλασιασµού «·» στο σύνολο C∗;
3. Είναι η πράξη πολλαπλασιασµού «·» επί του συνόλου C∗ συµβιβαστή µε την σχέση ισοδυναµίας R;

΄Ασκηση 5. Να εξεταστεί, ποια από τα ακόλουθα υποσύνολα τού καρτεσιανού γινοµένου Z × Z ορίζουν
µια σχέση ισοδυναµίας R επί του συνόλου των ακεραίων αριθµών Z και για κάθε σχέση ισοδυναµίας φ να
προσδιοριστούν οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας καθώς και η προκύπτουσα διαµέριση του συνόλου Z:

(1) g1 = {(z, z) | z ∈ Z},
(2) g2 = {(z, z + 1) | z ∈ Z},
(3) g3 = {(z + 1, z) | z ∈ Z},
(4) g4 = g1 ∪ g2,
(5) g5 = g1 ∪ g2 ∪ g3
(6) g6 = {(1, 2), (2, 3), (1, 3)},
(7) g7 = {(1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 1), (3, 2), (3, 1)},
(8) g8 = g1 ∪ g7,
(9) g9 = g1 ∪ g7 ∪ {(7, 8), (8, 7)},

(10) g10 = g1 ∪ g7 ∪ {(3, 4), (4, 3)}.

΄Ασκηση 6. Να ϐρεθεί το λάθος στο ακόλουθο επιχείρηµα το οποίο «δείχνει» ότι κάθε συµµετρική και
µεταβατική σχέση επί ενός µη-κενού συνόλου είναι σχέση ισοδυναµίας : «΄Εστω ∅ ≠ X ένα σύνολο και R µια

συµµετρική και µεταβατική σχέση επί του X , δηλαδή (1) x ∼R y =⇒ y ∼R x, και (2) x ∼R y και y ∼R z =⇒
x ∼R z. Επειδή η σχέση R είναι συµµετρική και x ∼R y, έπεται ότι y ∼R x. Επειδή η σχέση R είναι µεταβατική,

έπεται ότι x ∼R x. ΄Αρα η σχέση R είναι ανακλαστική, και εποµένως είναι σχέση ισοδυναµίας».
Μπορείτε να διορθώσετε το λάθος ;

΄Ασκηση 7. Στην παρούσα ΄Ασκηση Ϲητείται η εύρεση παραδειγµάτων από τα οποία να προκύπτει ότι κανένα
αξίωµα στον ορισµό µιας σχέσης ισοδυναµίας δεν προκύπτει από τα άλλα δύο αξιώµατα.

(1) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι ανακλαστική και συµµετρική αλλά όχι
µεταβατική.

(2) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι συµµετρική και µεταβατική αλλά όχι
ανακλαστική.

(3) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι ανακλαστική και µεταβατική αλλά όχι
συµµετρική.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και {Ri}i∈I µια συλλογή σχέσεων ισοδυναµίας επί του X.

1. Να δείξετε ότι η τοµή R =
⋂

i∈I Ri είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X.
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2. Να εξετάσετε αν η ένωση R
′
=

⋃
i∈I Ri είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X.

΄Ασκηση 9. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας

∀x, y ∈ Z : x ∼Rn y ⇐⇒ n | x− y

επί του συνόλου Z των ακεραίων. Αν n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι, να περιγραφεί η σχέση ισοδυναµίας

Rn ∩ Rm

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε το σύνολο X =
{
1, 2, 3, 4}.

1. ΄Εστω η σχέση

R =
{
(1, 1), (2, 1), (3, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3), (4, 1), (2, 3)

}
⊆ X ×X

Να ϐρεθεί η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.
2. ΄Εστω η σχέση

R =
{
(1, 1), (2, 3), (4, 1)

}
⊆ X ×X

Να ϐρεθεί η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.

΄Ασκηση 11. Να περιγραφούν όλες οι πιθανές σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X µε πλήθος στοιχείων
|X| = 1, |X| = 2, |X| = 3, και |X| = 4.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω R1 και R2 δύο σχέσεις επί ενός συνόλου X.

1. Αν οι σχέσεις R1 και R2 είναι ανακλαστικές, να δειχθεί ότι η σχέση R1 ∪ R2 είναι ανακλαστική.
2. Αν οι σχέσεις R1 και R2 είναι συµµετρικές, να δειχθεί ότι η σχέση R1 ∪ R2 είναι συµµετρική.
3. Αν οι σχέσεις R1 και R2 είναι µεταβατικές, να δειχθεί ότι η σχέση R1 ∪ R2 δεν είναι απαραίτητα

µεταβατική.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω R και S δύο σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Η σχέση R ∪ S είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X.
2. ∀a ∈ X: είτε [a]R ⊆ [a]S είτε [a]S ⊆ [a]R.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και υποθέτουµε ότι

A =
{
Ai

}n

i=1
και B =

{
Bj

}m

j=1

είναι διαµερίσεις του X. Να δειχθεί ότι η συλλογή υποσυνόλων

C =
{
Ai ∩Bj

}n,m

i,j=1

είναι µια διαµέριση του X.

΄Ασκηση 15. 1. Στο σύνολο N0 × N0, όπου N0 =
{
0, 1, 2, 3, · · ·

}
, ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

∀(a, b), (c, d) ∈ N0 × N0 : (a, b) ∼R (c, d) ⇐⇒ a+ d = b+ c

∆είξτε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του N0 × N0 και ακολούθως περιγράψτε το σύνολο
πηλίκο (N0 × N0)/R.
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2. Στο σύνολο Z× Z∗, όπου Z∗ = Z \ {0}, ορίζουµε µια σχέση S ως εξής :

∀(x, y), (a, b) ∈ Z× Z∗ : (x, y) ∼S (a, b) ⇐⇒ xb = ya

∆είξτε ότι η S είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του Z × Z∗ και ακολούθως περιγράψτε το σύνολο
πηλίκο (Z× Z∗)/S.

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε το σύνολο CS(Q) των ακολουθιών Cauchy ϱητών αριθµών1. Στο σύνολο CS(Q)
ορίζουµε µια σχέση R ⊆ CS(Q)× CS(Q) ως εξής :

(rn)n∈N ∼R (r′n)n∈N ⇐⇒ η ακολουθία (rn − r′n)n∈N είναι µηδενική : lim−→(rn − r′n) = 0

(1) Να δειχθεί ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί τού CS(Q).
(2) Να περιγραφεί το σύνολο πηλίκο CS(Q)/R.

΄Ασκηση 17. ΄Εστω K ένα σώµα (K = Q,R,C), και έστω H(t) ένα τυχόν πολυώνυµο υπεράνω του K. Στο
σύνολο των πολυωνύµων K[t], ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

∀ P (t), Q(t) ∈ K[t] : P (t) ∼R Q(t) ⇐⇒ H(t) | P (t)−Q(t)

(1) Να δείξετε ότι η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του K[t].
(2) Να εξετασθεί αν η σχέση R είναι συµβιβαστή µε τις πράξης πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πο-

λυωνύµων.
(3) Αν K = R και H(t) = t2 + 1, ποιό είναι το σύνολο πηλίκο R[t]/R;

΄Ασκηση 18. Εξετάστε στις παρακάτω περιπτώσεις αν, η διµελής πράξη «⋆» επί του συνόλου G είναι προσε-
ταιριστική, µεταθετική, υπάρχει ουδέτερο στοιχείο και αν, κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο.

(1) G = Z και a ⋆ b = ab.
(2) G = Z και a ⋆ b = a− b.
(3) G = R+ και a ⋆ b = ab.
(4) G = Q και a ⋆ b = ab.
(5) G = R∗ και a ⋆ b = ab.
(6) G = Z+ και a ⋆ b = 2ab.
(7) G = Z+ και a ⋆ b = ab.
(8) G = C και a ⋆ b = a+ b.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω G = R \ {−1} (δηλαδή G είναι το σύνολο όλων των πραγµατικών αριθµών εκτός από
το −1), και ορίζουµε

∀x, y ∈ G : x ⋆ y = x+ y + xy

(1) Να δείξετε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι µια διµελής πράξη επί του G.
(2) Να εξετασθεί αν η πράξη ⋆ είναι προσεταιριστική ή µεταθετική.
(3) Να εξετασθεί αν υπάρχει στοιχείο e ∈ G έτσι ώστε : x⋆e = x = e ⋆x, ∀x ∈ G. Αν ένα τέτοιο στοιχείο

e υπάρχει, είναι µοναδικό ;
(4) Στην περίπτωση κατά την οποία ένα στοιχείο e όπως στο (3) υπάρχει και είναι µοναδικό, να εξετασθεί

αν για κάθε x ∈ G, υπάρχει y ∈ G έτσι ώστε : x ⋆ y = e = y ⋆ x.
(5) Τέλος να εξετασθεί αν η εξίσωση:

a ⋆ x = b

έχει (µοναδική) λύση στο σύνολο G.

1
Υπενθυµίζουµε ότι µια ακολουθία (rn)n∈N, rn ∈ Q, ∀n ∈ N, ϱητών αριθµών καλείται ακολουθία Cauchy αν:

∀ϵ ∈ Q, ϵ > 0, ∃n0 ∈ N : ∀m,n ≥ n0 =⇒ |rn − rm| < ϵ.
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΄Ασκηση 20. ΄Εστω ότι K συµβολίζει ένα από τα ακόλουθα σώµατα Q, R, C, και έστω Mm×n(K) το σύνολο
των m × n πινάκων µε στοιχεία από το K. Υπενθυµίζουµε ότι δύο πίνακες A,B ∈ Mm×n(K) καλούνται
ισοδύναµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος n× n πίνακας P και αντιστρέψιµος m×m πίνακας Q έτσι ώστε :

Q−1 ·A · P = B

(1) ∆είξτε ότι ορίζοντας :

A ∼R B ⇐⇒ ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον B

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας R στο σύνολο Mm×n(K).
(2) Να περιγραφεί το σύνολο πηλίκο Mm×n(K)/ ∼R.
(3) Είναι η πρόσθεση, και ο πολλαπλασιασµός πινάκων (όταν m = n), συµβιβαστή πράξη µε την σχέση

ισοδυναµίας πινάκων ;


