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Υπενθυµίζουµε ότι µια οµάδα (G, ·) καλείται κυκλική αν υπάρχει ένα στοιχείο a ∈ G έτσι ώστε η G
συµπίπτει µε την κυκλική υποοµάδα ⟨a⟩ =

{
an ∈ G | n ∈ Z

}
της G η οποία παράγεται από το a.

Σε µια κυκλική οµάδα G, κάθε στοιχείο a ∈ G µε την ιδιότητα G = ⟨a⟩ καλείται γεννήτορας της G.

΄Ασκηση 1. Αν n ≥ 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, να δειχθεί ότι το σύνολο Un των n-οστών ϱιζών της
µονάδας, δηλαδή

Un =
{
z ∈ C | zn = 1

}
αποτελεί υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας (C∗, ·) των µη-µηδενικών µιγαδικών αριθµών. Ακολο-
ύθως να δειχθεί ότι η οµάδα (Un, ·) είναι κυκλική τάξης n.

Παρατήρηση. (1) Η οµάδα T καλείται η οµάδα του κύκλου.
(2) ΄Ενας µιγαδικός αριθµός z καλείται n-οστή ϱίζα της µονάδας, όπου n είναι ένας ϑετικός ακέραιος,

αν zn = 1.
Μια n-οστή ϱίζα της µονάδας z καλείται πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας, όπου n είναι

ένας ϑετικός ακέραιος, αν zm ̸= 1, για κάθε m < n.
(3) Η οµάδα Un καλείται η οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας.
(4) Η οµάδα U =

⋃∞
n=1 Un καλείται η οµάδα των ϱιζών της µονάδας.

΄Ασκηση 2. (1) Ας είναι T το σύνολο των µιγαδικών αριθµών µε µέτρο ίσο µε 1, δηλαδή

T =
{
z ∈ C | |z| = 1

}
Να δειχθεί ότι το T αποτελεί υποοµάδα τής οµάδας (C⋆, ·).

(2) Να δείξετε ότι το υποσύνολο U των µιγαδικών αριθµών z µε zn = 1, για κάποιο n ∈ N, δηλαδή

U =
{
z ∈ C | ∃n ∈ N : zn = 1

}
αποτελεί υποοµάδα τής (T, ·).

(3) Να δείξετε ότι : (α) η οµάδα (Un, ·) είναι υποοµάδα της οµάδας (U, ·), (β) ισχύει ότι U =
⋃∞

n=1 Un,
και (γ) η οµάδα U δεν είναι κυκλική.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα. Να δειχθεί ότι αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη, τότε κάθε υποοµάδα
της είναι πεπερασµένη και η τάξη κάθε στοιχείου της είναι πεπερασµένη.

Να δοθεί παράδειγµα άπειρης οµάδας, κάθε στοιχείο της οποίας έχει πεπερασµένη τάξη.
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΄Ασκηση 4. Για κάθε µια από τις παρακάτω οµάδες να ϐρεθούν τουλάχιστον δύο µη-τετριµµένες γνήσιες
υποοµάδες.

(1) (Z,+),
(2) (Q,+),

(3) (C⋆, ·),
(4) (8Z,+),

(5) (S3, ◦),
(6) (GL(2,Q), ·).

΄Ασκηση 5. Να προσδιορισθεί η κυκλική υποοµάδα ⟨A⟩ της γενικής γραµµικής οµάδας GL(2,R) η οποία
παράγεται από τον πίνακα A, όπου A είναι ένας εκ των πινάκων:(

1 1
−1 0

)
,

(
1 1
0 −1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 1
1 0

)
Είναι οι κυκλικές υποοµάδες ⟨A⟩ υποοµάδες της γενικής γραµµικής οµάδας GL(2,Z);

΄Ασκηση 6. (1) ∆είξτε ότι αν H και K είναι δύο υποοµάδες µιας αβελιανής οµάδας (G, ·), τότε το
υποσύνολο

H ·K =
{
h · k ∈ G | h ∈ H & k ∈ K

}
είναι µια υποοµάδα της G.

(2) Να αποδείξετε µε τη ϐοήθεια ενός αντιπαραδείγµατος ότι ο ισχυρσιµός του (1) δεν αληθεύει όταν η
οµάδα (G, ·) δεν είναι αβελιανή.

(3) ΄Εστω n,m ≥ 1 δύο ϕυσικοί αριθµοί και H = nZ = ⟨n⟩ και K = mZ = ⟨m⟩ οι κυκλικές
υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Z,+), οι οποίες παράγονται από τους ϕυσικούς αριθµούς n και
m αντίστοιχα. Να προσδιορισθεί η οµάδα H +K.

΄Ασκηση 7. (1) Να δειχθεί ότι κάθε µη-κενό πεπερασµένο υποσύνολο H µιας οµάδας G το οποιο είναι
κλειστό στην πράξη της οµάδας είναι υποοµάδα της G.

(2) Να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι γενικά το παραπάνω αποτέλεσµα δεν ισχύει αν το υποσύνολο
είναι άπειρο.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω η οµάδα

S(A) =
{
f : A −→ A | η f είναι «1-1» και «επί»

}
των µεταθέσεων, δηλαδή των «1-1» και «επί» απεικονίσεων, επί ενός µη κενού συνόλου A, µε πράξη την
σύνθεση «◦» απεικονίσεων. Αν X είναι ένα πεπερασµένο µη κενό υποσύνολο του A, να δειχθεί ότι το
υποσύνολο

H =
{
f ∈ S(A) | f(X) ⊆ X

}
είναι µια υποοµάδα της S(A).

Αληθεύει ο ισχυρισµός αν το υποσύνολο X είναι άπειρο ;

΄Ασκηση 9. ΄Εστω (G, ·) µια αβελιανή οµάδα µε ταυτοτικό στοιχείο e. Ας είναι n ∈ N ένας σταθερά δοσµένος
ϕυσικός αριθµός. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

Gn =
{
g ∈ G | gn = e

}
της G το οποίο αποτελείται από τα στοιχεία g ∈ G µε την ιδιότητα gn = e είναι µια υποοµάδα της G.

Ισχύει το παραπάνω αποτέλεσµα αν η οµάδα δεν είναι αβελιανή ; Αν ισχύει να το αποδείξετε, διαφορετικά
να δώσετε αντιπαράδειγµα.

΄Ασκηση 10. (1) Αν H και K είναι υποοµάδες µιας οµάδας G, να δειχθεί ότι η ένωση H ∪ K είναι
υποοµάδα της G αν και µόνον αν είτε H ⊆ K είτε K ⊆ H.

(2) ∆εν υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση δύο γνήσιων υποοµάδων της.
(3) Υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση τριών γνήσιων υποοµάδων της ;
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΄Ασκηση 11. Σηµειώστε αν είναι σωστό ή λάθος.

(1) Ο προσεταιριστικός νόµος ισχύει σε κάθε οµάδα.
(2) Είναι δυνατόν να υπάρξει οµάδα στην οποία να µην ισχύει ο νόµος της διαγραφής.
(3) Κάθε οµάδα είναι υποοµάδα του εαυτού της.
(4) Κάθε οµάδα έχει ακριβώς δύο µη γνήσιες υποοµάδες.
(5) Σε κάθε κυκλική οµάδα, κάθε στοιχείο είναι γεννήτορας.
(6) Στο µάθηµα, δεν έχουµε δώσει ακόµα παράδειγµα οµάδας που να µην είναι αβελιανή.
(7) Κάθε σύνολο αριθµών που είναι οµάδα µε πράξη την πρόσθεση είναι και οµάδα µε πράξη τον

πολλαπλασιασµό.
(8) Μπορούµε να ορίσουµε την υποοµάδα ως «υποσύνολο µιας οµάδας».
(9) Η (Z4,+) είναι κυκλική οµάδα.

(10) Κάθε υποσύνολο οποιασδήποτε οµάδας είναι υποοµάδα µε την επαγόµενη πράξη.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα, και H =
{
Hi | Hi ≤ G

}
i∈I µια οικογένεια υποοµάδων της G, όπου

I είναι ένα σύνολο δεικτών.

(1) Να δειχθεί ότι η τοµή

H =
⋂
i∈I

Hi

είναι µια υποοµάδα της G.
(2) ΄Εστω n,m ≥ 1 δύο ϕυσικοί αριθµοί και

H1 = nZ = ⟨n⟩ & H2 = mZ = ⟨m⟩

οι κυκλικές υποοµάδες της προσθετικής οµάδας (Z,+), οι οποίες παράγονται από τους ϕυσικούς
αριθµούς n και m αντίστοιχα. Να προσδιορισθεί η οµάδα nZ ∩mZ.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ότι (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι δύο οµάδες. Να δειχθεί ότι το καρτεσιανό γινόµενο
G1 ×G2 εφοδιασµένο µε την πράξη

⋆ : (G1 ×G2)× (G1 ×G2) −→ G1 ×G2, ((a1, a2), (b1, b2)) 7−→ (a1 ⋆1 b1, a2 ⋆2 b2)

αποτελεί µια οµάδα. (Η συγκεκριµένη οµάδα ονοµάζεται το ευθύ γινόµενο των οµάδων G1 και G2.)

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι δύο οµάδες, και ϑεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο,
όπως στην ΄Ασκηση 13. Αν

H = G1×{e2} =
{
(g1, e2) ∈ G1×G2 | g1 ∈ G1

}
και K = {e1}×G2 =

{
(e1, g2) ∈ G1×G2 | g2 ∈ G2

}
(1) Να δειχθεί ότι

H ≤ G1 ×G2 και K ≤ G1 ×G2

(2) H
⋂

K =
{
eG1×G2

}
=

{
(e1, e2)

}
.

(3) H ⋆K = K ⋆H = G1 ×G2.
(4) Να δειχθεί ότι ∀h ∈ H , ∀k ∈ K, ∀g ∈ G1 ×G2:

g ⋆ h ⋆ g−1 ∈ H και g ⋆ k ⋆ g−1 ∈ K

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z2 × Z2 της προσθετικής οµάδας (Z2,+) µε τον εαυτό
της, ϐλέπε ΄Ασκηση 13. Να σχηµατιστεί ο πίνακας Cayley της Z2 × Z2 και να αποδειχτεί ότι δεν πρόκειται
για κυκλική οµάδα.
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΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τις οµάδες (Z2,+), (Z3,+) και το ευθύ γινόµενό τους Z2 × Z3. Να σχηµατιστεί ο
πίνακας Cayley της οµάδας ευθύ γινόµενο Z2 × Z3 και να αποδειχτεί ότι πρόκειται για κυκλική οµάδα.
Ακολούθως να εξετάσετε, αν ο ισχυρισµός

«Σε κάθε κυκλική οµάδα, κάθε στοιχείο είναι γεννήτορας»

είναι αληθής ή όχι.

΄Ασκηση 17. Να προσδιοριστούν όλοι οι γεννήτορες της οµάδας (Z10,+).

΄Ασκηση 18. Θεωρούµε το σύνολο G =
{
e, a, b, c, d, f

}
. Να συµπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας έτσι

ώστε να αποτελεί τον πίνακα Cayley µιας αβελιανής οµάδας (G, ·).

· e a b c d f
e e a b c d f
a a e f b
b b c a
c c e b a
d d c b
f f c

Είναι η οµάδα η οποία προκύπτει κυκλική ;

΄Ασκηση 19. (1) Να δειχθεί ότι κάθε κυκλική οµάδα είναι αβελιανή,
(2) Να δειχθεί ότι υπάρχουν αβελιανές οµάδες οι οποίες δεν είναι κυκλικές.
(3) Να δοθεί παράδειγµα µιας µη-αβελανής οµάδας µε την ιδιότητα ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της είναι

κυκλική.

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο της συµµετρικής οµνάδας (S4, ◦):

G = {ι, ρ1, ρ2, ρ3, δ1, δ2, µ1, µ2}

όπου :

ι =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, ρ1 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, ρ3 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)

δ1 =

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
, δ2 =

(
1 2 3 4
2 4 3 2

)
, µ1 =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, µ2 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
Να δειχθεί ότι το υποσύνολο G είναι µια µη-αβελιανή υποοµάδα της S4 και κάθε γνήσια υποοµάδα της είναι
αβελιανή αλλά όχι απαραίτητα κυκλική.

΄Ασκηση 21. Να δειχθεί ότι µια οµάδα η οποία δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες υποοµάδες είναι κυκλική.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω H ένα µη-κενό υποσύνολο µιας οµάδας (G, ·). Να δειχθεί ότι το H είναι υποοµάδα της
G αν και µόνον αν η ακόλουθη σχέση:

∀a, b ∈ H : a ∼H b ⇐⇒ ab−1 ∈ H

είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο H.
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΄Ασκηση 23. ΄Εστω (G, ·) µια κυκλική οµάδα και a ένας γεννήτορας της G, δηλαδή G = ⟨a⟩. Να δείξετε
ότι και το στοιχείο a−1 είναι γεννήτορας της G. Ακολούθως να δείξετε ότι µια οµάδα G έχει ακριβώς έναν
γεννήτορα αν και µόνον αν είτε η G είναι η τετριµµένη οµάδα ταξης 1 είτε η G είναι η κυκλική οµάδα τάξης
2.

΄Ασκηση 24. ΄Εστω (G, ·) µια κυκλική οµάδα. Τότε το πλήθος των γεννητόρων της G είναι άρτιο αν και
µόνον αν |G| ≥ 3.


