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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τις ακόλουθες (κυκλικές) υποοµάδες της S3:

H =
〈
(2 3

)〉
=

〈(
1 2 3
1 3 2

)〉
& K =

〈
(1 2 3

)〉
=

〈(
1 2 3
2 3 1

)〉
Να ϐρεθούν οι δεξιές και αριστερές πλευρικές κλάσεις (δεξιά και αριστερά σύµπλοκα) των υποοµάδων H ,
K στην S3.

΄Ασκηση 2. (1) Να ευρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας ⟨5⟩ = 5Z στην οµάδα
(Z,+).

(2) Να ευρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας ⟨9⟩ = 9Z στην οµάδα (Z,+) και
της ⟨9⟩ = 9Z στην (υπο)οµάδα ⟨3⟩ = 3Z της (Z,+).

(3) Να ευρεθούν οι πλευρικές κλάσεις (τα σύµπλοκα) της υποοµάδας ⟨[6]12⟩ στην οµάδα (Z12,+) και
της ⟨[6]12⟩ στην (υπο)οµάδα ⟨[2]12⟩ της (Z12,+).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω η οµάδα (Z12,+). Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο (Z12 × Z12,+)1, και έστω V το
ακόλουθο υποσύνολο τής Z12 × Z12:

V =
{
([a]12, [b]12) ∈ Z12 × Z12 | όπου : 3 | a & 3 | b

}
∆είξτε ότι το σύνολο V είναι µια υποοµάδα τής Z12 × Z12 και υπολογίστε τον δείκτη [Z12 × Z12 : V].

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε ένα τετράγωνο T στο επίπεδο (E), και έστω O το σηµείο τοµής των διαγωνίων του.
΄Εστω ρ, τ : E −→ E οι απεικονίσεις του επιπέδου, όπου (ϐλέπε το παρακάτω σχήµα):

(1) ρ είναι η στροφή κατά π/2 (µε ϕορά αντίθετη της ϕοράς που ακολουθούν οι δείκτες του ϱολογιού)
του επιπέδου (E) γύρω από τον άξονα που είναι κάθετος στο επίπεδο του τετραγώνου και διέρχεται
από το κέντρο συµµετρίας του O, ϐλέπε το παρακάτω Σχηµα 2.

και
(2) τ είναι η στερεά κίνηση (συµµετρία) που προκύπτει από ανάκλαση του επιπέδου ως προς άξονα

συµµετρίας ο οποίος διέρχεται από τα µέσα δύο παράλληλων πλευρών του τετραγώνου, ϐλέπε το
παρακάτω Σχηµα 1.

1
Υπενθυµίζουµε ότι η πράξη «+» τής Z12 × Z12 ορίζεται ως ([a]12, [b]12) + ([a′]12, [b

′]12) = ([a+ a′]12, [b+ b′]12).
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Σχήµα 1. Ανάκλαση τ τετραγώνου ως προς άξονα συµµετρίας ο οποίος διέρχεται από τα

µέσα δύο παράλληλων πλευρών του τετραγώνου
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Σχήµα 2. Στροφή (µε ϕορά αντίθετη της ϕορά τοων δεικτών του ϱολογιού) ρ του τετραγώνου

κατά γωνία π/2.

ΕΦοδιάζουµε το σύνολο D4 µε τη σύνθεση ◦ απεικονίσεων και γράφουµε απλούστερα ρτ αντί ρ ◦ τ , ρ2 αντί
ρ ◦ ρ, κλπ. Να δειχθεί ότι ισχύουν οι σχέσεις τ2 = ι, ρ4 = ι, ρτ = τρ3, όπου ι είναι η ταυτοτική απεικόνιση
του επιπέδου E, και το σύνολο

D4 =
{
ι, ρ, ρ2, ρ3, τ, τρ, τρ2, τρ3

}
αποτελεί µια µη-αβελιανή οµάδα τάξης 8, η οποία καλείται η διεδρική οµάδα D4 των συµµετριών του
τετραγώνου.

Να υπολογιστούν οι αριστερές πλευρικές κλάσεις (τα αριστερά σύµπλοκα) της ⟨τ⟩ στην D4.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια οµάδα και ότι H ≤ G είναι µια υποοµάδα της.

(1) Να δειχθεί ότι το πλήθος των αριστερών συµπλόκων (πλευρικών κλάσεων) της H στην G ισούται µε
το πλήθος των δεξιών συµπλόκων (πλευρικών κλάσεων) της H στην G.

(2) Να δοθεί παράδειγµα οµάδας (G, ·) και υποοµάδας H της G, έτσι ώστε a ∈ G και aH ̸= Ha.
(3) Να δειχθεί ότι αν µια οµάδα (G, ·) είναι αβελιανή, τότε για κάθε a ∈ G ισχύει : aH = Ha.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα και H,K δύο υποοµάδες της G. Αν a, b είναι δύο στοιχεία τής G, να
δείξετε ότι :

(1) aH = bK =⇒ H = K.
(2) ∆εν είναι πάντοτε αληθής η συνεπαγωγή2: aH = Kb =⇒ H = K.

΄Ασκηση 7. Βρείτε τον δείκτη [G : H] της υποοµάδας H ≤ G στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) H = nZ και G = Z.
(2) H = {(x, y) ∈ R× R | x = y} και G = R× R.

Τέλος ϐρείτε µια υποοµάδα H της πολλαπλασιαστικής οµάδας (R∗, ·) έτσι ώστε : [R∗ : H] = 2.

2
Χρησιµοποιείστε, ως αντιπαράδειγµα, υποοµάδες και στοιχεία τής συµµετρικής οµάδας (S3, ◦).
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΄Ασκηση 8. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια οµάδα και H,K ≤ G δύο υποοµάδες τής G οι οποίες έχουν ως τάξη
τον ίδιο πρώτο αριθµό p. Αν H ̸= K, τότε δείξτε ότι H ∩K = {e}.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω G µια οµάδα τάξης pq, όπου p και q είναι πρώτοι αριθµοί και p ̸= q. Να δειχθεί ότι κάθε
γνήσια υποοµάδα της G είναι κυκλική.

Είναι αληθές ότι µια τέτοια οµάδα είναι κυκλική ;

΄Ασκηση 10. Αν (G, ·) είναι µια οµάδα µε τάξη o(G) < 300, η οποία έχει δύο υποοµάδες H,K µε τάξεις
αντιστοίχως o(H) = 24 και o(K) = 54, τότε ποια είναι η τάξη o(G) της G;

΄Ασκηση 11. ΄Εστω ότι p, q είναι πρώτοι αριθµοί, και (G, ·) µια οµάδα. Να δειχθεί ότι :

(α) Αν η G είναι αβελιανή µε τάξη pq και p ̸= q, τότε η G είναι κυκλική.
(β) Υπάρχουν αβελιανές οµάδες τάξης p2 οποίες δεν είναι κυκλικές.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα και m είναι το µέγιστο τού συνόλου
M = {o(a) ∈ N | a ∈ G} των τάξεων των στοιχείων τής G:

m = max
{
o(a) ∈ N | a ∈ G

}
Να δειχθεί ότι ∀a ∈ G: am = eG.

΄Ασκηση 13. Ο εκθέτης µιας οµάδας G, αν υπάρχει, ορίζεται να είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός m έτσι
ώστε : gm = e, ∀g ∈ G, και συµβολίζεται µε exp(G). Αν δεν υπάρχει τέτοιος αριθµός, ορίζουµε exp(G) = ∞.

(1) ∆είξτε ότι ο εκθέτης υπάρχει για κάθε πεπερασµένη οµάδα G.
(2) Υπάρχουν άπειρες οµάδες µε πεπερασµένο εκθέτη.
(3) Αν η G = {g1, g2, · · · , gn} είναι πεπερασµένη αβελιανή οµάδα, δείξτε ότι :

(αʹ)

exp(G) =
[
o(g1), o(g2), · · · , o(gn)

]
(ϐʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει στοιχείο g ∈ G: o(g) = exp(G).

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια οµάδα. Να δειχθεί ότι κάθε υποοµάδα µε δείκτη 2 στην G περιέχει
όλα τα στοιχεία της G της µορφής x2, x ∈ G:

H ≤ G και [G : H] = 2 =⇒
{
x2 ∈ G | x ∈ G

}
⊆ H

Ιδιαίτερα, αν |G| = 2n, n ≥ 1, και H ≤ G είναι µια υποοµάδα της G µε τάξη n, τότε, ∀x ∈ G: x2 ∈ H.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω (Gi, ·), 1 ≤ i ≤ 3, τρείς κυκλικές οµάδες τάξης 2. Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες της
οµάδας ευθύ γινόµενο G = G1 ×G2 ×G3.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω H µια υποοµάδα µιας οµάδας G. Να ϐρεθεί η τάξη της H στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) |G| = 68, |H| < 32 και η H δεν είναι κυκλική.
(2) |G| = 100, η H δεν είναι κυκλική, και η H δεν διαθέτει στοιχείο τάξης 2.
(3) |G| = 52, H ̸= G, και η H δεν είναι αβελιανή.
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα τάξης < 45 η οποία περιέχει µια υποοµάδα H µε τάξη > 10 και δείκτη
> 3. Να ϐρεθούν οι τάξεις των G και H καθώς και ο δείκτης της H στην G.

΄Ασκηση 18. 1. ΄Εστω G µια κυκλική οµάδα τάξης n. Για κάθε διαιρέτη m | n, να προσδιορισθεί το
πλήθος των στοιχείων της G µε τάξη m.

2. ∆είξτε ότι, µε εξαίρεση δύο, όλες οι κυκλικές οµάδες έχουν άρτιο πλήθος γεννητόρων.

΄Ασκηση 19. Να αποδειχθεί, µε χρήση Θεωρίας Οµάδων, το Θεώρηµα του Gauss:

∀n ≥ 1 :
∑
d |n

φ(d) = n

΄Ασκηση 20. ΄Εστω GL2(R) η οµάδα των αντιστρέψιµων 2×2 πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς,
και ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολά της :

G =
{
Xa,b ∈ M2×2(R) | a, b ∈ R & a ̸= 0

}
& H =

{
X1,b ∈ M2×2(R) | b ∈ R

}
, όπου Xa,b =

(
a b
0 1

)
(1) ∆είξτε ότι : H ≤ G ≤ GL2(R).
(2) ∆είξτε ότι, ∀A ∈ G: A ·H = H ·A.
(3) Περιγράψτε το σύνολα πηλίκο G/H.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω (G, ·) µια (όχι απαραίτητα πεπερασµένη) οµάδα και ότι H,K είναι υποοµάδες της µε
K ≤ H. Αν ο δείκτης [G : K] είναι πεπερασµένος, τότε να δειχθεί ότι οι δείκτες [G : H] και [H : K] είναι
πεπερασµένοι και ισχύει ότι :

[G : K] = [G : H] · [H : K]

΄Ασκηση 22. (Η Πρόταση Poincaré) Αν H,K είναι δύο υποοµάδες µιας οµάδας3 G, των οποίων ο δείκτης
στην G είναι πεπερασµένος, τότε και ο δείκτης τής H ∩K στην G είναι επίσης πεπερασµένος. Επιπλέον :(

[G : H], [G : K]
)
= 1 =⇒ [G : H ∩K] =

[
[G : H], [G : K]

]

3
Η G δεν είναι απαραίτητα πεπερασµένη οµάδα.


