
ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ∆ΟΜΕΣ Ι

Ακαδηµαϊκο Ετος 2023-2024

Ασκησεις - Φυλλαδιο 6

∆ιδασκων: Α. Μπεληγιάννης

ΙΣΤΟΣΕΛΙ∆Α ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ

http://users.uoi.gr/abeligia/AlgebraicStructuresI/ASI2024/ASI2024.html

Πέµπτη 18 Απριλίου 2024

΄Ασκηση 1. Βρείτε όλα τα σύµπλοκα (πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H ≤ G της οµάδας G και

περιγράψτε την οµάδα πηλίκο στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) H = 4Z ≤ Z.

(2) H = 4Z ≤ 2Z.

(3) H = ⟨[18]36⟩ ≤ Z36.

΄Ασκηση 2. Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G η οποία περιέχει µια υποοµάδα H έτσι ώστε ο «πολλαπλα-

σιασµός» αριστερών πλευρικών κλάσεων xH · yH = (xy)H να µην είναι καλά ορισµένος και εποµένως το

Ϲεύγος (G/∼RH
, ·) δεν αποτελεί οµάδα.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z4 × Z6 και έστω H = ⟨([2]4, [1]6)⟩ η κυκλική υποοµάδα

της Z4×Z6 η οποία παράγεται από το στοιχείο ([2]4, [1]6). Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο (Z4×Z6)/H είναι

κυκλική.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω H µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G.

Αν x, y ∈ G, να δείξετε ότι :

xy ∈ H ⇐⇒ yx ∈ H (∗)
Ισχύει η παραπάνω ισοδυναµία αν η H δεν είναι κανονική υποοµάδα της G; Αν ισχύει να το αποδείξετε,

και αν δεν ισχύει να δώσετε αντιπαράδειγµα.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω G µια οµάδα και H µια πεπερασµένη υποοµάδα της G µε την ιδιότητα ότι η H είναι η

µοναδική υποοµάδα της G µε τάξη o(H). Να δείξετε ότι η H είναι κανονική.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω η διεδρική οµάδα (οµάδα συµµετριών του τετραγώνου) D4 τάξης 8, ϐλέπε την ΄Ασκηση 4

του Φυλλαδίου 5:

D4 =
{
Id4, ρ, ρ

2, ρ3, σ, σρ, σρ2, σρ3}
και έστω η υποοµάδα H =

{
Id4, σρ

}
της D4.

(1) Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα (αριστερές πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H στην D4.

(2) Βρείτε όλα τα δεξιά σύµπλοκα (δεξιές πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H στην D4.

(3) Είναι η H κανονική υποοµάδα της D4;
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΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί ο δείκτης της υποοµάδας H στην οµάδα G στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) H = ⟨[3]24⟩ ≤ Z24.

(2) H = ⟨(2 3)⟩ ≤ S3.

(3) H = ⟨(1 3)⟩ ≤ D4.

Σε ποιές από τις παραπάνω περιπτώσεις η υποοµάδα H είναι κανονική υποοµάδα της G;

΄Ασκηση 8. ΄Εστω G µια οµάδα και H = {Hi | i ∈ I} µια οικογένεια κανονικών υποοµάδων της G, όπου

I είναι ένα σύνολο δεικτών. Να δείξετε ότι η τοµή
⋂

i∈I Hi της οικογένειας H είναι µια κανονική υποοµάδα

της G.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και H µια κανονική υποοµάδα της G. Αν(
[G : H], |H|

)
= 1

τότε να δείξετε ότι
1
:

∀x ∈ G : xo(H) = e =⇒ x ∈ H

΄Ασκηση 10. Αν G είναι µια οµάδα, να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η οµάδα G είναι αβελιανή.

(2) Η οµάδα πηλίκο G/Z(G) είναι κυκλική.

Αν H είναι µια υποοµάδα της G έτσι ώστε H ≤ Z(G), τότε όπως γνωρίζουµε η H είναι κανονική υποοµάδα

της G. Αν η οµάδα πηλίκο G/H είναι κυκλική, είναι η G αβελιανή ;

΄Ασκηση 11. 1. Θεωρούµε την κανονική υποοµάδα Z της προσθετικής οµάδας R. Να ϐρεθούν όλα τα

στοιχεία πεπερασµένης τάξης της οµάδας–πηλίκο R/Z.

2. Θεωρούµε την κανονική υποοµάδα Z της προσθετικής οµάδας Q. Να ϐρεθούν όλα τα στοιχεία

πεπερασµένης τάξης της οµάδας–πηλίκο Q/Z.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω ότι ϕ : G −→ G′
είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

(1) Να δειχθεί ότι, αν H είναι µια υποοµάδα της G, τότε η εικόνα ϕ(H) είναι µια υποοµάδα τής G′
.

(2) Να δειχθεί ότι, αν K είναι µια υποοµάδα της G′
, τότε η αντίστροφη εικόνα ϕ−1(K) =

{
g ∈ G | ϕ(g) ∈

K
}

είναι µια υποοµάδα τής G.

΄Ασκηση 13. Σε καθεµιά από τις επόµενες περιπτώσεις να εξεταστεί αν η απεικόνιση που ορίζεται είναι

οµοµορφισµός οµάδων και όταν είναι οµοµορφισµός, να υπολογιστεί ο πυρήνας του.

(1) ϕ : Z −→ Z, ϕ(z) = z − 1.

(2) ϕ : R⋆ −→ R⋆
, ϕ(r) = |r| και όπου η πράξη της R∗ = R \ {0} είναι ο πολλαπλασιασµός

πραγµατικών αριθµών.

(3) ϕ : R −→ GL2(R), ϕ(r) =

(
1 r
0 1

)
.

(4) ϕ : G −→ G, ϕ(g) = g−1
.

(5) ϕ : Z6 −→ Z2, ϕ([z]6) = [z]2.

(6) ϕ : Z7 −→ Z2, ϕ([z]7) = [z]2.

1
΄Οπως ήδη γνωρίζουµε, χωρίς καµµία προϋπόθεση, ισχύει και η αντίστροφη συνεπαγωγή: για κάθε πεπερασµένη οµάδα H

και για κάθε στοιχείο της x ∈ H: xo(x) = e.
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΄Ασκηση 14. ∆ώστε παράδειγµα µη-τετριµµένου
2

οµοµορφισµού, η δικαιολογήστε γιατί δεν υπάρχει µη-

τετριµµένος οµοµορφισµός, f : G −→ H , όπου :

(1) f : Z12 −→ Z5.

(2) f : Z12 −→ Z4.

(3) f : Z2 × Z4 −→ Z2 × Z5.

(4) f : Z3 −→ Z.

(5) f : Z3 −→ S3.

(6) f : Z −→ S3.

(7) f : Z× Z −→ 2Z.

(8) f : 2Z −→ Z× Z.

(9) f : D4 −→ S3.

(10) f : S3 −→ S4.

(11) f : S4 −→ S3.

(12) f : V4 −→ V4.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω G µια οµάδα. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η G είναι αβελιανή.

(2) Η απεικόνιση f : G −→ G, f(x) = x−1
είναι οµοµορφισµός.

(3) Η απεικόνιση g : G −→ G, f(x) = x2 είναι οµοµορφισµός.

(4) Η απεικόνιση h : G × G −→ G, h(x, y) = xy είναι οµοµορφισµός.

΄Ασκηση 16. (1) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(2) Πόσοι µονοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(3) Πόσοι επιµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(4) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z2 υπάρχουν ;

(5) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z2 −→ Z υπάρχουν ;

΄Ασκηση 17. Να δείξετε ότι :

(1) Υπάρχουν µονοµορφισµοί οµάδων f : G −→ G οι οποίοι δεν είναι ισοµορφισµοί.

(2) Υπάρχουν επιµορφισµοί οµάδων f : G −→ G οι οποίοι δεν είναι ισοµορφισµοί.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω H και K δύο κανονικές υποοµάδες µιας οµάδας G.

(1) Να δείξετε ότι HK = KH και το υποσύνολο HK είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

(2) Να δείξετε ότι η υποοµάδα H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της H και της K.

(3) Αν H ∩K = {e}, τότε να δείξετε ότι : hk = kh, ∀h ∈ H , ∀k ∈ K, και υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

HK
∼=−→ H ×K

΄Ασκηση 19. ΄Εστω G µια άπειρη οµάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η G είναι κυκλική.

(2) Κάθε υποοµάδα H ̸= {e} της G είναι ισόµορφη µε την G.

2
΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων f : G1 −→ G2 καλείται τετριµµένος αν και µόνο αν, ∀x ∈ G1: f(x) = e2.


