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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι G είναι µια κυκλική οµάδα. Να δειχθεί ότι µια απεικόνιση f : G −→ G είναι οµοµορ-
ϕισµός οµάδων αν και µόνον αν υπάρχει ακέραιος k ∈ Z έτσι ώστε : f(x) = xk, ∀x ∈ G.

Είναι ο ακέραιος k µοναδικός ;

΄Ασκηση 2. ΄Εστω GLn(R) η οµάδα των αντιστρεψίµων n×n πινάκων πραγµατικών αριθµών. Αν SL(n,R) ={
A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1

}
, να δείξετε ότι το σύνολο SL(n,R) είναι µια κανονική υποοµάδα της GLn(R),

και ακολούθως να περιγράψετε την οµάδα πηλίκο :

GL(n,R)
/
SL(n,R)

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα GL(2,R) των αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία πραγ-
µατικούς αριθµούς.

(1) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

G =
{(

a b
0 d

)
∈ M2×2(R) | ad ̸= 0

}
είναι υποοµάδα της GL(2,R).

(2) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

H =
{(

1 b
0 1

)
∈ M2×2(R) | b ∈ R

}
είναι κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της G.

(3) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό
H ∼= R

(4) Να δειχθεί ότι η οµάδα–πηλίκο G/H είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G =
{
τa,b : R −→ R | τa,b(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0

}
το οποίο είναι οµάδα µε πράξη την σύνθεση απεικονίσεων.

(1) Να δείξετε ότι το υποσύνολο
H =

{
τ1,b ∈ G | b ∈ R

}
είναι κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της G.

(2) Να προσδιορίσετε την οµάδα–πηλίκο G/H.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η πολλαπλασιαστική οµάδα C∗ των µη-µηδενικών µιγαδικών αριθµών.
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(1) Αν T = {z ∈ C | |z| = 1} ≤ C∗ είναι η οµάδα του κύκλου, να δειχθεί ότι η οµάδα-πηλίκο C∗/T είναι
ισόµορφη µε την πολλαπλασιαστική οµάδα R+ των ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

(2) Να δείξετε ότι το σύνολο

G =

{(
a b

−b a

)
∈ M2×2(R) | (a, b) ̸= (0, 0)

}
εφοδιασµένο µε την πράξη πολλαπλασιασµού πινάκων είναι οµάδα και υπάρχει ισοµορφισµός :

G
∼=−→ C∗

΄Ασκηση 6 (Θεώρηµα Cauchy για αβελιανές οµάδες). ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα τάξης
> 1 και p ένας πρώτος διαιρέτης της τάξης o(G) της οµάδας. Τότε η G έχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο τάξης p.

΄Ασκηση 7. Βρείτε την τάξη της δοθείσας οµάδας πηλίκο :

(1) Z6

/
⟨[3]6⟩

(2) (Z4 × Z12)
/
(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)

(3) (Z4 × Z2)
/
⟨([2]4, [1]2)⟩

(4) (Z3 × Z5)
/
({[0]3} × Z5)

(5) (Z2 × S3)
/
⟨([1]2, (123))⟩

΄Ασκηση 8. Βρείτε την τάξη του στοιχείου :

(1) [5]12 + ⟨[4]12⟩ στην οµάδα πηλίκο Z12

/
⟨[4]12⟩

(2) [26]60 + ⟨[12]60⟩ στην οµάδα πηλίκο Z60

/
⟨[12]60⟩

(3) ([2]3, [1]6) + ⟨([1]3, [1]6)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z3 × Z6)
/
⟨([1]3, [1]6)⟩

(4) ([2]6, [0]8) + ⟨([4]6, [4]8)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z6 × Z8)
/
⟨([4]6, [4]8)⟩

΄Ασκηση 9. Να δειχθεί ότι υπάρχουν ισοµορφισµοί οµάδων:

(1) (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [1]4)⟩ ∼= Z2

(2) (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [2]4)⟩ ∼= Z2 × Z2

(3) (Z2 × Z4)
/
⟨([1]2, [2]4)⟩ ∼= Z4

(4) (Z× Z× Z8)
/
⟨(0, 4, [0]8)⟩ ∼= Z× Z4 × Z8

(5) (Z× Z)
/
⟨(2, 2)⟩ ∼= Z2 × Z

΄Ασκηση 10. Αν G και H είναι πεπερασµένες κυκλικές οµάδες, να δείξετε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο G×H
είναι κυκλική αν και µόνον αν :

(o(G), o(H)) = 1 (†)
Επιπλέον να δείξετε ότι :

Zn × Zm
∼= Znm ⇐⇒ (n,m) = 1 (††)

΄Ασκηση 11. Να εξετασθεί αν η οµάδα ευθύ γινόµενο G1 ×G2 δύο κυκλικών οµάδων G1 και G2 είναι επίσης
κυκλική.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω G = ⟨a⟩ µια κυκλική οµάδα. Να ϐρεθούν όλοι οι οµοµορφισµοί οµάδων f : G −→ G.

΄Ασκηση 13. Να ϐρεθούν όλοι οι οµοµορφισµοί οµάδων f : Zn −→ Zm.
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΄Ασκηση 14. (1) ∆είξτε ότι το σύνολο Aut(G) όλων των αυτοµορφισµών µιας οµάδας G είναι οµάδα µε
πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων.

(2) Να προσδιορισθεί η οµάδα αυτοµορφισµών Aut(G), όταν :
(αʹ) G είναι µια άπειρη κυκλική οµάδα.
(ϐʹ) G είναι µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω X και Y δύο µη-κενά σύνολα µε το ίδιο πλήθος στοιχείων : |X| = |Y |. Να δειχθεί ότι
υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

φ̃ : S(X)
∼=−→ S(Y )

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση της κυκλικής οµάδας τάξης 3.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση της οµάδας V =
{
e, a, b, c

}
του Klein.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω f : G −→ G′ ένας οµοµορφισµός οµάδων.

(1) Αν H είναι µια κανονική υποοµάδα της G, να δείξετε ότι η f(H) είναι µια κανονική υποοµάδα της
Im(f) = f(G).

(2) Αν K είναι µια κανονική υποοµάδα της G′, να δείξετε ότι η f−1(K) είναι κανονική υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 19. (∆ευτερο Θεωρηµα Ισοµορφισµων) ΄Εστω G µια οµάδα, H ≤ G µια υποοµάδα της G, και N ⊴ G
µια κανονική υποοµάδα της G. Να δείξετε ότι :

(1) Το υποσύνολο HN =
{
hn ∈ G | h ∈ H & n ∈ N

}
είναι µια υποοµάδα της G και N ⊴ HN .

(2) H ∩N ⊴ H , και υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

HN
/
N ∼= H

/
(H ∩N)

Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε ο παραπάνω ισοµορφισµός έχει την ακόλουθη µορφή:

H +N
/
N ∼= H

/
(H ∩N)

Ως εφαρµογή να δείξετε ότι, αν G = Z, H = 3Z, N = 4Z, τότε υπάρχει ισοµορφισµός :

3Z
/
12Z ∼= Z4

Πρόβληµα. Ως γενίκευση της Εφαρµογής της ΄Ασκησης 19, να εξετάσετε αν υπάρχει ισοµορφισµός

[n,m]Z
/
mZ ∼= nZ

/
(n,m)Z

όπου n,m ∈ Z+.
√

΄Ασκηση 20. (1) ΄Εστω G µια οµάδα και g ∈ G. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

ig : G −→ G, x 7−→ ig(x) = gxg−1

είναι αυτοµορφισµός, ο οποίος καλείται ο εσωτερικός αυτοµορφισµός της G µέσω του g.
(2) Υπολογίστε τις υποοµάδες i(123)(H) και i(23)(K) για τις υποοµάδες H = ⟨(12)⟩ και K = ⟨(132)⟩ της

οµάδας S3.
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΄Ασκηση 21. ΄Εστω G µια πολλαπλασιαστική οµάδα και ∅ ≠ S ⊆ G ένα µη-κενό υποσύνολο της G.

(1) Το υποσύνολο
⟨S⟩ =

⋂{
H ≤ G | S ⊆ H

}
είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S.

Η υποοµάδα ⟨S⟩ καλείται η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το S.
(2) Να δείξετε ότι :

⟨S⟩ =
{
sa11 sa22 · · · sann ∈ G | n ≥ 0, ai ∈ Z, si ∈ S

}
Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε η παραπάνω ισότητα έχει την ακόλουθη µορφή:

⟨S⟩ =
{
a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn ∈ G | n ≥ 0, ai ∈ Z, si ∈ S

}
΄Ασκηση 22. (1) ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής αβελιανής οµάδας Q. Να

δείξετε ότι η υποοµάδα ⟨S⟩ η οποία παράγεται από το S είναι άπειρη κυκλική.
(2) ΄Εστω T ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής αβελιανής οµάδας Q/Z. Να δείξετε ότι

η υποοµάδα ⟨T ⟩ η οποία παράγεται από το T είναι πεπερασµένη κυκλική.

΄Ασκηση 23. Να δοθούν παραδείγµατα :

(1) ΄Απειρης οµάδας G, όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν πεπερασµένη τάξη.
(2) Οµάδας G η οποία δεν έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης > 1 αλλά περιέχει µια κανονική υποοµάδα

H έτσι ώστε όλα τα στοιχεία της οµάδας-πηλίκο G/H έχουν πεπερασµένη τάξη.
(3) ΄Απειρης οµάδας G η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα H όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν

πεπερασµένη τάξη, και η οµάδα πηλίκο G/H δεν έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης.


