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΄Ασκηση 1. Να εξεταστεί αν η σχέση R ⊆ X × X που ορίζεται επί του X σε καθεµιά από τις επόµενες

περιπτώσεις είναι ανακλαστική, συµµετρική, αντισυµµετρική
1
, µεταβατική.

(1) X = R, και ∀a, b ∈ R: a ∼R b ⇐⇒ a2 = b2.

(2) X = R, και ∀a, b ∈ R: a ∼R b ⇐⇒ a− b ≤ 2.

(3) X = Z× Z, και ∀a, b ∈ Z× Z: (a, b) ∼R (c, d) ⇐⇒ a+ d = b+ c.
(4) X = Z, και ∀a, b ∈ Z: a ∼R b ⇐⇒ b = a+ 3c, για κάποιον ακέραιο αριθµό c.

΄Ασκηση 2. Να εξεταστεί ποια από τα επόµενα σύνολα ορίζουν σχέση ισοδυναµίας και στην περίπτωση που η

απάντηση είναι καταφατική να προσδιοριστούν οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας καθώς και τα επαγόµενα

σύνολα πηλίκα:

(1) f1 = {(n,m) ∈ Z× Z | nm > 0} ⊆ Z× Z,

(2) f2 = {(x, y) ∈ R× R∥ x ≥ y} ⊆ R× R,

(3) f3 = {(x, y) ∈ R× R | x = y} ⊆ R× R,

(4) f4 = {(n,m) ∈ N× N | 2/n−m} ⊆ N× N.

΄Ασκηση 3. Στο σύνολο των µιγαδικών αριθµών C ορίζουµε δύο σχέσεις R και S ως εξής :

z ∼R w ⇐⇒ z − w ∈ R
z ∼S w ⇐⇒ z − w ∈ C \ R

Να εξετάσετε αν οι σχέσεις R και S είναι σχέσεις ισοδυναµίας επί του C, και, στην περίπτωση κατά την οποία

είναι σχέσεις ισοδυναµίας :

(1) να περιγράψετε τα σύνολα πηλίκα C/R και C/S.

(2) να εξετασθεί αν οι πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών είναι συµβιβαστές

µε τις σχέσεις ισοδυναµίας R και S.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω X =
{
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} και έστω η σχέση

R =
{
(1, 1), (1, 2), (5, 8), (7, 4),

}
⊆ X ×X

Να ϐρεθεί η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.

1
Υπενθυµίζουµε ότι µια σχέση R επί ενός συνόλου X καλείται αντισυµµετρική, αν :

∀x, y ∈ X : x ∼R y και y ∼R x =⇒ x = y
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΄Ασκηση 5. ΄Εστω ότι K συµβολίζει ένα από τα ακόλουθα σώµατα Q, R, C, και έστω Mn(K) το σύνολο των

n× n πινάκων µε στοιχεία από το K. Υπενθυµίζουµε ότι δύο πίνακες A,B ∈ Mn(K) καλούνται όµοιοι αν

υπάρχει αντιστρέψιµος n× n πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = B

∆είξτε ότι ορίζοντας :

A ∼R B ⇐⇒ ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον B

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας R (η οποία καλείται σχέση οµοιότητας τετραγωνικών πινάκων) στο

σύνολο Mn(K). Είναι η σχέση οµοιότητας συµβιβαστή µε τις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού

πινάκων ;

΄Ασκηση 6. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και R µια σχέση επί του X, δηλαδή ένα υποσύνολο του X ×X.

Να δείξετε ότι η σχέση

⟨R⟩ =
⋂{

S ⊆ X ×X
∣∣ S είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X και R ⊆ S

}
είναι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R. Επιπλέον να δείξετε ότι :

∀a, b ∈ X : a ∼⟨R⟩ b ⇐⇒ ∃n ≥ 0 και x1, x2, · · · , xn+1 ∈ X : a = x1 & b = xn+1, και : (xi, xi+1) ∈ R, 1 ≤ i ≤ n
ή

(xi+1, xi) ∈ R, 1 ≤ i ≤ n

Η σχέση ⟨R⟩ καλείται η σχέση ισοδυναµίας επί του X η οποία παράγεται από τη σχέση R.

΄Ασκηση 7. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας

∀x, y ∈ Z : x ∼Rn y ⇐⇒ n | x− y

επί του συνόλου Z των ακεραίων. Αν n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι, να περιγραφεί η σχέση ισοδυναµίας

⟨Rn ∪ Rm⟩

η οποία παράγεται από τη σχέση Rn ∪ Rm, µε την έννοια της ΄Ασκησης 6.

΄Ασκηση 8. Πόσες σχέσεις ισοδυναµίας ορίζονται επί ενός συνόλου X µε 5 στοιχεία ;

΄Ασκηση 9. ΄Εστω το σύνολο A = {0, 1} ⊆ Z. Να εξεταστεί, αν η αντιστοιχία

+ : A×A −→ A, (a, b) 7−→ a+ b (η πρόσθεση των ακεραίων)

ορίζει (διµελή) πράξη επί του A.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω το σύνολο Q∗ = Q \ {0}. Να εξεταστεί, αν η αντιστοιχία

⋆ : Q∗ ×Q∗ −→ Q∗, (a, b) 7−→ a ⋆ b =
a

b

ορίζει (διµελή) πράξη επί του Q∗
, και να εξεταστεί, αν πρόκειται για προσεταιριστική ή µεταθετική πράξη.
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΄Ασκηση 11. ΄Εστω X ένα συνόλο και P(X) το σύνολο όλων των υποσυνόλων του. Υπενθυµίζουµε ότι, αν

A,B είναι δύο υποσύνολα του X, δηλαδή A,B ∈ P(X), τότε η συµµετρική διαφορά τους A∆B ορίζεται

να είναι το ακόλουθο υποσύνολο

A∆B := (A \B)
⋃

(B \A)

του X. Να εξετάσετε αν το σύνολο P(X) εφοδιασµένο µε την πράξη της συµµετρικής διαφοράς

∆ : P(X)× P(X) −→ P(X), (A,B) 7−→ A∆B

ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες :

(1) Προσεταιριστικότητα.

(2) Μεταθετικότητα.

(3) Υπάρχει στοιχείο E ∈ P(X) έτσι ώστε : E∆A = A = A∆E, για κάθε στοιχείο A ∈ P(X); Αν

υπάρχει τέτοιο στοιχείο E είναι µοναδικό ;

(4) Αν υπάρχει µοναδικό στοιχείο E ∈ P(X) όπως στο (3), να εξεταστεί αν, για κάθε στοιχείο A ∈ P(X),
υπάρχει ένα στοιχείο A′ ∈ P(X) έτσι ώστε : A∆A′ = E = A′∆A; Αν υπάρχει τέτοιο στοιχείο A′

,

είναι µοναδικό ;

(5) Ορίζουµε στο P(X) µια σχέση ισοδυναµίας R ως εξής :

∀A,B ∈ P(X) : A ∼R B ⇐⇒ |A| = |B|

δηλαδή τα υποσύνολα A,B έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Είναι η σχέση ισοδυναµίας R συµβιβα-

στή µε την πράξη ∆;

(6) Αν A,B ∈ P(X), να εξετασθεί αν η εξίσωση

A∆T = B

ως προς T , έχει µοναδική λύση στο P(X).

΄Ασκηση 12. ΄Εστω A =
{
f : N −→ C | f τυχούσα απεικόνιση

}
. Να δείξετε ότι ορίζοντας ∀f, g ∈ A:

(f ⋆ g)(n) =
∑
ab=n

f(a)g(b)

(δηλαδή αθροίζουµε όλα τα δυνατά γινόµενα f(a)g(b), όπου οι ϕυσικοί αριθµοί a, b ικανοποιούν τη σχέση :

ab = n)
2
, αποκτούµε µια διµελή πράξη ⋆ : A×A −→ A.

(1) Να δείξετε ότι η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική.

(2) Να δείξετε ότι η πράξη «⋆» είναι µεταθετική.

(3) Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική απεικόνιση ε ∈ A έτσι ώστε :

ε ⋆ f = f = f ⋆ ε

΄Ασκηση 13. ΄Εστω S ένα σύνολο µε πλήθος στοιχείων ίσο µε |S| = n.

(1) Πόσες (διµελείς) πράξεις µπορούν να ορισθούν επί του S;

(2) Αν n = 2, τότε :

(αʹ) πόσες προσεταιριστικές πράξεις µπορούν να ορισθούν επί του S;

(ϐʹ) πόσες µεταθετικές πράξεις µπορούν να ορισθούν επί του S;

(γʹ) πόσες προσεταιριστικές και µεταθετικές πράξεις µπορούν να ορισθούν επί του S;

(3) Αν n = 3, πόσες προσεταιριστικές και µεταθετικές πράξεις µπορούν να ορισθούν επί του S;

2
Ισοδύναµα:

(f ⋆ g)(n) =
∑
d |n

f(d)g
(n
d

)
=

∑
d |n

f
(n
d

)
g(d)
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΄Ασκηση 14. Θεωρούµε το σύνολο A = {α, β, γ, δ, ϵ}. Να συµπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας κατά τέτοιον

τρόπο ώστε να αποτελεί τον πίνακα µιας µεταθετικής πράξης «⋆» επί τού A.

⋆ α β γ δ ϵ
α
β
γ
δ
ϵ

Υπό προϋποθέσεις µπορούν να ορισθούν διάφορες πράξεις σε σχέσεις επί συνόλων. Θεωρούµε µη-κενά

σύνολα X,Y, Z, και W . ΄Εστω R ⊆ X × Y , T ⊆ Y × Z, και S ⊆ Z ×W , σχέσεις από το X και Y , από το

Y στο Z, και από το Z στο W αντίστοιχα. Η σύνθεση R ◦ T των σχέσεων R και T ορίζεται ως η ακόλουθη

σχέση από το X στο Z:

R ◦ T =
{
(x, z) ∈ X × Z | υπάρχει y ∈ Y : (x, y) ∈ R και (y, z) ∈ T

}
Επίσης η αντίστροφη της σχέσης R από το X στο Y ορίζεται ως η ακόλουθη σχέση από το Y στο X:

R−1 =
{
(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R

}
Συµβολίζουµε µε IX την ακόλουθη «διαγώνια» ή ταυτοτική σχέση επί ενός συνόλου X:

IX =
{
(x, x) ∈ X ×X | x ∈ X

}
΄Ασκηση 15. ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς, να δείξετε τα ακόλουθα.

(1) Αν οι σχέσεις R και T είναι απεικονίσεις, τότε η σχέση T ◦ R είναι απεικόνιση και µάλιστα είναι η

σύνθεση των απεικονίσεων R και T.

(2) ∆είξτε ότι : (T ◦ R)−1 = R−1 ◦ T−1
.

(3) Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα σύνθεσης σχέσεων: S ◦ (T ◦ R) = (S ◦ T) ◦ R.

(4) R ◦ IX = R = IY ◦ R.

(5) Αν X = Y , και οι σχέσεις R και T είναι σχέσεις ισοδυναµίας, να εξετασθεί αν οι σχέσεις R ◦ T και

R−1
είναι σχέσεις ισοδυναµίας.

Στην ακόλουθη άσκηση Ϲητείται να χαρακτηρισθούν οι σχέσεις ισοδυναµίας µε ϐάση πράξεις επί αυτών.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω R µια σχέση επί του µη-κενού συνόλου X.

(1) Η σχέση R είναι ανακλαστική αν και µόνον αν IX ⊆ R.

(2) Η σχέση R είναι συµµετρική αν και µόνον αν R = R−1
.

(3) Η σχέση R είναι µεταβατική αν και µόνον αν R ◦ R ⊆ R.

(4) Η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας αν και µόνον αν IX ⊆ R και R = R ◦ R−1
.

΄Ασκηση 17. Στο σύνολο X = Z× Z, ορίζουµε διµελή πράξη :

⋆ : X ×X −→ X, (x1, y1) ⋆ (x2, y2) = (x1x2 + 2y1y2, x1y2 + x2y1)

Να δειχθεί ότι η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική και µεταθετική, και υπάρχει στοιχείο e ∈ X έτσι ώστε

e ⋆ a = a = a ⋆ e, ∀a ∈ X. Για ποιά στοιχεία a ∈ X υπάρχει στοιχείο b ∈ X έτσι ώστε : a ⋆ b = e = b ⋆ a;

΄Ασκηση 18. Στο σύνολο των ακεραίων Z, ορίζουµε διµελή πράξη «⋆» ως εξής :

⋆ : Z× Z −→ Z, x ⋆ y = x+ y − xy

Να δειχθεί ότι η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική και µεταθετική, και υπάρχει στοιχείο e ∈ X έτσι ώστε

e ⋆ a = a = a ⋆ e, ∀a ∈ X. Για ποιά στοιχεία a ∈ X υπάρχει στοιχείο b ∈ X έτσι ώστε : a ⋆ b = e = b ⋆ a;
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΄Ασκηση 19. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και P(X) το δυναµοσύνολό του, το οποίο ϑεωρούµε ότι είναι

εφοδιασµένο µε την πράξη «∆» της συµµετρικής διαφοράς, όπως στην ΄Ασκηση 11. Να σχηµατισθεί ο πίνακας

της πράξης «∆» όταν το σύνολο X έχει : 1, 2, και 3 στοιχεία.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω ∆ =
{
Ai | i ∈ I

}
µια διαµέριση του µη-κενού συνόλου X. ΄Εστω Y ένα σύνολο και

έστω ότι fi : Ai −→ Y είναι απεικονίσεις, για κάθε i ∈ I. Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική απεικόνιση

f : X −→ Y έτσι ώστε : f |Ai = fi, ∀i ∈ I.

Αν n είναι ένας ϑετικός ακέραιος, τότε συµβολίζουµε µε Rn την ακόλουθη σχέση ισοδυναµίας

∀a, b ∈ Z : a ∼Rn b ⇐⇒ n | a− b

επί του συνόλου Z.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω n,m ∈ N και έστω τα σύνολα πηλίκα Zn και Zm του Z ως προς τις σχέσεις ισοδυναµίας

Rn και Rm αντίστοιχα.

(1) Πότε ισχύει ότι Rn ⊆ Rm (ως υποσύνολα του Z× Z);
(2) Πότε ορίζοντας αντιστοιχία f : Zn −→ Zm, f([x]n) = [x]m, αποκτούµε µια καλά ορισµένη απεικόνι-

ση ;

(3) Γενικότερα αν k ∈ Z, να εξετασθεί πότε ορίζοντας f : Zn −→ Zm, f([x]n) = [kx]m, αποκτούµε µια

καλά ορισµένη απεικόνιση.

΄Ασκηση 22. Να εξετασθεί πότε η σχέση Rn ∪ Rm είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου Z.


