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΄Ασκηση 1. Να εξετάσετε αν το σύνολο

G =
{a

b
∈ Q | 0 ̸= b είναι περιττός

}
εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης, αντίστοιχα πολλαπλασιασµού, ϱητών αριθµών αποτελεί
αβελιανή οµάδα.

΄Ασκηση 2. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, να εξετάσετε αν το σύνολο

Qp =
{a

b
∈ Q | p ∤ b

}
εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης, αντίστοιχα πολλαπλασιασµού, ϱητών αριθµών αποτελεί
αβελιανή οµάδα.

΄Ασκηση 3. Να δείξετε ότι αν σε µια οµάδα (G, ⋆) ισχύει x = x−1, ∀x ∈ G, τότε η G είναι αβελιανή (ως
συνήθως x−1 συµβολίζει το αντίστροφο στοιχείο του x).

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ότι (G, ⋆) µια οµάδα και έστω a ∈ G. Να δειχθεί ότι οι απεικονίσεις

fa : G −→ G, fa(x) = a ⋆ x

ga : G −→ G, ga(x) = x ⋆ a

είναι «1-1» και «επί».

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (G, ⋆) ένα µονοειδές. Να δειχθεί ότι αν οι απεικονίσεις

fa : G −→ G, fa(x) = a ⋆ x

ga : G −→ G, ga(x) = x ⋆ a

είναι «1-1» και «επί», τότε το µονοειδές (G, ⋆) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (G, ⋆) ένα µονοειδές µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Να δειχθεί ότι αν µια εκ των
απεικονίσεων

fa : G −→ G, fa(x) = a ⋆ x

ga : G −→ G, ga(x) = x ⋆ a

είναι «1-1», τότε το µονοειδές (G, ⋆) είναι οµάδα.
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΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί µια διµελής πράξη «⋆» στο ανοιχτο διάστηµα (0, 1) =
{
x ∈ R | 0 < x < 1

}
µε την

οποία το σύνολο (0, 1) να αποτελεί οµάδα έτσι ώστε το αντίστροφο του x να είναι το 1− x.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και έστω P(X) το σύνολο όλων των υποσυνόλων του X (δυνα-
µοσύνολο του X ). Να δείξετε ότι το P(X) αποτελεί οµάδα µε πράξη την συµµετρική διαφορά υποσυνόλων
του X:

A∆B := (A−B) ∪ (B −A), ∀A,B ∈ P(X)

όπου A − B := {x ∈ A |x /∈ B}. Πότε η οµάδα (P(X),∆) είναι πεπερασµένη ; Πόσα στοιχεία έχει ; Είναι
η οµάδα (P(X),∆) αβελιανή ;

Σχηµατίστε τον πίνακα της οµάδας (P(X),∆) όταν το σύνολο X έχει ένα, δύο ή τρία στοιχεία.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω U το σύνολο των σηµείων στο µιγαδικό επίπεδο τα οποία απέχουν απόσταση ίση µε 1 από
την αρχή των αξόνων. Με άλλα λόγια :

U =
{
z ∈ C | |z| = 1

}
Να δείξετε ότι το Ϲεύγος (U, ·) αποτελεί αβελιανή οµάδα, όπου «·» είναι η συνήθης πράξη πολλαπλασιασµού
µιγαδικών αριθµών.

Να δειχθεί ότι για κάθε n ∈ N, η οµάδα (U, ·) περιέχει οµάδες (Un, ·), όπου |Un| = n.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω ότι G είναι ένα σύνολο και

◦ : G×G −→ G, (a, b) 7−→ a ◦ b
είναι µια διµελής πράξη επί του G. Υποθέτουµε ότι :

(1) Υπάρχει ένα στοιχείο ε ∈ G τέτοιο ώστε : a ◦ b = ε αν και µόνον αν a = b.
(2) (a ◦ c) ◦ (b ◦ c) = a ◦ b, ∀a, b, c ∈ G.

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) αποτελεί οµάδα, όπου «⋆» συµβολίζει την πράξη :

a ⋆ b := a ◦ (ε ◦ b), ∀a, b ∈ G

΄Ασκηση 11. Να εξετάσετε ποιά από τα ακόλουθα Ϲεύγη αποτελούν οµάδες :

(1) (R, ⋆), όπου x ⋆ y = x+ y + k, όπου k σταθερός πραγµατικός αριθµός.
(2) (R, ⋆), όπου x ⋆ y = xy

2 .
(3) (R× R∗, ⋆), όπου (a, b) ⋆ (c, d) = (ad+ bc, bd).
(4) (R∗ × R, ⋆), όπου (a, b) ⋆ (c, d) = (ac, bc+ d).
(5) (R× R, ⋆), όπου (a, b) ⋆ (c, d) = (ac, bc+ d).
(6) ((R× R) \ {(0, 0)}, ⋆), όπου (a, b) ⋆ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).
(7) (R× R, ⋆), όπου (a, b) ⋆ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e, και αντίστροφο του στοιχείου x το στοιχείο

x′. Υπενθυµίζουµε ότι αν x ∈ G και n ∈ Z, τότε η n-οστή δύναµη του στοιχείου x ορίζεται να είναι το

στοιχείο :

xn =


x ⋆ x ⋆ · · · ⋆ x (n-παράγοντες), αν n ≥ 1

e, αν n = 0

x′ ⋆ x′ ⋆ · · · ⋆ x′ (−n-παράγοντες), αν n ≤ −1

΄Ασκηση 12. ΄Εστω ότι a, b, c, x είναι στοιχεία µιας οµάδας (G, ⋆). Θα γράφουµε ως συνήθως χάριν α-
πλότητας xn = x ⋆ x ⋆ · · · ⋆ x (n-παράγοντες), και xy = x ⋆ y, και x′ = x−1. Σε κάθε µία από τις παρακάτω
εξισώσεις, να ϐρεθεί το στοιχείο x συναρτήσει των στοιχείων a, b, c:
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(1) x2 = b & x5 = e.
(2) x2b = xa−1c.
(3) x2a = bxc−1 & acx = xac.
(4) ax2 = b & x3 = e.
(5) x2 = a2 & x5 = e.
(6) (xax)3 = bx & x2a = (xa)−1.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ότι (G, ⋆) είναι µια οµάδα. Αν n ≥ 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, ϑα γράφουµε ως
συνήθως xn = x ⋆ x ⋆ · · · ⋆ x (n-παράγοντες), και xy = x ⋆ y, και x′ = x−1.

Θα λέµε ότι το στοιχείο a ∈ G έχει n-οστή ϱίζα στην G, αν υπάρχει στοιχείο z ∈ G έτσι ώστε : zn = a.
Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) ∀a, b ∈ G: (bab−1)n = banb−1.
(2) Αν a, b ∈ G και ισχύει ab = ba, τότε : (ab)n = anbn.
(3) Αν a, x ∈ G και ισχύει xax = e, τότε : (xa)2n = an.
(4) Αν a ∈ G και ισχύει a3 = e, τότε το a έχει τετραγωνική ϱίζα.
(5) Αν a ∈ G και ισχύει a2 = e, τότε το a έχει κυβική ϱίζα.
(6) Αν το a−1 έχει κυβική ϱίζα, τότε και το a έχει κυβική ϱίζα.
(7) Αν x2ax = a−1, τότε το a έχει κυβική ϱίζα.
(8) Αν xax = b, τότε το ab έχει τετραγωνική ϱίζα.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω n ≥ 1 και ϑεωρούµε την ακόλουθη σχέση ισοδυναµίας ‘‘ ∼n’’ στο Z:

a ∼n b ⇐⇒ n | a− b

Να δείξετε ότι η σχέση ∼n είναι συµβιβαστή µε την πράξη του πολλαπλασιασµού ακεραίων αριθµών, και
άρα ορίζεται µια πράξη πολλαπλασιασµού στο αντίστοιχο σύνολο πηλίκο

· : Zn × Zn −→ Zn, [a]n · [b]n = [ab]n

Να εξετάσετε αν το Ϲεύγος (Zn, ·) αποτελεί οµάδα.
Ειδικότερα να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα πολλαπλασιασµού, για την περίπτωση n = 6:

· [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6
[0]6
[1]6
[2]6
[3]6
[4]6
[5]6

Τέλος να προσδιορισθεί ο πίνακας Cayley της οµάδας (U(Z12), ·) των αντιστρέψιµων κλάσεων υπολοίπων
mod 12.

΄Ασκηση 15. Για n ≥ 1 ϑεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα

Un =
{
z ∈ C | zn = 1

}
Να προσδιορισθούν οι πίνακες Cayley της οµάδας Un, όταν 1 ≤ n ≤ 7.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω ότι (G, ⋆) είναι µια οµάδα και g1, · · · , gn ∈ G. Να δειχθεί ότι :

(g1 ⋆ g2 ⋆ · · · ⋆ gn)′ = g′n ⋆ · · · ⋆ g′2 ⋆ g′1
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΄Ασκηση 17. Γνωρίζουµε ότι αν (G, ⋆) είναι µια οµάδα, τότε ισχύουν οι Νόµοι ∆ιαγραφής :

a ⋆ x = b ⋆ x =⇒ a = b και x ⋆ a = x ⋆ b =⇒ a = b

για κάθε a, b, x ∈ G.
Αντίστροφα: να δειχθεί ότι αν «⋆» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί ενός µη-κενού πεπερασµένου

συνόλου G και ισχύουν οι παραπάνω Νόµοι ∆ιαγραφής για την πράξη «⋆», τότε υπάρχει ουδέτερο στοιχείο
e ∈ G για την πράξη «⋆» και το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι µια οµάδα.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω ότι (G, ⋆) είναι µια οµάδα. Υποθέτουµε ότι υπάρχει i ∈ Z έτσι ώστε, ∀a, b ∈ G:

(a ⋆ b)i = ai ⋆ bi, (a ⋆ b)i+1 = ai+1 ⋆ bi+1, (a ⋆ b)i+2 = ai+2 ⋆ bi+2

Να δειχθεί ότι η οµάδα (G, ⋆) είναι αβελιανή.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω p, q και r τρεις διακεκριµµένοι πρώτοι αριθµοί. Θεωρούµε το σύνολο

G =
{
pnqmrk ∈ Q | n,m, k ∈ Z

}
Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ·), όπου «·» είναι η συνήθης πράξη πολλαπλασιασµού ϱητών αριθµών, είναι µια
αβελιανή οµάδα. Πως µπορεί να γενικευθεί το αποτέλεσµα της παρούσης άσκησης ;

΄Ασκηση 20. Να δειχθεί ότι η σχέση ισοµορφίας «∼=» στην κλάση όλων των µονοειδών ή στην κλάση όλων
των οµάδων

(M1, ⋆1) ∼= (M2, ⋆2) ⇐⇒ υπάρχει ισοµορφισµός f : (M1, ⋆1) −→ (M2, ⋆2)

είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

΄Ασκηση 21. Να προσδιορισθεί η οµάδα Grothendieck των µεταθετικών µονοειδών (N, ·), (Z, ·), και (Z ×
Z∗, ⋆), ϐλέπε την ΄Ασκηση 18 του Φυλλαδίου 2. Οι πράξεις «+» και «·» είναι οι συνήθεις πράξεις πρόσθεσης
και πολλαπλασιασµού, και

∀(n,m), (k, l) ∈ Z× Z∗ : (n,m) ⋆ (k, l) = (nk,ml)

΄Ασκηση 22. Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (Z× Z, ⋆), όπου

(x1, x2) ⋆ (y1, y2) = (x1y1 + 2x2y2, x1y2 + x2y1)

είναι ένα µεταθετικό µονοειδές, και ακολούθως να προσδιορισθεί η οµάδα U(Z × Z, ⋆) των αντιστρέψιµων
στοιχείων του µονοειδούς (Z× Z, ⋆)1.

΄Ασκηση 23. ΄Εστω f : (M,⋆) −→ (N, ∗) ένας οµοµορφισµός µονοειδών, ϐλέπε το Φυλλάδιο Ασκήσεων 2.
Να δειχθεί ότι ορίζοντας

f † : U(M,⋆) −→ U(N, ∗), f †(m) = f(m)

αποκτούµε έναν καλά ορισµένο οµοµορφισµό οµάδων.

΄Ασκηση 24. Πόσα διαφορετικά µονοειδή µπορούν να ορισθούν επί ενός συνόλου µε 1, 2, 3 ή 4 στοιχεία ;
Πόσα από αυτά τα µονοειδή είναι οµάδες ;

1
Βλέπε ΄Ασκηση 8 του Φυλλαδίου 2.
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΄Ασκηση 25. ΄Εστω G ένα σύνολο µε πλήθος στοιχείων ίσο µε n ∈
{
1, 2, 3, 4, 5

}
. Να ορισθεί κατάλληλη

πράξη «⋆» επί του G έτσι ώστε το Ϲεύγος (G, ⋆) να είναι οµάδα. Να δειχθεί ότι σε κάθε περίπτωση η οµάδα
(G, ⋆) είναι απαραίτητα αβελιανή.

΄Ασκηση 26. ΄Εστω I ⊆ R ένα κλειστό ή ανοιχτό διάστηµα της πραγµατικής ευθείας. Να προσδιορισθεί
κατάλληλη πράξη «⋆» επί του I έτσι ώστε το Ϲεύγος (I, ⋆) να αποτελεί οµάδα.


