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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε την προσθετική οµάδα (Z6,+).

(1) Υπολογίστε τις υποοµάδες ⟨[0]6⟩, ⟨[1]6⟩, ⟨[2]6⟩, ⟨[3]6⟩, ⟨[4]6⟩, και ⟨[5]6⟩ της οµάδας Z6.
(2) Ποια στοιχεία είναι γεννήτορες της οµάδας Z6;
(3) Να σχεδιασθεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της Z6.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω H και K δυο υποοµάδες µιας οµάδας (G, ·). Θεωρούµε το υποσύνολο

H ·K =
{
h · k ∈ G | h ∈ H και k ∈ K

}
Να δειχθεί ότι το υποσύνολο H ·K είναι υποοµάδα της G αν κα µόνον αν H ·K = K ·H.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα και n ∈ Z+ ένας σταθερός ϑετικός ακέραιος. Θεωρούµε το ακόλουθο
υποσύνολο της G:

Gn :=
{
gn | g ∈ G

}
Να εξετάσετε κάτω υπό ποιές προϋποθέσεις το υποσύνολο Gn είναι υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα και S ένα µη-κενό υποσύνολο της G.

(1) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

ZS(G) :=
{
x ∈ G | x · s = s · x, ∀s ∈ S

}
είναι µια υποοµάδα της G.

(2) Με τον συµβολισµό του (1), δείξτε ότι η υποοµάδα ZG(G), η οποία προκύπτει για S = G, είναι
αβελιανή. (Η υποοµάδα ZG(G) καλείται κέντρο της G και συµβολίζεται µε Z(G)).

(3) Να προσδιορισθεί το κέντρο Z(S3) της συµµετρικής οµάδας (S3, ◦).

΄Ασκηση 5. Για κάθε Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών a, b ∈ R, ορίζουµε την απεικόνιση :

τa,b : R −→ R, τa,b(x) := ax+ b

Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο πραγµατικών συναρτήσεων

G :=
{
τa,b : R −→ R | a, b ∈ R & a ̸= 0

}
(1) Να δειχθεί ότι µε πράξη την σύνθεση απεικονίσεων «◦», το σύνολο G είναι οµαδα.
(2) Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα υποσύνολα της G:

H :=
{
τa,b ∈ G | a ∈ Q

}
και N :=

{
τ1,b ∈ G | b ∈ R

}
είναι υποοµάδες της G.
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(3) Να δειχθεί ότι για κάθε f ∈ G και για κάθε g ∈ N ισχύει : f ◦ g ◦ f−1 ∈ N .

Υπενθυµίζουµε ότι αν (G1, ⋆1), (G2, ⋆2), · · · , (Gn, ⋆n), είναι οµάδες, το ευθύ γινόµενο τους ορίζεται

να είναι η οµάδα (G, ⋆), όπου G = G1 ×G2 × · · · ×Gn, και :

(a1, a2, · · · , an) ⋆ (b1, b2, · · · , bn) = (a1 ⋆1 b1, a2 ⋆2 b2, · · · , an ⋆n bn)

΄Ασκηση 6. ΄Εστω ότι (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι δύο οµάδες και (G1 × G2, ⋆) το ευθύ γινόµενό τους.
Υποθέτουµε ότι H1 είναι µια υποοµάδα της G1 και H2 είναι µια υποοµάδα της G2,

(1) Να δειχθεί ότι το καρτεσιανό γινόµενο H1 ×H2 είναι υποοµάδα της οµάδας G1 ×G2.
(2) Αν για κάθε hi ∈ Hi και για κάθε gi ∈ Gi, όπου i = 1, 2, ισχύει ότι gihig

−1
i ∈ Hi, όπου i = 1, 2, να

εξετασθεί αν για κάθε g ∈ G1 ×G2 και για κάθε h ∈ H1 ×H2, ισχύει ότι : ghg−1 ∈ H1 ×H2.
(3) Να γενικευθούν τα µέρη (1) και (2) για πλήθος (υπο)οµάδων n > 2.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ότι (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι δύο οµάδες. Να προσδιορισθεί το κέντρο

Z(G1 ×G2)

της οµάδας ευθύ γινόµενο G1×G2. Να γενικευθεί το αποτέλεσµα για το ευθύ γινόµενο G1×G2×· · ·×Gn,
n το πλήθος οµάδων G1, G2, · · · , Gn.

΄Ασκηση 8. (1) Να προσδιορισθεί το κέντρο της συµµετρικής οµάδας S4 (των συµµετριών του ισοπλεύρου
τριγώνου).

(2) Να προσδιορισθεί το κέντρο της διεδρικής οµάδας D4 των συµµετριών του τετραγώνου.
(3) Να προσδιορισθεί το κέντρο της οµάδας Q των τετρανίων του Hamilton.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω η οµάδα των ακεραίων (Z,+) και P το σύνολο των πρώτων αριθµών. Για κάθε p ∈ P,
ϑεωρούµε την κυκλική υποοµάδα ⟨p⟩ της Z η οποία παράγεται από το p. Να δειχθεί ότι⋂

p∈P
⟨p⟩ = {0}

΄Ασκηση 10. ΄Εστω (G, ·) µια οµάδα και S ⊆ G ένα τυχόν µη-κενό υποσύνολο της G. Να δειχθεί ότι το
υποσύνολο

⟨S⟩ =
⋂

S⊆H≤G

H

δηλαδή η τοµή όλων των υποοµάδων της G οι οποίες περιέχουν το S, είναι µια υποοµάδα1 της G. Επιπλέον
να δειχθεί ότι :

(1) Η ⟨S⟩ είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το σύνολο S.
(2) Η υποοµάδα ⟨S⟩ έχει την ακόλουθη περιγραφή:

⟨S⟩ =
{
gϵ11 · gϵ22 · · · gϵkk ∈ G | k ∈ N0 & gi ∈ S & ϵi ∈ {1,−1}, 1 ≤ i ≤ k

}
(3) Αν S = {a}, τότε ⟨S⟩ = ⟨a⟩ είναι η κυκλική υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το a.
(4) Η οµάδα G καλείται πεπερασµένα παραγόµενη αν υπάρχει ένα πεπερασµένο υποσύνολό της S

έτσι ώστε G = ⟨S⟩. ∆είξτε ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα είναι πεπερασµένα παραγόµενη.
(5) Βρείτε ένα σύνολο γεννητόρων για την οµάδα V4 του Klein και την συµµετρική οµάδα S3.

΄Ασκηση 11. Να δειχθεί ότι η προσθετική οµάδα (Q,+) δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενη.

1
Η υποοµάδα ⟨S⟩ καλείται η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το σύνολο S. Τα στοιχεία του συνόλου S καλούνται

γεννήτορες της υποοµάδας ⟨S⟩.
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΄Ασκηση 12. Αν p είναι ένας πρώτος αριθµός, ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο των (µη-µηδενικών)
µιγαδικών αριθµών:

Z(p∞) :=
{
z ∈ C | ∃n ∈ N ∪ {0} : zp

n
= 1}

(1) Να δειχθεί ότι µε πράξη τον πολλαπλασιασµό µιγαδικών αριθµών, το σύνολο Z(p∞) είναι οµάδα2.
(2) Να δειχθεί ότι για κάθε n = 0, 1, 2, · · · , τα ακόλουθα υποσύνολα της οµάδας Z(p∞)

Tn := {z ∈ Z(p∞) | zpn = 1}
είναι κυκλικές υποοµάδες της Z(p∞) και ισχύει :

T0 ⊆ T1 ⊆ · · · ⊆ Tn ⊆ Tn+1 ⊆ · · · ⊆ Z(p∞)

(3) Να δειχθεί ότι :

Z(p∞) =
⋃
n≥0

Tn

(4) Να εξετασθεί αν η οµάδα Z(p∞) είναι κυκλική.

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι η οµάδα

U =

∞⋃
n=1

Un =
{
z ∈ C | ∃n ∈ N : zn = 1

}
δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενη, και κάθε πεπερασµένα παραγόµενη υποοµάδα της είναι πεπερασµένη
κυκλική οµάδα.

΄Ασκηση 14. (1) Επαληθεύστε ότι οι ακόλουθοι έξι πίνακες 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 ,

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 ,

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


αποτελούν µια οµάδα G µε πράξη τον πολλαπλασιασµό πινάκων.

(2) Ποιό είναι το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της G;
(3) Ποια οµάδα από αυτές που γνωρίζουµε είναι δοµικά ίδια (ισόµορφη) µε την οµάδα G των έξι πινάκων ;

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3.

(1) Βρείτε τις κυκλικές υποοµάδες ⟨ρ1⟩, ⟨ρ2⟩, και ⟨µ1⟩ της S3.
(2) Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες, γνήσιες και µη γνήσιες, της S3 και να σχεδιασθεί το διάγραµµα

Hasse των υποοµάδων της S3.

΄Ασκηση 16. Συµπληρώστε τον πίνακα του πολλαπλασιασµού για την κυκλική υποοµάδα ⟨ρ⟩ της S5 η οποία
παράγεται από τη µετάθεση

ρ =

(
1 2 3 4 5
2 4 5 1 3

)
Να προσδιορισθεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων της ⟨ρ⟩. Είναι η οµάδα ⟨ρ⟩ δοµικά ίδια (ισόµορφη)
µε την S3;

2
Η οµάδα Z(p∞) καλείται η p-οστή οµάδα Prüfer.
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΄Ασκηση 17. Να δειχθεί ότι η κυκλική υποοµάδα της GL2(R) η οποία παράγεται από τον πίνακα(
1 1

−1 0

)
είναι ισόµορφη µε την κυκλική οµαδα (Z6,+).

΄Ασκηση 18. Να δειχθεί ότι αν n ≥ 3, τότε το µόνο στοιχείο σ της συµµετρικής οµάδας Sn που ικανοποιεί
την εξίσωση

σ ◦ γ = γ ◦ σ, ∀γ ∈ Sn
είναι η ταυτοτική µετάθεση ι. Ισοδύναµα να δειχθεί ότι Z(Sn) = {ι}.

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο πινάκων:

G =


1 [a]3 [b]3
0 1 0
0 0 1

 | a, b ∈ Z


το οποίο εφοδιάζουµε µε την ακόλουθη πράξη :1 [a]3 [b]3

0 1 0
0 0 1

 ·

1 [c]3 [d]3
0 1 0
0 0 1

 =

1 [a+ c]3 [b+ d]3
0 1 0
0 0 1


Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ·) είναι µια αβελιανή οµάδα µε τάξη 9. Είναι η G κυκλική ;

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε το σύνολο Q \
{
2
}

. Για κάθε a, b ∈ G ϑέτουµε :

a ⋆ b = ab− 2a− 2b+ 6

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι µια αβελιανή οµάδα. Να ϐρεθούν τα αντίστροφα στοιχεία στην οµάδα
G των στοιχείων 3

2 , −1, 5. Να προσδιορισθεί η κυκλική υποοµάδα ⟨4⟩ της G η οποία παράγεται από το 4.
Τέλος να ϐρθούν, αν υπάρχουν, όλα τα στοιχεία της G µε τάξη ίση µε 2.


