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΄Ασκηση 1. Να ϐρεθεί η τάξη τού στοιχείου a τής οµάδας (G, ⋆), όπου :

(1) a = [5]14, (G, ⋆) = (Z14,+),
(2) a = −i+ 2013, (G, ⋆) = (C⋆, ·),
(3) a = −1 + 2i

√
3, (G, ⋆) = (C⋆, ·),

(4) a = (−1− i
√
3)/2, (G, ⋆) = (C⋆, ·),

(5) cos(4π/9) + isin(4π/9), (G, ⋆) = (C⋆, ·).

(6) a = [18]60, (G, ⋆) = (Z60,+),
(7) a = [31]50, (G, ⋆) = (Z50),+),
(8) a = [22]38, (G, ⋆) = (Z38),+),
(9) a = [99]2013, (G, ⋆) = (Z2013),+),

(10) a = [154]2013, (G, ⋆) = (Z2013),+),
(11) a = [1962]2013, (G, ⋆) = (Z2013),+).

΄Ασκηση 2. Βρείτε όλες τις υποοµάδες της προσθετικής οµάδας Z28 και για κάθε µια από αυτές ϐρείτε όλους
τους γεννήτορες της.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια κυκλική οµάδα µε |G| = 30 και µε γεννήτορα το στοιχείο a ∈ G. Να
προσδιοριστούν όλοι οι γεννήτορες τής G.

΄Ασκηση 4. Να ϐρεθούν όλες οι κυκλικές οµάδες οι οποίες διαθέτουν ακριβώς 2 γεννήτορες.

΄Ασκηση 5. Να σχηµατιστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων τής (Z18,+).

΄Ασκηση 6. Να σχηµατιστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων τής (Z48,+).

΄Ασκηση 7. Να σχηµατιστεί το διάγραµµα Hasse των υποοµάδων τής οµάδας (U16, ·) των 16-οστών ϱιζών
της µονάδας, και ακολούθως να ϐρεθούν όλοι οι γεννήτορες της.

΄Ασκηση 8. Να ευρεθούν όλα τα στοιχεία a τής (Z15,+) µε τάξη o(a) = 5.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ότι (G, ·) είναι µια κυκλική οµάδα µε |G| = 20 και µε γεννήτορα το στοιχείο a ∈ G. Να
προσδιοριστούν όλα τα στοιχεία b τής G µε τάξη o(b) = 10.
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΄Ασκηση 10. ΄Εστω (U(Zn), ·) η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων τού συνόλου Zn. Ποιες από τις
επόµενες οµάδες είναι κυκλικές ;

(1) U(Z10), (2) U(Z12), (3) U(Z20), (4) U(Z24), (5) U(Z31)

΄Ασκηση 11. ΄Εστω G = ⟨a⟩ µια κυκλική οµάδα και H και K δύο υποοµάδες της G.

(1) Να ϐρεθεί ένας γεννήτορας της οµάδας H ∩K.
(2) Από την ΄Ασκηση 3 του Φυλλαδίου 3, το υποσύνολο HK = {hk ∈ G | h ∈ H, k ∈ K} είναι

υποοµάδα της G. Να ϐρεθεί ένας γεννήτορας της HK.

΄Ασκηση 12. Να εξετασθεί αν ο ακόλουθος ισχυρισµός είναι αληθής :

«Αν µια οµάδα G είναι τέτοια ώστε κάθε γνήσια υποοµάδα της είναι κυκλική, τότε η G είναι κυκλική»

΄Ασκηση 13. ΄Εστω G µια οµάδα και a ∈ G ένα στοιχείο της. Ας υποθέσουµε ότι το a ∈ G παράγει µια
κυκλική υποοµάδα τάξης 2 και είναι το µοναδικό τέτοιο στοιχείο στην G. ∆είξτε ότι ax = xa για κάθε x ∈ G.

΄Ασκηση 14. ∆είξτε ότι σε κάθε πεπερασµένη κυκλική οµάδα G τάξης n, η εξίσωση xm = e έχει ακριβώς m
λύσεις x στην G για κάθε ϑετικό ακέραιο m που διαιρεί τον n.

΄Ασκηση 15. Σε σχέση µε την άσκηση 14, τι συµβαίνει αν 1 < m < n και ο m δεν διαιρεί τον n;

΄Ασκηση 16. Αν G είναι µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα και

|{x ∈ G | xn = e}| ≤ n, ∀n ∈ Z

αποδείξτε ότι η G είναι κυκλική.

΄Ασκηση 17. ΄Εστω G µια οµάδα και a, b ∈ G. Αν

a5 = e και aba−1 = b2

τι µπορείτε να πείτε για την τάξη o(b) του b;

΄Ασκηση 18. Οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι τέσσερα γνωστά αποτελέσµατα της Θεωρίας Αριθµών. Στην
παρούσα άσκηση Ϲητείται η απόδειξή τους µε χρήση Θεωρίας Οµάδων.

(1) Αν n ≥ 1, και φ είναι η συνάρτηση του Euler, να δείξετε ότι1:

n =
∑
d |n

φ(d)

(2) ΄Εστω a > 1 ένας ακέραιος, να δείξετε ότι :

n | φ(an − 1)

(3) p ≥ 2 είναι ένας πρώτος αριθµός τότε και µόνον τότε αν2: p | (p− 1)! + 1. Με άλλα λόγια :

p πρώτος ⇐⇒ (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

1Η παρακάτω ισότητα αυτή είναι γνωστή στην Θεωρία Αριθµών, ως Θεώρηµα του Gauss.
2Η ισοδυναµία αυτή είναι γνωστή στην Θεωρία Αριθµών, ως Θεώρηµα του Wilson.
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(4) Αν a, n ≥ 1 είναι ϑετικοί ακέραιοι, και (a, n) = 1, δείξτε ότι n | aϕ(n) − 1, δηλαδή3:

aϕ(n) ≡ 1 (modn)

΄Ασκηση 19. ΄Εστω ότι G είναι µια αβελιανή οµάδα και έστω ότι H και K είναι πεπερασµένες κυκλικές
υποοµάδες της G µε |H| = r και |K| = s. ∆είξτε ότι αν οι r και s είναι πρώτοι µεταξύ τους, τότε η G περιέχει
µια κυκλική υποοµάδα τάξης rs.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω G µια οµάδα και υποθέτουµε ότι η τοµή όλων των µη-τετριµµένων υποοµάδων της G
είναι µια µη-τετριµµένη υποοµάδα της G. Να δειχθεί ότι κάθε στοιχείο της G έχει πεπερασµένη τάξη.

΄Ασκηση 21. Να εξετάσετε αν οι ακόλουθες οµάδες είναι κυκλικές :

(1) C∗, (2) T = {z ∈ C | |z| = 1}, (3) U = {z ∈ C | ∃n ∈ N : zn = 1},

(4) G =

{(
1 n
0 1

)
∈ GL(2,R) | n ∈ Z

}

3Ο ισχυρισµός αυτός είναι γνωστός στην Θεωρία Αριθµών, ως Θεώρηµα του Euler.


