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΄Ασκηση 1. (1) Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G άπειρης τάξης η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα

H η οποία έχει άπειρη τάξη, έτσι ώστε η οµάδα πηλίκο G/H να έχει άπειρη τάξη.

(2) Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G άπειρης τάξης η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα H η οποία

έχει άπειρη τάξη, έτσι ώστε η οµάδα πηλίκο G/H να έχει άπειρη τάξη και όλα τα στοιχεία της να

έχουν πεπερασµένη τάξη.

(3) Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G άπειρης τάξης η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα H η οποία

έχει άπειρη τάξη, έτσι ώστε η οµάδα πηλίκο G/H να έχει άπειρη τάξη και να περιέχει στοιχεία

άπειρης τάξης και στοιχεία πεπερασµένης τάξης.

(4) Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G άπειρης τάξης η οποία περιέχει µια κανονική υποοµάδα H η οποία

έχει άπειρη τάξη, έτσι ώστε η οµάδα πηλίκο G/H να έχει άπειρη τάξη και όλα τα στοιχεία της (εκτός

του ουδετέρου) να έχουν άπειρη τάξη.

΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο SL(n,R) =
{
A ∈ Mn(R) | |A| = 1

}
είναι µια κανονική υποοµάδα

της οµάδας GL(n,R) των αντιστρέψιµων n×n πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς και ακολούθως

να περιγράψετε την οµάδα πηλίκο GL(n,R)/SL(n,R).

΄Ασκηση 3. Να εξετασθεί αν η οµάδα πηλίκο G/H είναι κυκλική στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) G = Z4 × Z6 και H =
〈
([3]4, [3]6)

〉
.

(2) G = Z4 × Z6 και H =
〈
([2]4, [3]6)

〉
.

(3) G = Z5 × Z7 και H =
〈
([4]4, [2]6)

〉
.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω G µια οµάδα και H ⊴ G µια κανονική υποοµάδα της G. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) ∀x ∈ G: x2 ∈ H ⇐⇒ xH = (xH)−1
στην οµάδα πηλίκο G/H.

(2) Αν m ≥ 1, τότε : xm ∈ H , ∀x ∈ G, αν και µόνον αν η τάξη κάθε στοιχείου της οµάδας πηλίκο G/H
είναι πεπερασµένη και διαιρέτης του m.

(3) Η οµάδα πηλίκο G/H είναι οµάδα στρέψης
1

αν και µόνον αν για κάθε στοιχείο x ∈ G, υπάρχει

ϕυσικός m ≥ 1 έτσι ώστε xm ∈ H.

(4) Κάθε στοιχείο της οµάδας πηλίκο έχει µια τετραγωνική ϱίζα
2

αν και µόνον αν για κάθε x ∈ G,

υπάρχει y ∈ G έτσι ώστε : xy2 ∈ H.

(5) Η οµάδα πηλίκο G/H είναι κυκλική αν και µόνον αν υπάρχει ένα στοιχείο a ∈ G το οποίο ικανοποιεί

την ακόλουθη ιδιότητα : για κάθε στοιχείο x ∈ G, υπάρχει n ∈ Z: xan ∈ H.

1
δηλαδή κάθε στοιχείο της έχει πεπερασµένη τάξη.

2
΄Ενα στοιχείο x σε µια οµάδα G έχει τατραγωνική ϱίζα, αν υπάρχει στοιχείο y ∈ G έτσι ώστε x2 = y.
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(6) Αν κάθε στοιχείο της οµάδας πηλίκο G/H έχει πεπερασµένη τάξη και κάθε στοιχείο της υποοµάδας

H έχει πεπερασµένη τάξη, τότε κάθε στοιχείο της οµάδας G έχει πεπερασµένη τάξη.

΄Ασκηση 5. Ποιές από τις ακόλουθες απεικονίσεις είναι οµοµορφισµοί οµάδων ; Για τις απεικονίσεις οι

οποίες ορίζουν οµοµορφισµό οµάδων, να ϐρεθεί ο πυρήνας Ker(f) και η εικόνα Im(f).

(1) f : U12 −→ U12, f(x) = x3.

(2) f : S4 −→ S4, f(x) = x3.

(3) f : R+ −→ R+
, f(x) =

√
x.

(4) f : Z6 −→ Z7, f([x]6) = [x]7.

(5) f : Z6 −→ U(Z7), f([x]6) = [2x]7.

Παραπάνω Un συµβολίζει την οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας, και U(Zn) συµβολίζει την οµάδα των

αντιστρεψίµων στοιχείων (ως προς τον πολλαπλασιασµό κλάσεων ισοτιµίας) της προσθετικής οµάδας Zn.

΄Ασκηση 6. Να εξετασθεί αν στις ακόλουθες περιπτώσεις, υπάρχουν επιµορφισµοί οµάδων G1 −→ G2:

(1) G1 = Z12 και G2 = Z4.

(2) G1 = Z12 και G2 = Z2 × Z2.

(3) G1 = D4 και G2 = Z4.

(4) G1 = D4 και G2 = Z2 × Z2.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω G1 και G2 δύο οµάδες και H1 ⊴ G1 και H2 ⊴ G2 κανονικές υποοµάδες των G1 G2

αντίστοιχα.

(1) Να δείξετε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο H1 ×H2 είναι κανονική υποοµάδα της οµάδας ευθύ γινοµενο

G1 ×G2.

(2) Να δείξετε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

(G1 ×G2)/(H1 ×H2)
∼=−→ G1/H1 ×G2/H2

΄Ασκηση 8. ΄Εστω H και K δύο οµάδες. Να δείξετε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο H ×K περιέχει κανονικές

υποοµάδες H∗ ⊴ H ×K και K∗ ⊴ H ×K έτσι ώστε :

H ∼= H∗ & K ∼= K∗ & H∗ ∩K∗ = {eH×K} & H ×K = H∗K∗ = K∗H∗

΄Ασκηση 9. Για µια οµάδα G τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η G είναι ισόµορφη µε την οµάδα ευθύ γινόµενο G1 ×G2 δύο οµάδων G1 και G2.

(2) Η οµάδα G περιέχει κανονοικές υποοµάδες H1 ⊴ G και H2 ⊴ G έτσι ώστε

H1
∼= G1 & H2

∼= G2 & H1 ∩H2 = {eG} & G = H1 ×H2

΄Ασκηση 10. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και f : G −→ G ένας αυτοµορφισµός
3

της G. Αν

∀x ∈ G : f(x) = x ⇐⇒ x = eG

να δείξετε ότι :

(1)

G =
{
x−1f(x) ∈ G | x ∈ G

}
(2) Αν f2 = IdG, τότε η G είναι αβελιανή.

3
Υπενθυµίζουµε ότι ένας αυτοµορφισµός µιας οµάδας G είναι ένας ισοµορφισµός G −→ G.



3

΄Ασκηση 11. Να ϐρεθεί το πλήθος των αυτοµορφισµών των οµάδων

Z2 & Z6

΄Ασκηση 12. Να δείξετε ότι κάθε οµάδα µε παραπάνω από δύο στοιχεία έχει τουλάχιστον έναν αυτοµορφισµό

διαφορετικό του ταυτοτικού.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω G µια οµάδα. Για κάθε g ∈ G, ορίζουµε µια απεικόνιση

ιg : G −→ G, ιg(x) = g−1xg

(1) ∆είξτε ότι η απεικόνιση ιg είναι ένας αυτοµορφισµός της G4
.

(2) ∆είξτε ότι το σύνολο

Aut(G) =
{
f : G −→ G | f : αυτοµορφισµός

}
εφοδιασµένο µε την σύνθεση απεικονίσεων αποτελεί οµάδα (την οµάδα των αυτοµορφισµών της G).

(3) ∆είξτε ότι το σύνολο

Inn(G) =
{
f : G −→ G | f : εσωτερικός αυτοµορφισµός

}
=

{
ιg ∈ Aut(G) | g ∈ G

}
είναι κανονική υποοµάδα της Aut(G) (η υποοµάδα των εσωτερικών αυτοµορφισµών της G).

(4) ∆είξτε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός

G/Z(G)
∼=−→ Inn(G)

΄Ασκηση 14. (1) Περιγράψτε όλους τους ισοµορφισµούς

V4
∼=−→ Z2 × Z2

όπου V4 είναι η οµάδα του Κλειν.

(2) ∆είξτε ότι οι οµάδες Z6 και Z2 × Z3 είναι ισόµορφες.

(3) Περιγράψτε όλους τους ισοµορφισµούς

Z2 × Z3
∼=−→ Z6

(4) ∆είξτε ότι η διεδρική οµάδα D4 έχει ακριβώς 4 εσωτερικούς αυτοµορφισµούς.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω G µια οµάδα και a ∈ G ένα στοιχείο της G. Ορίζουµε απεικόνιση

ϕ : Z −→ G, ϕ(n) = an

∆είξτε ότι η ϕ είναι οµοµορφισµός. Περιγράψτε την εικόνα Im(ϕ) της ϕ και όλες τις δυνατότητες για τον

πυρήνα Ker(ϕ) της ϕ.

΄Ασκηση 16. (1) Βρείτε έναν αυτοµορφισµό της κυκλικής οµάδας Zn ο οποιός να µην είναι εσωτερικός

αυτοµορφισµός.

(2) Περιγράψτε όλους τους εσωτερικούς αυτοµορφισµούς της συµµετρικής οµάδας S3.

΄Ασκηση 17. ΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα, και

H = {x2 ∈ G | x ∈ G} & K = {x ∈ G | x2 = e}
(1) ∆είξτε ότι η απεικόνιση f : G −→ H , f(x) = x2 είναι ένας επιµορφισµός οµάδων.

(2) Να ϐρεθεί ο πυρήνας του f .

(3) ∆είξτε ότι οι οµάδες G/K και H είναι ισόµορφες.

4
ο αυτοµορφισµός ιg καλείται ο εσωτερικός αυτοµορφισµός ο οποίος επάγεται από το στοιχείο g ∈ G.
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΄Ασκηση 18. Σηµειώστε αν είναι σωστό (Σ) ή λάθος (Λ), δικαιολογώντας πλήρως την απάντησή σας :

(1) Για οποιεσδήποτε δυο οµάδες G και G′
, υπάρχει ένας οµοµορφισµός από την G στην G′

.

(2) Κάθε οµοµορφισµός είναι απεικόνιση «1-1».

(3) Ενας οµοµορφισµός είναι «1-1» αν και µόνο αν ο πυρήνας του είναι η οµάδα η οποία αποτελείται

µόνο από το ταυτοτικό στοιχείο.

(4) Η εικόνα µιας οµάδας 6 στοιχείων µέσω ενός οµοµορφισµού µπορεί να έχει 4 στοιχεία.

(5) Η εικόνα µιας οµάδας 6 στοιχείων µέσω ενός οµοµορφισµού µπορεί να έχει 12 στοιχεία.

(6) Υπάρχει ένας οµοµορφισµός από µια οµάδα 6 στοιχείων σε µια οµάδα 12 στοιχείων.

(7) Υπάρχει ένας οµοµορφισµός από µια οµάδα 6 στοιχείων σε µια οµάδα 10 στοιχείων.

(8) ΄Ενας οµοµορφισµός µπορεί να έχει κενό πυρήνα.

(9) ∆εν είναι δυνατόν να έχουµε έναν οµοµορφισµό από µια άπειρη οµάδα σε µια πεπερασµένη οµάδα.

(10) Οποιεσδήποτε δύο οµάδες τάξης 3 είναι ισόµορφες.

(11) Υπάρχει, µε ακρίβεια ισοµορφισµού, µόνο µια κυκλική οµάδα δεδοµένης πεπερασµένης τάξης.

(12) Οποιεσδήποτε δύο πεπερασµένες οµάδες που έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων είναι ισόµορφες.

(13) Κάθε ισοµορφισµός είναι απεικόνιση «1-1».

(14) Κάθε απεικόνιση «1-1» ανάµεσα σε οµάδες είναι ισοµορφισµός.

(15) Η ιδιότητα να είναι µια οµάδα κυκλική (ή να µην είναι κυκλική, ανάλογα µε την περίπτωση) είναι

µια δοµική ιδιότητα
5
.

(16) Κάθε δοµική ιδιότητα µιας οµάδας πρέπει να ισχύει και για κάθε ισόµορφη οµάδα.

(17) Μια αβελιανή οµάδα δεν µπορεί να είναι ισόµορφη µε µια µη αβελιανή οµάδα.

(18) Μια προσθετική οµάδα δεν µπορεί να είναι ισόµορφη µε µια πολλαπλασιαστική οµάδα.

(19) Η προσθετική οµάδα R των πραγµατικών αριθµών είναι ισόµορφη µε µια πολλαπλασιαστική οµάδα

R∗
των µη-µηδενικών πραγµατικών αριθµών.

5
Μια ιδιότητα (Π) η οποία αφορά οµάδες καλείται δοµική ιδιότητα αν είναι συνέπεια των αξιωµάτων τα οποία ορίζουν την

δοµή της οµάδας. Ακριβέστερα η ιδιότητα (Π) είναι δοµική ιδιότητα αν και µόνον αν µια οµάδα G ικανοποιεί την ιδιότητα (Π) αν

και µόνον αν κάθε οµάδα η οποία είναι ισόµορφη µε την G ικανοποιεί την ιδιότητα (Π).


