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΄Ασκηση 1. ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα περιττής τάξης. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : G −→ G, f(x) = x2

είναι ένας αυτοµορφισµός της G.

΄Ασκηση 2. Να εξεταστεί αν υπάρχει επιµορφισµός οµάδων

Z24 −→ Z6 × Z2

Γενικότερα να εξεταστεί αν υπάρχει επιµορφισµός οµάδων

Zn −→ Zk × Zl

΄Ασκηση 3. Να ϐρεθούν όλα τα στοιχεία τάξης 6 στην οµάδα ευθύ γινόµενο Z6 × Z6.

΄Ασκηση 4. Να ϐρεθούν όλοι οι επιµορφισµοί οµάδων

Z24 −→ Z8 και Z28 −→ Z6 και Z20 −→ Z8

και ακολούθως να προσδιορισθεί ο πυρήνας για κάθε έναν από αυτούς.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω H1 και H2 υποοµάδες των οµάδων G1 και G2 αντίστοιχα.

(1) Να δειχθεί ότι η οµάδα H1 ×H2 είναι υποοµάδα της οµάδας ευθύ γινόµενο G1 ×G2.
(2) Αν οι υποοµάδες H1 και H2 είναι κανονικές υποοµάδες των οµάδων G1 και G2 αντίστοιχα, να δειχθεί

ότι η υποοµάδα H1×H2 είναι κανονική υποοµάδα της οµάδας ευθύ γινόµενο G1×G2 και ακολούθως
να περιγραφεί η οµάδα πηλίκο (G1 ×G2)

/
(H1 ×H2).

΄Ασκηση 6. (1) Βρείτε την τάξη της οµάδας πηλίκο (Z11 × Z15)/⟨([1]11, [1]15)⟩.
(2) Βρείτε την τάξη του στοιχείου ([2]6, [0]8) + ⟨([4]6, [4]8)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z6 × Z8)/⟨([4]6, [4]8)⟩.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω G µια οµάδα. Μια υποοµάδα H της G καλείται συζυγής προς µια υποοµάδα K της G
αν υπάρχει ένας εσωτερικός αυτοµορφισµός ig της G, τέτοιος ώστε ig(H) = K.

(1) ∆είξτε ότι η συζυγία είναι µια σχέση ισοδυναµίας στη συλλογή των υποοµάδων της G.
(2) Βρείτε όλες τις υποοµάδες της S3 που είναι συζυγείς προς την υποοµάδα ⟨(13)⟩.
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΄Ασκηση 8. ∆είξτε ότι µια τοµή κανονικών υποοµάδων µιας οµάδας G είναι πάλι κανονική υποοµάδα της G.
Στη συνέχεια δείξτε ότι αν H είναι µια υποοµάδα µια οµάδας G, τότε το σύνολο

N(H) =
⋂{

N ⊴ G | H ≤ N
}

είναι η µικρότερη κανονική υποοµάδα της G η οποία περιέχει την H.

΄Ασκηση 9. Βρείτε µε ποιες γνωστές σας οµάδες είναι ισόµορφες οι παρακάτω οµάδες πηλίκα.

(1) (Z4 × Z8)/⟨([1]4, [2]8)⟩
(2) (Z× Z)/⟨(0, 1)⟩
(3) (Z× Z)/⟨(1, 2)⟩
(4) (Z× Z× Z)/⟨(1, 1, 1)⟩
(5) (Z× Z× Z4)/⟨(3, 0, [0]4)⟩
(6) (Z× Z× Z)/⟨(3, 3, 3)⟩

΄Ασκηση 10. Περιγράψτε όλες τις υποοµάδες H τάξης ≤ 4 της Z4×Z4, και σε κάθε περίπτωση ταξινοµήστε
την οµάδα-πηλίκο (Z4 × Z4)/H (δηλαδή προσδιορίστε µε ποιά γνωστή σας οµάδα είναι ισόµορφη).

΄Ασκηση 11. (1) Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες της οµάδας Z2 × Z2 × Z2.
(2) Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες της οµάδας Z2 × Z2 × Z4.
(3) Να ϐρεθούν όλες οι υποοµάδες της οµάδας Z2 × Z2 × Z4 οι οποίες είναι ισόµορφες µε την οµάδα του

Klein.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω F η προσθετική οµάδα όλων των συναρτήσεων µέσω των οποίων απεικονίζεται το R στο
R:

F =
{
f : R −→ R

}
, όπου (f + g)(x) = f(x) + g(x)

και έστω F∗ η πολλαπλασιαστική οµάδα όλων των στοιχείων του F που δεν παίρνουν την τιµή 0 σε κανένα
σηµείο του R:

F∗ =
{
f : R −→ R | f(x) ̸= 0, ∀x ∈ R

}
, όπου (f · g)(x) = f(x) · g(x)

(1) ΄Εστω C η υποοµάδα της F που αποτελείται από τις σταθερές συναρτήσεις. Βρείτε µια υποοµάδα της F
µε την οποία η F/C να είναι ισόµορφη.

(2) ΄Εστω C∗ η υποοµάδα της F∗ που αποτελείται από τις µη µηδενικές σταθερές συναρτήσεις. Βρείτε µια
υποοµάδα της F∗ µε την οποία η F∗/C∗ να είναι ισόµορφη.

(3) ΄Εστω C η υποοµάδα των συνεχών συναρτήσεων στην F. Μπορείτε να ϐρείτε ένα στοιχείο της F/C που
να έχει τάξη 2; Γιατί ;

(4) ΄Εστω C∗ η υποοµάδα των συνεχών συναρτήσεων στην F∗. Μπορείτε να ϐρείτε ένα στοιχείο της F∗/C∗

που να έχει τάξη 2; Γιατί ;
(5) Θεωρούµε την C∗ όπως στο προηγούµενο ερώτηµα. Περιγράψτε όλα τα n ∈ Z+ για τα οποία η F∗/C∗

έχει ένα στοιχείο τάξης n.

΄Ασκηση 13. Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G η οποία περιέχει κανονικές υποοµάδες H και K, έτσι ώστε :

H ∼= K και G/H ≇ G/K

΄Ασκηση 14. (Γενική Μορφή 4ου Θεωρήµατος Ισοµορφισµών Οµάδων ) ΄Εστω f : G −→ G′ ένας οµοµορφισµός
οµάδων. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

Φ :
{

Υποοµάδες H της G έτσι ώστε : Ker(f) ≤ H
}

−→
{

Υποοµάδες K της G′ έτσι ώστε : K ≤ Im(f)
}

όπου : Φ(H) = f(H) είναι «1-1» και «επί».
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Να περιγραφεί η παραπάνω «1-1» και «επί» αντιστοιχία, στην περίπτωση G = S3, G′ = Z2, και f : S3 −→ Z2

είναι ο οµοµορφισµός ο οποίος στέλνει κάθε µετάθεση στο πρόσηµό της.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω H µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G, και υποθέτουµε ότι [G : H] = m. ∆είξτε ότι
am ∈ H για κάθε a ∈ G.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω n,m ≥ 1. Αφού δείξετε ότι

nZ+mZ = (n,m)Z και nZ ∩mZ = [n,m]Z
να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό

(n,m)Z
/
mZ ∼= nZ

/
[n,m]Z

΄Ασκηση 17. ΄Εστω G µια οµάδα. Θέτουµε [a, b] = aba−1b−1, ∀a, b ∈ G, και έστω

[G,G] =
〈
{[x, y] ∈ G | x, y ∈ G}

〉
η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το σύνολο όλων των στοιχείων της µορφής [x, y], x, y ∈ G.

(1) Να δείξετε ότι η [G,G] είναι κανονική υποοµάδα της G και η οµάδα πηλίκο G/[G,G] είναι αβελιανή.
(2) Αν H είναι µια κανονική υποοµάδα της G, τότε η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή αν και µόνον αν

[G,G] ⊆ H.
(3) Κάθε οµοµορφισµός οµάδων f : G −→ G′, όπου η G′ είναι αβελιανή, ορίζει έναν µοναδικό οµοµορφι-

σµό οµάδων f̃ : G/[G,G] −→ G′ έτσι ώστε : f̃(x[G,G]) = f(x).

΄Ασκηση 18. ΄Εστω H ≤ G µια, όχι απαραίτητα κανονική, υποοµάδα της οµάδας G και έστω G/H το σύνολο
των αριστερών συµπλόκων της H στην G:

G/H =
{
xH ⊆ G | x ∈ G

}
(το σύνολο G/H δεν είναι οµάδα αν η υποοµάδα H δεν είναι κανονική).

(1) Να δείξετε ότι υπάρχει ένας οµοµορφισµός οµάδων

L̃ : G −→ S(G/H), L̃(g) = l̃g
όπου :

l̃g : G/H −→ G/H, l̃g(xH) = gxH

του οποίου ο πυρήνας είναι η µεγαλύτερη κανονική υποοµάδα της G η οποία περιέχεται στην H.
(2) Αν [G : H] = n, να συµπεράνετε ότι η οµάδα πηλίκο G/Ker(f) είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα της

συµµετρικής οµάδας Sn.
(3) Αν η οµάδαG είναι πεπερασµένη και o(G) ∤ [G : H]!, τότε να δείξετε ότι ηH περιέχει µια µη-τετριµµένη

κανονική υποοµάδα της G.
(4) Αν o(G) = 36, να δείξετε ότι κάθε υποοµάδα H της G µε τάξη 9 περιέχει µια µη-τετριµµένη κανονική

υποοµάδα της G.
(5) Αν o(G) = 99, να δείξετε ότι κάθε υποοµάδα H της G µε τάξη 11 περιέχει µια µη-τετριµµένη κανονική

υποοµάδα της G.

΄Ασκηση 19. ∆είξτε ότι κάθε πεπερασµένη οµάδα G είναι ισόµορφη µε µια υποοµάδα µιας κατάλληλης
εναλλάσσουσας οµάδας An.

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθεί η δεξιά κανονική αναπαράσταση της κυκλικής οµάδας τάξης 3.

΄Ασκηση 21. Να ϐρεθεί η δεξιά κανονική αναπαράσταση της οµάδας του Klein.


