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΄Ασκηση 1. Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών R ορίζουµε µια σχέση R ⊆ R× R ως εξής :

x ∼R y ⇐⇒ x− y ∈ Q

Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο R, και να περιγράψετε το σύνολο πηλίκο R/R.

Λύση. Χάριν απλότητας γράφουµε: «∼» αντί «∼R», [x] αντί [x]R, κτλ.

Για κάθε x, y, z ∈ R έχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ x :
Επειδή x− x = 0 ∈ Q έπεται ότι x ∼ x.

• Συµµετρική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ y =⇒ y ∼ x :

Αν x ∼ y τότε
x− y ∈ Q =⇒ y − x ∈ Q =⇒ y ∼ x

• Μεταβατική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ y και y ∼ z =⇒ x ∼ z :

Επειδή x ∼ y και y ∼ z, έχουµε x− y ∈ Q

y − z ∈ Q
=⇒ x− z ∈ Q =⇒ x ∼ z

΄Αρα η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο R. ΄Εστω x ∈ R. Τότε η κλάση ισοδυναµίας [x] του x ως προς
τη σχέση R είναι το ακόλουθο σύνολο:

[x] =
{
y ∈ R | x ∼ y

}
=

{
y ∈ R | x− y ∈ Q

}
=

{
y ∈ R | x− y = r ∈ Q

}
=

{
x− r ∈ R | r ∈ Q

}
=

{
x+ r ∈ R | r ∈ Q

}
:= x+Q

και άρα το σύνολο πηλίκο του R ως προς την R είναι

R/R =
{
[x]R | x ∈ R

}
=

{
x+Q | x ∈ R

}
■
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΄Ασκηση 2. Στο σύνολο των ϱητών αριθµών Q ορίζουµε µια σχέση R ⊆ Q×Q ως εξής :

x ∼R y ⇐⇒ x− y ∈ Z

Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο Q, και υπάρχει µια «1-1» και «επί» επεικόνιση

f : Q/R −→ Q ∩ [0, 1)

Λύση. Χάριν απλότητας γράφουµε: «∼» αντί «∼R», [x] αντί [x]R, κτλ.

Για κάθε x, y, z ∈ Q έχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ x :
Επειδή x− x = 0 ∈ Z έπεται ότι x ∼ x.

• Συµµετρική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ y =⇒ y ∼ x :
Αν x ∼ y τότε

x− y ∈ Z =⇒ y − x ∈ Z =⇒ y ∼ x

• Μεταβατική ιδιότητα: δηλαδή x ∼ y και y ∼ z =⇒ x ∼ z :
Επειδή x ∼ y και y ∼ z έχουµε x− y ∈ Z

y − z ∈ Z
=⇒ x− z ∈ Z =⇒ x ∼ z

΄Αρα η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο Q. ΄Εστω x ∈ Q. Τότε η κλάση ισοδυναµίας του x ως προς τη
σχέση R είναι το ακόλουθο σύνολο:

[x]R =
{
y ∈ Q | x ∼ y

}
=

{
y ∈ Q | x− y ∈ Z

}
=

{
y ∈ Q | x− y = m ∈ Z

}
=

{
x−m ∈ Q | m ∈ Z

}
=

{
x+m ∈ Q | m ∈ Z

}
:= x+ Z

και άρα το σύνολο πηλίκο του Q ως προς τη σχέση ισοδυναµίας R είναι

Q/R =
{
[x]R | x ∈ Q

}
=

{
x+ Z | x ∈ Q

}
Για να περιγράψουµε αναλυτικότερα το σύνολο-πηλίκο Q/R, σταθεροποιούµε έναν ϱητό αριθµό x = p

q ,
όπου προφανώς µπορούµε να υποθέσουµε ότι q > 0. Από την Ευκλείδια διαίρεση έπεται ότι :

υπάρχουν α, β ∈ Z έτσι ώστε : p = α · q + β, όπου 0 ≤ β < q

Εποµένως ϑα έχουµε 0 ≤ β
q < 1, και τότε

x =
p

q
=

a · q + β

q
= a+

β

q
=⇒ x− β

q
= a ∈ Z =⇒ x ∼R

β

q

Εποµένως

[x] = [
β

q
], όπου

β

q
∈ Q ∩ [0, 1)

Η παραπάνω ανάλυση µας επιτρέπει να ορίσουµε µια αντιστοιχία

f : Q/R −→ Q ∩ [0, 1), [
p

q
] 7−→ f([

p

q
]) =

β

q

όπου p = α · q + β και 0 ≤ β
q < 1. Θα δείξουµε ότι η f είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση:
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• Η f είναι καλά ορισµένη : ΄Εστω [x], [y] ∈ Q/R, όπου x = p
q και y = p′

q′ , και έστω ότι [x] = [y], δηλαδή

[pq ] = [p
′

q′ ]. Επειδή όπως παραπάνω µπορούµε να γράψουµε

[
p

q
] = [

β

q
] και [

p′

q′
] = [

β′

q′
]

όπου p = α · q + β, 0 ≤ β < q και p′ = α′ · q′ + β′, 0 ≤ β′ < q′, έπεται ότι

[
β

q
] = [

β′

q′
] =⇒ β

q
− β′

q′
= k ∈ Z =⇒ β

q
=

β′

q′
+ k =⇒ 0 ≤ β′

q′
+ k < 1

Επειδή k ∈ Z από την τελευταία ανισότητα έπεται προφανώς ότι k = 0 και άρα
β

q
=

β′

q′
=⇒ f([

p

q
]) = f([

p′

q′
]) =⇒ f([x]) = f([y])

Εποµένως η f είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση. Θα δείξουµε ότι η f είναι 1-1 και επί.

• Η f είναι 1-1 : ΄Εστω f([pq ]) = f([p
′

q′ ]) όπου όπως παραπάνω p
q = α+ β

q και p′

q′ = α′ + β′

q′ . Τότε β
q = β′

q′

και άρα έχουµε:
p

q
− p′

q′
= α− α′ ∈ Z =⇒ [

p

q
] = [

p′

q′
]

Συνεπώς η f είναι ένα προς ένα.

• Η f είναι επί : Για κάθε ϱητό αριθµό p
q ∈ Q ∩ [0, 1), επειδή 0 ≤ p

q < 1, ϑα έχουµε προφανώς ότι
p
q = 0 + p

q = p
q . ΄Αρα f([pq ]) =

p
q , δηλαδή η f είναι επί.

΄Αρα δείξαµε ότι υπάρχει µια καλά ορισµένη 1-1 και επί απεικόνιση f : Q/R −→ Q ∩ [0, 1). Εποµένως
µέσω της f τα στοιχεία των συνόλων Q/R και Q ∩ [0, 1) είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία. ■

Στην επόµενη ΄Ασκηση ϑα χρειαστούµε τις ακόλουθες έννοιες. ΄Εστω R ⊆ X×X µια σχέση ισοδυναµίας
επί ενός συνόλου X, και υποθέτουµε ότι το σύνολο X είναι εφοδιασµένο µε µια (διµελή) πράξη

⋆ : X ×X −→ X

(1) Η σχέση ισοδυναµίας R καλείται συµβιβαστή µε την πράξη ⋆ επί του X, αν ισχύει ότι :

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R y & z ∼R w =⇒ x ⋆ z ∼R y ⋆ w

(2) ΄Ενα στοιχείο e ∈ X καλείται ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X, αν :

∀a ∈ X : e ⋆ a = a = a ⋆ e

Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X, τότε αυτό
είναι µοναδικό.

(3) Αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e για την πράξη «⋆» επί του X, και αν a ∈ X, τότε ένα στοιχείο
a′ ∈ X καλείται αντίστροφο του στοιχείου a, αν :

a ⋆ a′ = e = a′ ⋆ a

Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν υπάρχει αντίστροφο στοιχείο του a ως προς την πράξη «⋆», τότε αυτό
είναι µοναδικό.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι ⋆ : X × X −→ X µια πράξη επί του συνόλου X, και έστω R ⊆ X × X µια σχέση
ισοδυναµίας επί του συνόλου X η οποία είναι συµβιβαστή µε την πράξη «⋆».

1. Ορίζοντας

⋆̃ : X/R×X/R −→ X/R, ⋆̃([x]R, [y]R) := [x]R ⋆̃ [y]R = [x ⋆ y]R

αποκτούµε µια πράξη «⋆̃» επί του συνόλου-πηλίκο X/R.
2. Αν η πράξη «⋆» επί του X είναι προσεταιριστική ή µεταθετική, τότε η πράξη «⋆̃» επί του X/R είναι

προσεταιριστική ή µεταθετική αντίστοιχα.
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3. ΄Εστω e ∈ X ένα ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του X. Τότε το στοιχείο [e]R ∈ X/R είναι
ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆̃» επί του X/R.

4. Υποθέτουµε ότι η πράξη «⋆» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X, και έστω x ένα στοιχείο του X για το
οποίο υπάρχει ένα αντίστροφο στοιχείο x′ ∈ X ως προς την πράξη «⋆». Τότε το στοιχείο [x′]R είναι
ένα αντίστροφο στοιχείο του [x]R για την πράξη «⋆̃» επί του X/R.

Λύση. 1. Αρκεί το αποτέλεσµα της πράξης [x]R ⋆̃ [y]R = [x ⋆ y]R, ∀x, y ∈ X, να είναι ανεξάρτητο της
επιλογής αντιπροσώπων των κλάσεων ισοδυναµίας. ∆ηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι :

∀x, y, z, w ∈ X : [x]R = [z]R και [y]R = [w]R =⇒ [x ⋆ y]R = [z ⋆ w]R

Τότε προφανώς αρκεί να δείξουµε ισοδύναµα ότι

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R z και y ∼R w =⇒ x ⋆ y ∼R z ⋆ w

Η τελευταία συνεπαγωγή όµως ισχύει ακριβώς διότι από την υπόθεση η σχέση R είναι συµβιβαστή
µε την πράξη «⋆».

2. Υποθέτουµε ότι η πράξη «⋆» επί του X είναι µεταθετική. Τότε η πράξη «⋆̃» επί του X/R είναι
µεταθετική διότι, ∀ [x]R, [y]R ∈ X/R:

[x]R ⋆̃ [y]R = [x ⋆ y]R = [y ⋆ x]R = [y]R ⋆̃ [x]R

Παρόµοια αν η πράξη «⋆» επί του X είναι προσεταιριστική, τότε η πράξη «⋆̃» επί του X/R είναι
προσεταιριστική διότι, ∀ [x]R, [y]R, [z]R ∈ X/R:

[x]R ⋆̃
(
[y]R ⋆̃ [z]R

)
= [x] ⋆̃ [y ⋆ z]R = [x ⋆ (y ⋆ z)]R = [(x ⋆ y) ⋆ z]R = [x ⋆ y]R ⋆̃ [z]R =

(
[x]R ⋆̃ [y]R

)
⋆̃ [z]R

3. Αν e ∈ X είναι ουδέτερο στοιχείο της πράξης «⋆», τότε το στοιχείο [e]R είναι ουδέτερο στοιχείο για
την πράξη «⋆̃» επί του X/R διότι, ∀ [x]R ∈ X/R:

[x]R ⋆̃ [e]R = [x ⋆ e]R = [x]R = [e ⋆ x]R = [e]R ⋆̃ [x]R

4. Υποθέτουµε ότι η πράξη «⋆» έχει ένα ουδέτερο στοιχείο e ∈ X, και έστω x ένα στοιχείο του X µε
αντίστροφο στοιχείο x′ ∈ X ως προς την πράξη «⋆». Τότε ϑα έχουµε:

[x]R ⋆̃ [x′]R = [x ⋆ x′]R = [e]R = [x′ ⋆ x]R = [x′]R ⋆̃ [x]R

και εποµένως το στοιχείο [x′]R είναι ένα αντίστροφο στοιχείο του [x]R για την πράξη «⋆̃» επί του
X/R. ■

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε το υποσύνολο S =
{
z ∈ C | |z| = 1

}
του συνόλου C∗ των µη-µηδενικών µιγαδικών

αριθµών. Στο C∗ ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

z ∼R w ⇐⇒ zw−1 ∈ S

1. Να δείξετε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του C∗, και ακολούθως να περιγραφεί το σύνολο-
πηλίκο C∗/R.

2. Είναι το υποσύνολο S κλειστό ως προς την πράξη πολλαπλασιασµού «·» στο σύνολο C∗;
3. Είναι η πράξη πολλαπλασιασµού «·» στο σύνολο C∗ συµβιβαστή1 µε την σχέση ισοδυναµίας R;

Λύση. Παρατηρούµε ότι : z ∼R w ⇐⇒ zw−1 ∈ S ⇐⇒ |zw−1| = 1 ⇐⇒ |z||w−1| = 1 ⇐⇒ |z||w|−1 = 1
⇐⇒ |z| = |w|.

1. ΄Εστω y, z, w ∈ C∗. ΄Εχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα : y ∼R y, αφού |y| = |y|.

• Συµµετρική ιδιότητα : Αν y ∼R z, δηλαδή |y| = |z|, τότε και |z| = |y|. Εποµένως, z ∼R y.

1Μια σχέση ισοδυναµίας R ⊆ X×X επί ενός συνόλου X το οποίο είναι εφοδιασµένο µε µια πράξη ⋆ : X×X −→ X καλείται
συµβιβαστή µε την πράξη «⋆» επί του X, αν ισχύει ότι :

∀x, y, z, w ∈ X : x ∼R y & z ∼R w =⇒ x ⋆ z ∼R y ⋆ w
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• Μεταβατική ιδιότητα : ΄Εστω y ∼R z και z ∼R w, δηλαδή |y| = |z| και |z| = |w|. Τότε |y| = |w|.
Εποµένως, y ∼R w.

΄Αρα η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο C∗.
Το σύνολο πηλίκο του C∗ ως προς την R είναι

C∗/R =
{
[z]R | z ∈ C∗}

όπου η κλάση ισοδυναµίας του z ∈ C⋆ ως προς τη σχέση R είναι το σύνολο:

[z]R =
{
w ∈ C∗ | z ∼R w

}
=

{
w ∈ C∗ | |z| = |w|

}
Γεωµετρικά: η κλάση τού z ∈ C⋆ είναι η περιφέρεια µε κέντρο την αρχή των συντεταγµένων τού

µιγαδικού επιπέδου και ακτίνα το µέτρο του z. Το σύνολο-πηλίκο (πηλικοσύνολο) C∗/R είναι το
σύνολο όλων αυτών των οµόκεντρων περιφερειών.

R

Ri

z1

z2

z3

z4

z5

z6

Στο παραπάνω σχήµα παρουσιάζεται το µιγαδικό επίπεδο ή επίπεδο Γαυσς και το πηλικοσύνολο
C∗/R. Μιγαδικοί αριθµοί z, z′ µε [z]R = [z′]R, δηλαδή µε το ίδιο µέτρο |z| = |z′|, κείνται πάνω
στην ίδια περιφέρεια τού επιπέδου Γαυσς, η οποία έχει ως κέντρο την αρχή των συντεταγµένων και
ακτίνα |z|. Για παράδειγµα, στο σχήµα είναι |z1| = |z2|, |z3| = |z4| και |z5| = |z6|.

΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι γεωµετρικά το σύνολο πηλίκο C∗/R «ταυτίζεται» µε το
σύνολο των περιφερειών που περιγράψαµε προηγούµενα στο επίπεδο τού Gauss.

Αλγεβρικά: Θεωρούµε το σύνολο R+ των ϑετικών πραγµατικών αριθµών και την «αντιστοιχία»

f : C∗/R −→ R+, [z]R 7→ f([z]R) := |z|.

• Η f είναι µια απεικόνιση, αφού είναι ανεξάρτητη από τον αντιπρόσωπο τής κλάσης [z]R, µολονότι
ορίστηκε µέσω ενός συγκεκριµένου αντιπροσώπου!. Πράγµατι αν, z′ ∈ [z]R, δηλαδή [z′]R =
[z]R, τότε |z′| = |z| και γι΄ αυτό f([z′]R) = f([z]R).
• Η f είναι µια «επί» απεικόνιση, αφού αν r ∈ R+, τότε υπάρχει κλάση [z]R ∈ C∗/R µε f([z]R) :=
|z| = r. Πράγµατι, αρκεί να ϑυµηθούµε ότι R+ ⊂ C⋆, αφού r = r + 0i, και να ϑεωρήσουµε την
κλάση [r]R, η εικόνα τής οποίας είναι προφανώς η f(r) = |r| = r.
• Η f είναι µια «1-1» απεικόνιση, αφού αν f([z]R) = f([z′]R), όπου [z]R, [z

′]R ∈ C∗/R, τότε επειδή
f([z]R) = |z| και f([z′]R) = |z′|, έπεται |z| = |z′| και γι΄ αυτό z ∼R z′. Συνεπώς [z]R = [z′]R και η
f είναι µια «1-1» απεικόνιση.

΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι αλγεβρικά το σύνολο πηλίκο C∗/R «ταυτίζεται» µε το σύνο-
λο R+.
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2. Το υποσύνολο S είναι κλειστό ως προς την πράξη πολλαπλασιασµού «·» στο σύνολο C∗ αφού αν
z, w ∈ S τότε |zw| = |z| · |w| = 1, δηλαδή zw ∈ S.

3. Για να είναι η σχέση ισοδυναµίας R ⊆ C∗ × C∗ συµβιβαστή µε την πράξη πολλαπλασιασµού
· : C∗ × C∗ → C∗, ϑα πρέπει ∀x, y, z, w ∈ C∗ µε x ∼R z και y ∼R w, δηλαδή µε |x| = |z| και
|y| = |w|, να ισχύει x · y ∼R z · w.

Προφανώς αν, |x| = |z| και |y| = |w|, τότε |x · y| = |z · w| και εποµένως x · y ∼R z · w και
γι΄ αυτό η συγκεκριµένη σχέση ισοδυναµίας R στο σύνολο C∗ είναι συµβιβαστή µε την πράξη
πολλαπλασιασµού «·». ■

΄Ασκηση 5. Να εξεταστεί, ποια από τα ακόλουθα υποσύνολα τού καρτεσιανού γινοµένου Z × Z ορίζουν
µια σχέση ισοδυναµίας R επί του συνόλου των ακεραίων αριθµών Z και για κάθε σχέση ισοδυναµίας φ να
προσδιοριστούν οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας καθώς και η προκύπτουσα διαµέριση του συνόλου Z:

(1) g1 = {(z, z) | z ∈ Z},
(2) g2 = {(z, z + 1) | z ∈ Z},
(3) g3 = {(z + 1, z) | z ∈ Z},
(4) g4 = g1 ∪ g2,
(5) g5 = g1 ∪ g2 ∪ g3
(6) g6 = {(1, 2), (2, 3), (1, 3)},
(7) g7 = {(1, 2), (2, 3), (1, 3), (2, 1), (3, 2), (3, 1)},
(8) g8 = g1 ∪ g7,
(9) g9 = g1 ∪ g7 ∪ {(7, 8), (8, 7)},

(10) g10 = g1 ∪ g7 ∪ {(3, 4), (4, 3)}.

Λύση. (1) Το σύνολο g1 = {(z, z) | z ∈ Z} είναι σχέση ισοδυναµίας. Για κάθε z ∈ Z οι κλάσεις
ισοδυναµίας είναι [z] = {z} και άρα Z = ∪z∈Z[z].

(2) Το σύνολο g2 = {(z, z + 1) | z ∈ Z} δεν είναι σχέση ισοδυναµίας αφού για κάθε z ∈ Z το
(z, z) /∈ g2.

(3) ΄Οµοια µε το σύνολο g2 έχουµε ότι το σύνολο g3 = {(z+1, z) | z ∈ Z} δεν είναι σχέση ισοδυναµίας.
(4) Το σύνολο g4 = g1 ∪ g2 δεν είναι σχέση ισοδυναµίας δίοτι για παράδειγµα το στοιχείο (0, 1) ∈ g4

ενώ το (1, 0) /∈ g4 και άρα δεν ισχύει η συµµετρική ιδιότητα.
(5) Το σύνολο g5 = g1 ∪ g2 ∪ g3 δεν είναι σχέση ισοδυναµίας επί του Z, διότι αν και ικανοποιεί

προφανώς την ανακλαστική και συµµετρική ιδιότητα (δηλαδή (z, z) ∈ g5, ∀z ∈ Z και (z, w) ∈
g5 =⇒ (w, z) ∈ g5, ∀z, w ∈ Z), δεν ικανοποιεί την µεταβατική ιδιότητα. Πράγµατι έχουµε
(0, 1) ∈ g5 και (1, 2) ∈ g5 αλλά (0, 2) /∈ g5.

(6) Το στοιχείο (1, 2) ∈ g6 αλλά το (2, 1) /∈ g6 και άρα το σύνολο g6 = {(1, 2), (2, 3), (1, 3)} δεν είναι
σχέση ισοδυναµίας.

(7) Για παράδειγµα τα στοιχεία (1, 2), (2, 1) ∈ g7 αλλά το (1, 1) /∈ g7 και άρα το σύνολο g7 δεν είναι
σχέση ισοδυναµίας.

(8) Το σύνολο g8 = g1∪ g7 είναι σχέση ισοδυναµίας και οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι [1] = [2] = [3] =
{1, 2, 3} και τα µονοσύνολα [z] = {z} για κάθε z ∈ Z\{1, 2, 3}.

(9) Το σύνολο g9 = g1 ∪ g7 ∪ {(7, 8), (8, 7)} είναι σχέση ισοδυναµίας και οι κλάσεις ισοδυναµίας
είναι [1] = [2] = [3] = {1, 2, 3}, [7] = [8] = {7, 8} και τα µονοσύνολα [z] = {z} για κάθε
z ∈ Z\{1, 2, 3, 7, 8}.

(10) Το σύνολο g10 = g1∪g7∪{(3, 4), (4, 3)} δεν είναι σχέση ισοδυναµίας διότι τα στοιχεία (4, 3), (3, 1) ∈
g10 αλλά (4, 1) /∈ g10. ■

΄Ασκηση 6. Να ϐρεθεί το λάθος στο ακόλουθο επιχείρηµα το οποίο «δείχνει» ότι κάθε συµµετρική και
µεταβατική σχέση επί ενός µη-κενού συνόλου είναι σχέση ισοδυναµίας : «΄Εστω ∅ ≠ X ένα σύνολο και R µια

συµµετρική και µεταβατική σχέση επί του X , δηλαδή (1) x ∼R y =⇒ y ∼R x, και (2) x ∼R y και y ∼R z =⇒
x ∼R z. Επειδή η σχέση R είναι συµµετρική και x ∼R y, έπεται ότι y ∼R x. Επειδή η σχέση R είναι µεταβατική,

έπεται ότι x ∼R x. ΄Αρα η σχέση R είναι ανακλαστική και άρα είναι σχέση ισοδυναµίας.»
Μπορείτε να διορθώσετε το λάθος ;
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Λύση. Για να είναι η συµµετρική και µεταβατική σχέση R σχέση ισοδυναµίας, ϑα πρέπει να ισχύει η
ανακλαστική ιδιότητα, δηλαδή ϑα πρέπει για κάθε x ∈ X να ισχύει ότι x ∼R x. Το λάθος στο επιχείρηµα
έγκειται στο ότι από τη διατύπωση του ϑέµατος, για ένα τυχόν στοιχείο x ∈ X, δεν εξασφαλίζεται η
ύπαρξη ενός στοιχείο y ∈ X έτσι ώστε x ∼R y (και τότε να εφαρµόσουµε τη συµµετρική και ακολούθως
τη µεταβατική ιδιότητα). ΄Αρα δεν µπορύµε να εφαρµόσουµε τη συµµετρική ιδιότητα και το επιχείρηµα
είναι λανθασµένο. Ιδιαίτερα στην επόµενη ΄Ασκηση 7 υπάρχει συγκεκριµένο παράδειγµα συµµετρικής
και µεταβατικής σχέσης η οποία δεν είναι σχέση ισοδυναµίας.

Το λάθος µπορεί να διορθωθεί προσθέτοντας στην υπόθεση ότι η σχέση R είναι συµµετρική και µετα-
ϐατική, την ακόλουθη συνθήκη:

• Για κάθε x ∈ X , υπάρχει y ∈ X έτσι ώστε: x ∼R y.

Τότε για κάθε x ∈ X, ϑα έχουµε ότι x ∼R y για κάποιο y ∈ X. Λόγω συµµετρικότητας ϑα έχουµε
y ∼R x και ακολούθως λόγω µεταβατικότητας ϑα έχουµε x ∼R x. ΄Αρα ισχύειο η ανακλαστική ιδιότητα
και εποµένως η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X. ■

΄Ασκηση 7. Στην παρούσα ΄Ασκηση Ϲητείται η εύρεση παραδειγµάτων από τα οποία να προκύπτει ότι κανένα
αξίωµα στον ορισµό µιας σχέσης ισοδυναµίας δεν προκύπτει από τα άλλα δύο αξιώµατα.

(1) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι ανακλαστική και συµµετρική αλλά όχι
µεταβατική.

(2) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι συµµετρική και µεταβατική αλλά όχι
ανακλαστική.

(3) Να ϐρεθεί σχέση επί κατάλληλου συνόλου η οποία είναι ανακλαστική και µεταβατική αλλά όχι
συµµετρική.

Λύση. (1) Θεωρούµε την ακόλουθη σχέση επί του συνόλου Z των ακεραίων :

∀a, b ∈ Z : a ∼R b ⇐⇒ a− b ∈
{
0, 2,−2

}
Επειδή για κάθε ακέραιο a ∈ Z έχουµε a − a = 0 ∈ {0, 2,−2}, έπεται ότι a ∼R a και εποµένως
η σχέση R επί του Z είναι ανακλαστική. ΄Εστω a, b ∈ Z και υποθέτουµε ότι a ∼R b, δηλαδή
a − b ∈ {0, 2,−2}. Τότε προφανώς b − a ∈ {0, 2,−2}, δηλαδή b ∼R a και εποµένως η σχέση R

είναι συµµετρική. Η σχέση R δεν είναι µεταβατική διότι για παράδειγµα 5 ∼R 3 διότι 5− 3 = 2 ∈
{0, 2,−2} και 3 ∼R 1 διότι 3− 1 = 2 ∈ {0, 2,−2}, αλλά 5 ≁R 1 διότι 5− 1 = 4 /∈ {0, 2,−2}.

Εποµένως η σχέση R επί του Z είναι ανακλαστική και συµµετρική αλλά όχι µεταβατική.

΄Ενα άλλο παράδειγµα σχέσης επί κατάλληλου συνόλου η οποπία είναι ανακλαστική και συµ-
µετρική αλλά όχι µεταβατική είναι η σχέση g5 της ΄Ασκησης 5.

(2) Θεωρούµε την ακόλουθη σχέση επί του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών:

∀a, b ∈ R : a ∼R b ⇐⇒ a · b > 0

΄Εστω a, b ∈ R και υποθέτουµε ότι a ∼R b, δηλαδή a · b > 0. Τότε προφανώς ϑα έχουµε b · a > 0,
δηλαδή b ∼R a, και εποµένως η σχέση R είναι συµµετρική. ΄Εστω a, b, c ∈ R και υποθέτουµε ότι
a ∼R b και b ∼R c, δηλαδή ϑα έχουµε a · b > 0 και b · c > 0. Προφανώς τότε a · c > 0, δηλαδή
a ∼R c, και εποµένως η σχέση R είναι µεταβατική. Η σχέση R δεν είναι ανακλαστική διότι 0 ≁R 0.

Εποµένως η σχέση R επί του R είναι συµµετρική και µεταβατική αλλά όχι ανακλαστική.
(3) Στο σύνολο Z∗ των µη-µηδενικών ακεραίων, ϑεωρούµε τη σχέση διαιρετότητας :

∀a, b ∈ Z∗ : a ∼R b ⇐⇒ a | b, δηλαδή ∃ c ∈ Z : b = a · c
Επειδή για κάθε ακέραιο a ισχύει ότι a | a, ϑα έχουµε a ∼R a και εποµένως η σχέση R επί του
συνόλου Z∗ είναι ανακλαστική. ΄Εστω a, b, c ∈ Z, και υποθέτουµε ότι a ∼R b και b ∼R c. Τότε
ϑα έχουµε a | b και b | c, δηλαδή υπάρχουν ακέραιοι k, l έτσι ώστε b = a · k και c = b · l. Τότε
c = a · k · l, δηλαδή a | c και εποµένως a ∼R c. ΄Ετσι η σχέση R είναι µεταβατική. ΄Οµως η σχέση
R δεν είναι συµµετρική διότι για παράδειγµα αν και 2 | 4, έχουµε 4 ∤ 2.

Εποµένως η σχέση R επί του Z∗ είναι ανακλαστική και µεταβατική αλλά όχι συµµετρική. ■
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΄Ασκηση 8. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και {Ri}i∈I µια συλλογή σχέσεων ισοδυναµίας επί του X.

1. Να δείξετε ότι η τοµή R =
⋂

i∈I Ri είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X.

2. Να εξετάσετε αν η ένωση R
′
=

⋃
i∈I Ri είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X.

Λύση. 1. ΄Εστω x ∈ X. Τότε το (x, x) ∈ Ri, ∀i ∈ I, και άρα (x, x) ∈
⋂

i∈I Ri. Συνεπώς η σχέση R

είναι ανακλαστική. ΄Εστω (x, y) ∈
⋂

i∈I Ri. Τότε έχουµε

(x, y) ∈ Ri, ∀i ∈ I =⇒ (y, x) ∈ Ri, ∀i ∈ I =⇒ (y, x) ∈
⋂
i∈I

Ri

και άρα η R είναι συµµετρική. ΄Εστω (x, y) ∈
⋂

i∈I Ri και (y, z) ∈
⋂

i∈I Ri. Τότε για κάθε i ∈ I
έχουµε  (x, y) ∈ Ri

(y, z) ∈ Ri

=⇒ (x, z) ∈ Ri,∀i ∈ I =⇒ (x, z) ∈
⋂
i∈I

Ri

δηλαδή η R είναι µεταβατική. Εποµένως η τοµή R =
⋂

i∈I Ri είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί
του X.

2. Θα δείξουµε µε ένα (αντι)παράδειγµα ότι γενικά η ένωση R
′
=

⋃
i∈I Ri δεν είναι σχέση ισοδυναµίας

επί του συνόλου X.
Αντιπαράδειγµα : ΄Εστω X = {1, 2, 3} και ϑεωρούµε τα παρακάτω υποσύνολα του καρτεσιανού

γινοµένου X ×X :

R1 =
{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)

}
και R2 =

{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2)

}
Τότε

R′ = R1

⋃
R2 =

{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)

}
Παρατηρούµε ότι τα (1, 2), (2, 3) ∈ R′ αλλά το (1, 3) /∈ R′ και άρα η R′ δεν είναι σχέση ισοδυναµίας
αφού δεν ισχύει η µεταβατική ιδιότητα.

Παρατήρηση: ∆ιαπιστώνουµε στο παραπάνω (αντι)παράδειγµα ότι η ένωση σχέσεων ισοδυνα-
µίας R′ είναι ανακλαστική και συµµετρική σχέση. Γενικότερα εύκολα ϐλέπουµε ότι η ένωση
σχέσεων ισοδυναµίας επί ενός µη-κενού συνόλου ικανοποιεί την ανακλαστική και συµµετρική
ιδιότητα, αλλά όπως είδαµε στο παραπάνω αντιπαράδειγµα, δεν ικανοποιεί γενικά την µεταβατική
ιδιότητα, ϐλέπε την ΄Ασκηση 12. ■

΄Ασκηση 9. Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, ϑεωρούµε τη σχέση ισοδυναµίας

∀x, y ∈ Z : x ∼Rn y ⇐⇒ n | x− y

επί του συνόλου Z των ακεραίων. Αν n,m είναι ϑετικοί ακέραιοι, να περιγραφεί η σχέση ισοδυναµίας

Rn ∩ Rm

Λύση. Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 8, η σχέση R := Rn ∩ Rm είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου
Z των ακεραίων.

΄Εστω x, y ∈ Z, δύο ακέραιοι και υποθέτουµε ότι x ∼R y. Τότε (x, y) ∈ R και εποµένως (x, y) ∈ Rn και
(x, y) ∈ Rm. Με άλλα λόγια, έχουµε x ∼Rn y και x ∼Rm y. Ισοδύναµα ϑα έχουµε n | x−y και m | x−y.
Τότε όµως ϑα έχουµε και [n,m] | x− y, δηλαδή x ∼R[n,m]

y. ΄Αρα (x, y) ∈ R[n,m] και εποµένως :

Rn ∩ Rm ⊆ R[n,m] (∗)
Αντίστροφα, έστω (x, y) ∈ R[n,m]. Τότε ϑα έχουµε [n,m] | x − y. Επειδή n | [n,m] και m | [n,m],

έπεται ότι n | x − y και m | x − y. Αυτό σηµαίνει ότι x ∼Rn y και x ∼Rm y, δηλαδή (x, y) ∈ Rn και
(x, y) ∈ Rm. Τότε ϑα έχουµε (x, y) ∈ Rn ∩ Rm και εποµένως

R[n,m] ⊆ Rn ∩ Rm (∗∗)
Από τις σχέσεις (*) και (**) έπεται ότι Rn ∩ Rm = R[n,m]. ■
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΄Ασκηση 10. Θεωρούµε το σύνολο X =
{
1, 2, 3, 4}.

1. ΄Εστω η σχέση

R =
{
(1, 1), (2, 1), (3, 1), (2, 4), (4, 2), (3, 3), (4, 1), (2, 3)

}
⊆ X ×X

Να ϐρεθεί η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.
2. ΄Εστω η σχέση

R =
{
(1, 1), (2, 3), (4, 1)

}
⊆ X ×X

Να ϐρεθεί η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R.

Λύση. 1. Η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R ϑα πρέπει να
περιέχει και τα Ϲεύγη (1, 3), (1, 4), (3, 2), (1, 2). ΄Αρα ϑα πρέπει να περιέχει και τα ακόλουθα: (2, 1) ∈ R ⊆ ⟨R⟩

(1, 2) ∈ R ⊆ ⟨R⟩
=⇒ (2, 2) ∈ ⟨R⟩

 (4, 2) ∈ R ⊆ ⟨R⟩

(2, 4) ∈ R ⊆ ⟨R⟩
=⇒ (4, 4) ∈ ⟨R⟩

 (3, 1) ∈ R ⊆ ⟨R⟩

(1, 4) ∈ R ⊆ ⟨R⟩
=⇒ (3, 4) ∈ ⟨R⟩ =⇒ (4, 3) ∈ ⟨R⟩

Εποµένως η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία περιέχει τη σχέση R ϑα πρέπει
να περιέχει όλα τα διατεταγµένα Ϲεύγη στοιχείων του X. ΄Αρα

⟨R⟩ = X ×X

2. ΄Οµοια όπως παραπάνω ϐρίσκουµε ότι η µικρότερη σχέση ισοδυναµίας ⟨R⟩ επί του X η οποία
περιέχει τη σχέση R είναι

⟨R⟩ =
{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (2, 3), (3, 2), (1, 4), (4, 1)

}
■

΄Ασκηση 11. Να περιγραφούν όλες οι πιθανές σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X µε πλήθος στοιχείων
|X| = 1, |X| = 2, |X| = 3, και |X| = 4.

Λύση. Υπενθυµιζουµε ότι υπάρχει µια 1-1 και επί αντιστοιχία µεταξύ των σχέσεων ισοδυναµίας R επί ενός
συνόλου X και των διαµερίσεων ∆ επί του X:

R ⊆ X ×X 7−→ ∆R = X/R =
{
[x]R ⊆ X | x ∈ X

}
∆ =

{
Ai ⊆ X | i ∈ I

}
7−→ R∆ = {(x, y) ∈ X ×X | ∃i ∈ I : x, y ∈ Ai

}
Θα χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω αντιστοιχία για να περιγράψουµε τις Ϲητούµενες σχέσεις ισοδυ-

ναµίας.

• ΄Εστω X = {a}. Τότε X×X = {(a, a)} και άρα έχουµε µόνο µια σχέση ισοδυναµίας την R = X×X.

• ΄Εστω X = {a, b}. Τότε X × X = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}. Για να ϐρούµε όλες τις σχέσεις
ισοδυναµίας του X αρκεί να ϐρούµε όλες τις διαµερίσεις του. Στη περίπτωση αυτή έχουµε τη διαµέριση
∆1 = {a, b} = X και άρα την σχέση ισοδυναµίας R1 = X ×X, και τη διαµέριση ∆2 = {{a}, {b}} όπου
η σχέση ισοδυναµίας είναι R2 = {(a, a), (b, b)}.
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• ΄Εστω X = {a, b, c}. Τότε οι διαµερίσεις του συνόλου X και οι αντίστοιχες σχέσεις ισοδυναµίας είναι

∆1 =
{
a, b, c

}
= X ×X −→ R1 = X ×X

∆2 =
{
{a, b}, {c}

}
−→ R2 =

{
(a, b), (b, a), (a, a), (b, b), (c, c)

}
∆3 =

{
{a, c}, {b}

}
−→ R3 =

{
(a, c), (c, a), (a, a), (c, c), (b, b)

}
∆4 =

{
{b, c}, {a}

}
−→ R4 =

{
(b, c), (c, b), (b, b), (c, c), (a, a)

}
∆5 =

{
{a}, {b}, {c}

}
−→ R5 =

{
(a, a), (b, b), (c, c)

}
• ΄Εστω X = {a, b, c, d}. Τότε οι διαµερίσεις του συνόλου X είναι οι ακόλουθες :

∆1 =
{
a, b, c, d

}
= X ×X ∆2 =

{
{a, b, c}, d

}
∆3 =

{
{b, c, d}, {a}

}
∆4 =

{
{a, c, d}, {b}

}
∆5 =

{
{a, b, d}, {c}

}
∆6 =

{
{a, b}, {c, d}

}
∆7 =

{
{a, c}, {b, d}

}
∆8 =

{
{a, d}, {b, c}

}
∆9 =

{
{a, b}, {c}, {d}

}
∆10 =

{
{a, c}, {b}, {d}

}
∆11 =

{
{a, d}, {b}, {c}

}
∆12 =

{
{b, c}, {a}, {d}

}
∆13 =

{
{b, d}, {a}, {c}

}
∆14 =

{
{c, d}, {a}, {b}

}
∆15 =

{
{a}, {b}, {c}, {d}

}
Εποµένως προκύπτουν 15 σχέσεις ισοδυναµίας R∆i , 1 ≤ i ≤ 15, επί του συνόλου X, η περιγραφή των
οποίων αφήνεται ως άσκηση.

Για παράδειγµα η σχέση ισοδυναµίας R∆9 η οποία αντιστοιχεί στην διαµέριση ∆9 αποτελείται από τα
εξής στοιχεία του συνόλου X ×X:

R∆9 =
{
(a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (a, b), (b, a)

}
■

΄Ασκηση 12. ΄Εστω R και S δύο σχέσεις επί ενός συνόλου X.

1. Αν οι σχέσεις R και S είναι ανακλαστικές, να δειχθεί ότι η σχέση R ∪ S είναι ανακλαστική.
2. Αν οι σχέσεις R και S είναι συµµετρικές, να δειχθεί ότι η σχέση R ∪ S είναι συµµετρική.
3. Αν οι σχέσεις R και S είναι µεταβατικές, να δειχθεί ότι η σχέση R∪S δεν είναι απαραίτητα µεταβατική.

Λύση. 1. Υποθέτουµε ότι οι σχέσεις R και S είναι ανακλαστικές. Για κάθε a ∈ X, ϑα έχουµε ότι
(a, a) ∈ R ⊆ R ∪ S (και παρόµοια (a, a) ∈ S ⊆ R ∪ S). Εποµένως έπεται ότι (a, a) ∈ R ∪ S. Αυτό
σηµαίνει ότι η σχέση R ∪ S είναι ανακλαστική.

2. Υποθέτουµε ότι οι σχέσεις R και S είναι συµµετρικές. ΄Εστω a, b ∈ X και υποθέτουµε ότι (a, b) ∈
R ∪ S. Αν (a, b) ∈ R, τότε λόγω συµµετρικότητας της R ϑα έχουµε ότι (b, a) ∈ R ⊆ R ∪ S. Αν
(a, b) ∈ S, τότε λόγω συµµετρικότητας της S ϑα έχουµε ότι (b, a) ∈ S ⊆ R ∪ S. ΄Ετσι σε κάθε
περίπτωση (a, b) ∈ R ∪ S. Εποµένως η σχέση R ∪ S είναι συµµετρική.

3. Θεωρούµε τις ακόλουθες σχέσεις απί του συνόλου X =
{
1, 2, 3

}
:

R =
{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)

}
και S =

{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2)

}
οι οποίες εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι µεταβατικές (και επίσης ανακλαστικές και συµµετρικές). Για
τη σχέση

R ∪ S =
{
(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)

}
ϐλέπουµε ότι αν και (1, 2) ∈ R∪S και (2, 3) ∈ R∪S, έχουµε ότι (1, 3) /∈ R∪S. Εποµένως η σχέση
R ∪ S δεν είναι µεταβατική. ■

Από την ΄Ασκηση 12 προκύπτει ότι η ένωση σχέσεων ισοδυναµίας δεν είναι απαραίτητα σχέση ισοδυνα-
µίας. Η επόµενη ΄Ασκηση δίνει αναγκαίες και ικανές συνθήκες έτσι ώστε η ένωση σχέσεων ισοδυναµίας
να είναι σχέση ισοδυναµίας.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω R και S δύο σχέσεις ισοδυναµίας επί ενός συνόλου X. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα
είναι ισοδύναµα:

1. Η σχέση R ∪ S είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X.
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2. ∀a ∈ X: είτε [a]R ⊆ [a]S είτε [a]S ⊆ [a]R.

Λύση. 1. =⇒ 2. Υποθέτουµε ότι η σχέση R ∪ S είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X. ΄Εστω a ∈ X
ένα τυχόν στοιχείο του X. Υποθέτουµε ότι [a]R ⊈ [a]S και ϑα δείξουµε ότι αναγκαστικά ϑα έχουµε
ότι [a]S ⊆ [a]R.

Επειδή [a]R ⊈ [a]S, έπεται ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο b ∈ [a]R τέτοιο ώστε [b] /∈ [a]S.
Εποµένως ϑα έχουµε a ∼R b και a ≁S b ή ισοδύναµα (a, b) ∈ R και (a, b) /∈ S. Επειδή η σχέση R

είναι συµµετρική έπεται ότι (b, a) ∈ R. ΄Εστω c ∈ [a]S και τότε ϑα έχουµε ότι a ∼S c ή ισοδύναµα
(a, c) ∈ S. Επειδή (b, a) ∈ R ⊆ R ∪ S και (a, c) ∈ S ⊆ R ∪ S, και επειδή υποθέσαµε ότι η σχέση
R ∪ S είναι σχέση ισοδυναµίας, ιδιαίτερα ισχύει η µεταβατική ιδιότητα για την R ∪ S, έπεται ότι
(b, c) ∈ R ∪ S. Τότε είτε (b, c) ∈ R είτε (b, c) ∈ S.
• Αν (b, c) ∈ R, ισοδύναµα (c, b) ∈ R διότι η σχέση R είναι σχέση ισοδυναµίας, τότε επειδή
(b, a) ∈ R, λόγω της µεταβατικότητας της R ϑα έχουµε (c, a) ∈ R και εποµένως c ∼R a.
Αυτό σηµαίνει ότι c ∈ [a]R. Εποµένως κάθε στοιχείο c της κλάσης ισοδυναµίας [a]S είναι και
στοιχείο της κλάσης ισοδυναµίας [a]R. ΄Αρα [a]S ⊆ [a]R.

• Αν (b, c) ∈ S, τότε επειδή (a, c) ∈ S ή ισοδύναµα (c, a) ∈ S, και η σχέση S είναι σχέση
ισοδυναµίας, ϑα έχουµε (b, a) ∈ S. Ισοδύναµα ϑα έχουµε b ∼S a δηλαδή b ∈ [a]S. Αυτό όµως
είναι άτοπο διότι έχουµε υποθέσει ότι b /∈ [a]S.

Εποµένως καταλήγουµε σε κάθε περίπτωση ότι αν [a]R ⊈ [a]S, τότε [a]S ⊆ [a]R. Ακριβώς ανάλογα
δείχνουµε ότι αν [a]S ⊈ [a]R, τότε [a]R ⊆ [a]S.

2. =⇒ 1. Υποθέτουµε ότι ∀a ∈ X: είτε [a]R ⊆ [a]S είτε [a]S ⊆ [a]R. Θα δείξουµε ότι η
σχέση R ∪ S είναι σχέση ισοδυναµίας επί του X.

Από την ΄Ασκηση 12 έπεται ότι η σχέση R∪ S είναι ανακλαστική και συµµετρική. ΄Ετσι µένει να
δείξουµε ότι η σχέση R ∪ S είναι µεταβατική.

΄Εστω (a, b), (b, c) ∈ R ∪ S. ΄Εχουµε τότε τις ακόλουθες περιπτώσεις.
• (a, b), (b, c) ∈ R. Τότε επειδή η R είναι σχέση ισοδυναµίας ϑα έχουµε (a, c) ∈ R ⊆ R ∪ S.
• (a, b), (b, c) ∈ S. Τότε επειδή η S είναι σχέση ισοδυναµίας ϑα έχουµε (a, c) ∈ S ⊆ R ∪ S.
• (a, b) ∈ R και (b, c) ∈ S. Ισοδύναµα ϑα έχουµε a ∼R b και b ∼S c, και εποµένως [a]R = [b]R

και [b]S = [c]S. Από την υπόθεση ϑα έχουµε ότι είτε [b]R ⊆ [b]S είτε [b]S ⊆ [b]R.
− Αν [b]R ⊆ [b]S, τότε [a]R = [b]R ⊆ [b]S και εποµένως ϑα έχουµε a ∈ [a]R ⊆ [b]S. ΄Ετσι
ϑα έχουµε a ∼S b, δηλαδή (a, b) ∈ S, και επειδή (b, c) ∈ S, λόγω της µεταβατικότητας
της S έπεται ότι (a, c) ∈ S ⊆ R ∪ S.
− Αν [b]S ⊆ [b]R, τότε [c]S = [b]S ⊆ [b]R και εποµένως ϑα έχουµε c ∈ [c]S ⊆ [b]R. ΄Ετσι
ϑα έχουµε c ∼R b ή ισοδύναµα b ∼R c. Αυτό σηµαίνει ότι (b, c) ∈ R. Επειδή (a, b) ∈ R,
λόγω µεταβατικότητας της σχέσης R, ϑα έχουµε (a, c) ∈ R ⊆ R ∪ S.

• (a, b) ∈ S και (b, c) ∈ R. Εργαζόµενοι ακριβώς όπως παραπάνω, ϐλέπουµε ότι (a, c) ∈ R ∪ S.
Εποµένως σε κάθε περίπτωση ισχύει ότι (a, c) ∈ R ∪ S. ΄Αρα η σχέση R ∪ S είναι µεταβατική και
εποµένως είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X. ■

΄Ασκηση 14. ΄Εστω X ένα µη κενό σύνολο και υποθέτουµε ότι

A =
{
Ai

}n

i=1
και B =

{
Bj

}m

j=1

είναι διαµερίσεις του X. Να δειχθεί ότι η συλλογή υποσυνόλων

C =
{
Ai ∩Bj

}n,m

i,j=1

είναι µια διαµέριση του X.
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Λύση. 2 Θεωρούµε τις σχέσεις ισοδυναµίας RA και RB οι οποίες επάγονται επί του X από τις διαµερίσεις
A και B αντίστοιχα. Υπενθυµίζουµε ότι, ∀x, y ∈ X:

x ∼RA
y ⇐⇒ ∃i = 1, 2, · · · , n : x, y ∈ Ai

x ∼RB
y ⇐⇒ ∃j = 1, 2, · · · ,m : x, y ∈ Bj

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 8, η σχέση RA∩RB είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του X. Θα προσδιορίσουµε
τη διαµέριση ∆RA∩RB

η οποία αντιστοιχεί στη σχέση ισοδυναµίας RA ∩ RB. Υπενθυµίζουµε ότι

∆RA∩RB
= X

/
RA ∩ RB =

{
[x]RA∩RB

⊆ X | x ∈ X
}

Για κάθε x ∈ X, ϑα έχουµε:

[x]RA∩RB
=

{
y ∈ X | y ∼RA∩RB

x
}
=

{
y ∈ X | (x, y) ∈ RA∩RB

}
=

{
y ∈ X | (x, y) ∈ RA και (x, y) ∈ RB

}
=

=
{
y ∈ X | ∃i = 1, 2, · · · , n : x, y ∈ Ai και ∃j = 1, 2, · · · ,m : x, y ∈ Bj

}
= Ai ∩Bj

όπου i είναι ο µοναδικός δείκτης 1 ≤ i ≤ n έτσι ώστε x ∈ Ai και j είναι ο µοναδικός δείκτης 1 ≤ j ≤ m
έτσι ώστε x ∈ Bj . Τέτοιοι δείκτες υπάρχουν και είναι µοναδικοί διότι τα υποσύνολα Ai και Bj είναι
υποσύνολα τα οποία ανήκουν σε διαµερίσεις του X. ΄Αρα

∆RA∩RB
=

{
Ai ∩Bj

}n,m

i,j=1
= C

και εποµένως, επειδή το σύνολο πηλίκο µιας σχέσης ισοδυναµίας επί ενός συνόλου αποτελεί διαµέριση
του συνόλου, έπεται ότι η συλλογή υποσυνόλων C είναι µια διαµέριση του X. ■

΄Ασκηση 15. 1. Στο σύνολο N0 × N0, όπου N0 =
{
0, 1, 2, 3, · · ·

}
, ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

∀(a, b), (c, d) ∈ N0 × N0 : (a, b) ∼R (c, d) ⇐⇒ a+ d = b+ c

∆είξτε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του N0 × N0 και ακολούθως περιγράψτε το σύνολο
πηλίκο (N0 × N0)/R.

2. Στο σύνολο Z× Z∗, όπου Z∗ = Z \ {0}, ορίζουµε µια σχέση S ως εξής :

∀(x, y), (a, b) ∈ Z× Z∗ : (x, y) ∼S (a, b) ⇐⇒ xb = ya

∆είξτε ότι η S είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του Z × Z∗ και ακολούθως περιγράψτε το σύνολο
πηλίκο (Z× Z∗)/S.

Λύση. 1. Για κάθε (a, b), (c, d), (e, f) ∈ N0 × N0 έχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα : Επειδή a+ b = b+ a έπεται ότι (a, b) ∼ (a, b).

• Συµµετρική ιδιότητα : Αν (a, b) ∼ (c, d) τότε

a+ d = b+ c =⇒ c+ b = d+ a =⇒ (c, d) ∼ (a, b)

• Μεταβατική ιδιότητα : Αν (a, b) ∼ (c, d) και (c, d) ∼ (e, f) τότε έχουµε a+ d = b+ c

c+ f = d+ e
=⇒ a+ d+ f = b+ c+ f = b+ d+ e =⇒ a+ d+ f = b+ d+ e

=⇒ (a, b) ∼ (e, f)

΄Αρα η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο N0 × N0.

2΄Οτι η συλλογή C είναι µια διαµέριση του X µπορεί να δειχθεί άµεσα αποδεικνύοντας τις τρεις ιδιότητες της διαµέρισης. Εδώ
ϑα δείξουµε ότι η συλλογή C συµπίπτει µε το σύνολο πηλίκο X/RA ∩RB του X ως προς τη σχέση ισοδυναµίας RA ∩RB, όπου
RA και RB είναι οι σχέσεις ισοδυναµίας οι οποίες επάγονται επί του X από τις διαµερίσεις A και B αντίστοιχα, και ακολούθως
ϑα χρησιµοποιήσουµε ότι το σύνολο πηλίκο µιας σχέσης ισοδυναµίας επί ενός συνόλου αποτελεί διαµέριση του συνόλου.
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΄Εστω (a, b) ∈ N×N. Τότε η κλάση ισοδυναµίας του (a, b) ως προς τη σχέση R είναι το ακόλουθο
σύνολο:

[(a, b)]R =
{
(c, d) ∈ N0 × N0 | (a, b) ∼ (c, d)

}
=

{
(c, d) ∈ N0 × N0 | a+ d = b+ c

}
=

{
(c, d) ∈ N0 × N0 | a− b = c− d

}
Για να περιγράψουµε το σύνολο πηλίκο του N0 × N0 ως προς την R ορίζουµε τη παρακάτω
αντιστοιχία :

f : (N0 × N0)/R −→ Z, [(a, b)]R 7−→ f([(a, b)]R) = a− b

και ϑα δείξουµε ότι η f είναι µια καλά ορισµένη, «1-1» και «επί» απεικόνιση.

− Καλά ορισµένη : ΄Εστω [(a, b)]R = [(c, d)]R. Τότε

(a, b) ∼R (c, d) =⇒ a+ d = b+ c =⇒ a− b = c− d =⇒ f([(a, b)]R) = f([(c, d)]R)

και άρα η f είναι καλά ορισµένη.

− ΄Ενα προς ένα : ΄Εστω f([(a, b)]R) = f([(c, d)]R). Τότε

a− b = c− d =⇒ a+ d = b+ c =⇒ (a, b) ∼ (c, d) =⇒ [(a, b)]R = [(c, d)]R

Συνεπώς η f είναι ένα προς ένα.

− Επί : ΄Εστω k ∈ Z. Αν k ≥ 0 τότε f([(k, 0)]R) = k − 0 = k ενώ αν k < 0 τότε f([(0,−k)]R) =
0− (−k) = k. ΄Αρα η f είναι επί.

Εποµένως το σύνολο πηλίκο (N0 × N0)/R είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε το σύνολο Z
των ακεραίων αριθµών.

2. Για κάθε (x, y), (a, b), (c, d) ∈ Z× Z∗ έχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα : Επειδή x · y = y · x έπεται ότι (x, y) ∼ (x, y).

• Συµµετρική ιδιότητα : Αν (x, y) ∼ (a, b) τότε

x · b = y · a =⇒ a · y = b · x =⇒ (a, b) ∼ (x, y)

• Μεταβατική ιδιότητα : ΄Εστω (x, y) ∼ (a, b) και (a, b) ∼ (c, d). Τότε έχουµε x · b = y · a

a · d = b · c
=⇒ x · b · d = y · a · d = y · b · c =⇒ (x · d) · b = (y · c) · b

=⇒ x · d = y · c διότι b ̸= 0

=⇒ (x, y) ∼ (c, d)

΄Αρα η S είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο Z× Z∗. Για να περιγράψουµε το σύνολο πηλίκο του
Z× Z∗ ως προς την S ορίζουµε τη παρακάτω αντιστοιχία :

f : Z× Z∗/S −→ Q, [(x, y)]S 7−→ f([(x, y)]S) =
x

y

και ϑα δείξουµε ότι είναι µια καλά ορισµένη, «1-1» και «επί» απεικόνιση.

− Καλά ορισµένη : ΄Εστω [(x, y)]S = [(a, b)]S. Τότε

(x, y) ∼S (a, b) =⇒ x · b = y · a =⇒ x

y
=

a

b
=⇒ f([(x, y)]S) = f([(a, b)]S)
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και άρα η f είναι καλά ορισµένη.

− ΄Ενα προς ένα : ΄Εστω f([(x, y)]S) = f([(a, b)]S). Τότε
x

y
=

a

b
=⇒ x · b = a · y =⇒ (x, y) ∼ (a, b) =⇒ [(x, y)]S = [(a, b)]S

Συνεπώς η f είναι «1-1».

− Επί : ΄Εστω p
q ∈ Q. ΄Ετσι p, q ∈ Z µε q ̸= 0 και τότε f([(p, q)]S) =

p
q . ΄Αρα η f είναι «επί».

Εποµένως το σύνολο πηλίκο Z × Z∗/S είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε το σύνολο των
ϱητών αριθµών Q. ■

Σχόλιο. Στην προηγούµενη ΄Ασκηση εργασθήκαµε µε το σύνολο N0 = N ∪
{
0
}

και ορίσαµε µια σχέση
ισοδυναµίας R επί του N0 × N0 έτσι ώστε τα σύνολα (N0 × N0)/R και Z να συνδέονται µέσω µιας «1-1» και
«επί» απεικόνισης.

Μπορεύµε να καταλήξουµε στο ίδιο συµέρασµα αν εργασθούµε µε την ίδια σχέση R στο σύνολο N;

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε το σύνολο CS(Q) των ακολουθιών Cauchy ϱητών αριθµών3. Στο σύνολο CS(Q)
ορίζουµε τη σχέση R ⊆ CS(Q)× CS(Q) ως εξής :

(rn)n∈N ∼R (r′n)n∈N ⇐⇒ η ακολουθία (rn − r′n)n∈N είναι µηδενική : lim−→(rn − r′n) = 0

(1) Να δειχθεί ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί τού CS(Q).
(2) Να περιγραφεί το σύνολο πηλίκο CS(Q)/R.

Λύση. (1) ∆είχνουµε ότι η R είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο CS(Q).
(αʹ) Για κάθε (rn)n∈N ∈ CS(Q), ισχύει ότι (rn)n∈N ∼R (rn)n∈N, αφού όλοι οι όροι τής ακολουθίας

(rn−rn)n∈N είναι ίσοι µε µηδέν και ως εκ τούτου η (rn−rn)n∈N είναι µια µηδενική ακολουθία.
΄Ωστε η σχέση R διαθέτει την ανακλαστική ιδιότητα.

(ϐʹ) Αν (rn)n∈N ∼ R(r′n)n∈N, τότε η ακολουθία (rn − r′n)n∈N είναι µια µηδενική ακολουθία και γι΄
αυτό και η ακολουθία −(rn − r′n)n∈N = (r′n − rn)n∈N είναι επίσης µια µηδενική ακολουθία.
Εποµένως, (r′n)n∈N ∼R (rn)n∈N. ΄Ωστε η σχέση R διαθέτει την συµµετρική ιδιότητα.

(γʹ) Αν (rn)n∈N ∼R (r′n)n∈N και (r′n)n∈N ∼R (r′′n)n∈N, τότε οι ακολουθίες (rn − r′n)n∈N και (r′n −
r′′n)n∈N είναι µηδενικές ακολουθίες. Αλλά όπως γνωρίζουµε και το άθροισµά τους, δηλαδή η
ακολουθία (rn− r′n)n∈N+(r′n− r′′n)n∈N = (rn− r′′n)n∈N είναι επίσης µια µηδενική ακολουθία
και γι΄ αυτό ϑα έχουµε (rn)n∈N ∼R (r′′n)n∈N. ΄Ωστε η σχέση R διαθέτει τη µεταβατική ιδιότητα.

(2) Είναι γνωστό από τον Απειροστικό Λογισµό ότι κάθε ακολουθία Cauchy ϱητών αριθµών (rn)n∈N
συγκλίνει στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών και άρα ϑα έχουµε lim−→ rn ∈ R. Αυτό µας
επιτρέπει να ορίσουµε µια αντιστοιχία

Φ: CS(Q)/R −→ R, Φ
(
[(rn)n∈N]

)
= lim−→ rn

(αʹ) Η Φ είναι καλά ορισµένη απεικόνιση: ΄Εστω (rn)n∈N και (r′n)n∈N δύο ακολουθίες Cauchy ϱη-
τών αριθµών και υποθέτουµε ότι οι αντίστοιχες κλάσεις ισοδυναµίας [(rn)n∈N] και (r′n)n∈N]
είναι ίσες (ως στοιχεία του συνόλου πηλίκο CF/R). Τότε όπως γνωρίζουµε, ϑα έχουµε

[(rn)n∈N] = [(r′n)n∈N] =⇒ (rn)n∈N ∼R (r′n)n∈N =⇒ lim−→(rn − r′n) = 0

Χρησιµοποιώντας γνωστές ιδιότητες ορίων, η τελευταία σχέση δίνει ότι lim−→ rn = lim−→ r′n. Αυτό
όµως σηµαίνει Φ

(
[(rn)n∈N]

)
= Φ(

(
[(r′n)n∈N]

)
και άρα η Φ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνι-

ση.

3Υπενθυµίζουµε ότι µια ακολουθία (rn)n∈N, rn ∈ Q, ∀n ∈ N, ϱητών αριθµών καλείται ακολουθία Cauchy αν:

∀ϵ ∈ Q, ϵ > 0, ∃n0 ∈ N : ∀m,n ≥ n0 =⇒ |rn − rm| < ϵ
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(ϐʹ) Η Φ είναι 1-1: ΄Εστω (rn)n∈N και (r′n)n∈N δύο ακολουθίες Cauchy ϱητών αριθµών και υπο-
ϑέτουµε ότι Φ

(
[(rn)n∈N]

)
= Φ

(
(r′n)n∈N]). Τότε lim−→ rn = lim−→ r′n και εποµένως η ακολουθία

(rn − r′n)n∈N είναι µηδενική: lim−→(rn − r′n) = 0. Τότε όµως ϑα έχουµε (rn)n∈N ∼R (r′n)n∈N
και εποµένως [(rn)n∈N ∼R][(r

′
n)n∈N]. Αυτό σηµαίνει ότι η Φ είναι «1-1».

(γʹ) Η Φ είναι επί: ΄Εστω r ∈ R ένας πραγµατικός αριθµό. Από τον Απειροστικό Λογισµό γνωρίζου-
µε ότι ο r είναι όριο µιας ακολουθίας Cauchy: r = lim−→ rn, όπου (rn)n∈N είναι µια ακολουθία
Cauchy ϱητών αριθµών. Τότε Φ

(
[(rn)n∈N]

)
= r και εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «επί».

Εποµένως το σύνολο πηλίκο CS(Q)/R είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µε το σύνολο R των
πραγµατικών αριθµών. ■

΄Ασκηση 17. ΄Εστω K ένα σώµα (K = Q,R,C), και έστω H(t) ένα τυχόν πολυώνυµο υπεράνω του K. Στο
σύνολο των πολυωνύµων K[t], ορίζουµε µια σχέση R ως εξής :

∀ P (t), Q(t) ∈ K[t] : P (t) ∼R Q(t) ⇐⇒ H(t) | P (t)−Q(t)

(1) Να δείξετε ότι η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του K[t].
(2) Να εξετασθεί αν η σχέση R είναι συµβιβαστή µε τις πράξης πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πο-

λυωνύµων.
(3) Αν K = R και H(t) = t2 + 1, ποιό είναι το σύνολο πηλίκο R[t]/R;

Λύση. (1) ∆είχνουµε ότι η σχέση ∼R είναι σχέση ισοδυναµίας επί του R[t].
(αʹ) Προφανώς για κάθε πολυώνυµο P (t) ισχύει P (t) ∼R P (t) διότι H(t) | P (t)− P (t).
(ϐʹ) ΄Εστω ότι για τα πολυώνυµα P (t) και Q(t) ισχύει ότι P (t) ∼R Q(t), δηλαδή H(t) | P (t)−Q(t).

Τότε προφανώς H(t) | Q(t)− P (t) και άρα Q(t) ∼R P (t).
(γʹ) ΄Εστω ότι για τα πολυώνυµα P (t), Q(t) και R(t) ισχύει ότι P (t) ∼R Q(t) και Q(t) ∼R R(t),

δηλαδή H(t) | P (t) − Q(t) και H(t) | Q(t) − R(t). Τότε προφανώς ϑα έχουµε H(t) |
[P (t)−Q(t) +Q(t)−R(t)], δηλαδή H(t) | P (t)−R(t) και εποµένως P (t) ∼R R(t).

(2) ΄Εστω P (t), Q(t), R(t), S(t) πολυώνυµα και υποθέτουµε ότι :

P (t) ∼R Q(t) & R(t) ∼R S(t) και άρα H(t) | P (t)−Q(t) & H(t) | R(t)− S(t)

Τότε υπάρχουν πολυώντυµα F (t) και G(t) έτσι ώστε :

P (t)−Q(t) = F (t) ·H(t) & R(t)− S(t) = G(t) ·H(t) (†)
Τότε ϑα έχουµε

(P (t)+R(t))−(Q(t)+S(t)) = P (t)−Q(t)+R(t)−S(t) = F (t) ·H(t)+G(t) ·H(t) = (F (t)+G(t)) ·H(t)

δηλαδή H(t) | (P (t) + R(t))− (Q(t) + S(t)) και εποµένως P (t) + R(t) ∼R Q(t) + S(t), δηλαδή
η πράξη της πρόσθεσης πολυωνύµων είναι συµβιβαστή µε την σχέση ισοδυναµίας «∼R».

Παρόµοια από τις σχέσεις (†) ϑα έχουµε:

P (t)R(t)−Q(t)R(t) = F (t)R(t)H(t) & R(t)Q(t)− S(t)Q(t) = G(t)Q(t)H(t)

και άρα

P (t)R(t)−Q(t)S(t) =
(
F (t)R(t) +G(t)Q(t)

)
H(t) =⇒ H(t) |

(
P (t)R(t)−Q(t)S(t)

)
=⇒

=⇒ P (t)R(t) ∼R Q(t)S(t)

∆ηλαδή η πράξη του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων είναι συµβιβαστή µε την σχέση ισοδυναµίας
«∼R».

(3) ΄Εστω P (t) ∈ R[t] τυχόν πολυώνυµο. Από την Ευκλείδεια διαίρεση πολυωνύµων, ϑα έχουµε:

P (t) = P ′(t)(t2 + 1) +R(t), όπου R(t) = 0 ή degR(t) < 2

Εποµένως το υπόλοιπο R(t) ϑα είναι ένα πολυώνυµο της µορφής

R(t) = a+ bt, a, b ∈ R
΄Ετσι από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε

P (t)− (a+ bt) = P ′(t)(t2 + 1) =⇒ t2 + 1 || P (t)− (a+ bt) =⇒ P (t) ∼R (a+ bt) =⇒
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∀P (t) ∈ R[t] : [P (t)]R = [a+ bt]R

όπου a + bt είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνυµου P (t) µε το πολυώνυµο t2 + 1, και
εποµένως το σύνολο πηλίκο έχει ισοδύναµα την ακόλουθη περιγραφή

R[t]/R =
{
[a+ bt]R ⊆ R[t] | a, b ∈ R

}
Με ϐάση τα παραπάνω ορίζουµε µια απεικόνιση

Φ: R[t]/R −→ C, Φ([P (t)]R) = Φ([a+ bt]R) = a+ bi

(αʹ) Η απεικόνιση Φ είναι καλά ορισµένη: ΄Εστω [a + bt]R = [a′ + b′t]R. Τότε ως γνωστόν, ϑα
έχουµε a+ bt ∼R a′+ b′t, κα άρα (a+ bt)− (a′+ b′t) = F (t)(t2+1), για κάποιο ππολυώνυµο
F (t) ∈ R[t]. Τότε υπολογίζοντας ϱτην παραπάνω σχέση στην ϕανταστική µονάδα, ϑα έχουµε:
(a+ bi)− (a′ + b′i) = F (i)(i2 + 1) = 0 και εποµένως (a+ bi) = (a′ + b′i). Αυτό σηµαίνει ότι
Φ([a+ bt]R) = Φ([a′ + b′t]R), και άρα η Φ είναι καλά ορισµένη.

(ϐʹ) Η απεικόνιση Φ είναι «1-1»: ΄Εστω Φ([a+ bt]R) = Φ([a′+ b′t]R), και εποµένως a+ bi = a′+ b′i.
Τότε όµως ϑα έχουµε a = a′ και b = b′ και εποµένως [a+ bt]R = [a′+ b′t]R. ΄Αρα η απεικόνιση
Φ είναι «1-1».

(γʹ) Η απεικόνιση Φ είναι «επί»: Αν z = a + bi ∈ C είναι ένας µιγαδικός αριθµός, ϑεωρούµε το
πολυώνυµο P (t) = a+ bt. Τότε

Φ([P (t)]R) = P (i) = a+ bi

και άρα η απεικόνιση Φ είναι «επί».
Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι «1-1» και «επί». ■

Σχόλιο. Ας δούµε πως λειτουργεί η απεικόνιση Φ της ΄Ασκησης 17, σε µια ειδική αλλά χαρακτηριστική
περίπτωση.

Θεωρούµε το πολυώνυµο t2. Τότε σύµφωνα µε την απόδειξη της ΄Ασκησης 17, για να υπολογίσουµε την
τιµή Φ([t2]R), εκτελούµε την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση του πολυωνύµου t2 µε το πολυώνυµο t2 + 1:

t2 = 1(t2 + 1)− 1

και τότε γνωρίζουµε ότι
[t]2R = [t]R · [t]R = [t2]R = [−1]R

΄Αρα Φ([t2]R) = −1.

Από την άλλη πλευρά, επειδή η πράξη «·» πολλαπλασιασµού πολυωνύµων είναι συµβιβαστή µε την σχέση
ισοδυναµίας R, ϑα έχουµε τον ακόλουθο καλά ορισµένο πολλαπλασιασµό στο σύνολο πηλίκο

[P (t)]R · [Q(t)]R = [P (t) ·Q(t)]R

Ιδιαίτερα ϑα έχουµε [t]R · [t]R = [t2]R, και άρα:

Φ([t]R · [t]R) = Φ([t2]R) = −1 = i2 = i · i = Φ([t]R) · Φ([t]R)
Γενικότερα µπορούµε να δούµε εύκολα ότι η «1-1» και «επί» απεικόνιση Φ διατηρεί τος πράξεις πρόσθεσης
και πολλαπλασιασµού στα σύνολα R[t]/R και C, δηλαδή:

Φ([P (t)R] + [Q(t)R]) = Φ([P (t)R]) + Φ([Q(t)R]) & Φ([P (t)R] · [Q(t)R]) = Φ([P (t)R]) · Φ([Q(t)R])

΄Οπως ϑα δούµε και αργότερα αυτό σηµαίνει ότι οι αλγεβρικές δοµές (R[t]/R,+, ·) και (C,+, ·) έχουν τις
ίδιες αλγεβρικές ιδιότητες και εποµένως µπορούµε να τις ταυτίσουµε µέσω της «1-1» και «επί» απεικόνισης Φ
η οποία διατηρεί τις πράξεις.4 Με ϐάση αυτή τη ταύτιση τον ϱόλο της ϕανταστικής µονάδας παίζει η κλάση
ισοδυναµίας [t]R του πολυώνυµου t.

4Οι τριάδες (R[t]/R,+, ·) και (C,+, ·) έχουν την αλγεβρική δοµή του µεταθετικού δακτυλίου µε µονάδα, ειδικότερα του
σώµατος, και όπως ϑα δούµε αργότερα, η απεικόνιση Φ είναι ένας ισοµορφισµός δακτυλίων.
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Σχόλιο. Οι παραπάνω ΄Ασκήσεις 15, 16, και 17, ‘‘κατασκευάζουν’’:

(1) Το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών από το σύνολο N0 των ϕυσικών αριθµών µαζί µε το 0, ως
σύνολο-πηλίκο µιας κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας R1 επί του N0 × N0.

(2) Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών από το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών ως σύνολο-πηλίκο µιας
κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας R2 επί του Z× Z∗.

(3) Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών από το σύνολο Q των ϱητών αριθµών, σε δύο ϐήµατα : το
πρώτο ϐήµα είναι η κατασκευή συνόλου CS(Q) των ακολουθιών Cauchy ϱητών αριθµών, και το
δεύτερο ϐήµα είναι η κατασκευή του συνόλου-πηλίκο µιας κατάλληλης σχέσης ισοδυναµίας R3 επί
του συνόλου CS(Q).

Το σύνολο των ακολουθιών Cauchy ϱητών αριθµών κατασκευάζεται από το Q ως το εξής
υποσύνολο CS(Q) του συνόλου Q×Q× · · · των ακολουθιών ϱητών αριθµών:

CS(Q) =
{
(rn)n∈N ∈ Q×Q× · · · | ∀ϵ ∈ Q+, ∃n0 ∈ N : |rn − rm| < ϵ, ∀m,n ≥ n0

}
(4) Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών από το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, σε δύο ϐήµατα :

το πρώτο ϐήµα είναι η κατασκευή του συνόλου R[t] των πολυωνύµων µε συντελεστές πραγµατικούς
αριθµούς, και το δεύτερο ϐήµα είναι η κατασκευή του συνόλου-πηλίκο µιας κατάλληλης σχέσης
ισοδυναµίας R4 επί του συνόλου R[t].

Το σύνολο R[t] των πολυωνύµων µε συντελεστές πραγµατικούς αριθµούς κατασκευάζεται από
το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ως το εξής υποσύνολο R[t] του συνόλου R × R × · · · των
ακολουθιών πραγµατικών αριθµών αριθµών:

R[t] =
{
(rn)n∈N ∈ R× R× · · · | ∃n ∈ N : rm = 0, ∀m > n

}
Αποδεικνύεται εύκολα ότι οι σχέσεις ισοδυναµίας Ri, 1 ≤ i ≤ 4, είναι συµβιβαστές µε τις πράξεις της
πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού στα σύνολα N0 × N0, Z × Z∗, CS(Q), και R[t] οι οποίες επάγονται
διαδοχικά µε ϕυσικό τρόπο από τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού ϕυσικών αριθµών.
΄Ετσι τα αντίστοιχα σύνολα πηλίκα είναι εφοδιασµένα µε πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού οι οποίες
αντιστοιχούν µε τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού στα σύνολα N0, Q, R, και C µέσω
των «1-1» και «επί» απεικονίσεων που κατασκευάστηκαν στις ασκήσεις 15, 16, και 17.

΄Ετσι ξεκινώντας από το σύνολο των ϕυσικών αριθµών (µαζί µε το 0) και τις πράξεις πρόσθεσης και
πολλαπλασιασµού ϕυσικών αριθµών, µπορούµε µε τις παραπάνω κατασκευές να ορίσουµε τα σύνολα Z των
ακεραίων αριθµών, Q των ϱητών αριθµών, R των πραγµατικών αριθµών, και C των µιγαδικών αριθµών, τα
οποία είναι εφοδιασµένα µε τις γνωστές πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού. ▲

΄Ασκηση 18. Εξετάστε στις παρακάτω περιπτώσεις αν η διµελής πράξη «⋆» επί του συνόλου G είναι προσε-
ταιριστική, µεταθετική, υπάρχει ουδέτερο στοιχείο, και αν κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο.

(1) G = Z και a ⋆ b = ab.
(2) G = Z και a ⋆ b = a− b.
(3) G = R+ και a ⋆ b = ab.
(4) G = Q και a ⋆ b = ab.
(5) G = R∗ και a ⋆ b = ab.
(6) G = Z+ και a ⋆ b = 2ab.
(7) G = Z+ και a ⋆ b = ab.
(8) G = C και a ⋆ b = a+ b.

Λύση. (1) Ο πολλαπλασιασµός µεταξύ ακεραίων αριθµών είναι προσεταιριστικός. Το στοιχείο e = 1
είναι το ουδέτερο της πράξης αφού 1 · x = x · 1 = x, ∀x ∈ Z. ΄Οµως για κάθε x ∈ Z δεν υπάρχει
αντίστροφο στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιαµό που να ανήκει στο Z. Για παράδειγµα το 6 ∈ Z
και από την εξίσωση 6 · x = 1 έπεται ότι x = 1

6 και 1
6 /∈ Z.

(2) Για κάθε a, b, c ∈ Z έχουµε

(a ⋆ b) ⋆ c = (a− b) ⋆ c = a− b− c

και
a ⋆ (b ⋆ c) = a ⋆ (b− c) = a− b+ c
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Συνεπώς η πράξη a ⋆ b = a− b δεν είναι προσεταιριστική. ΄Εστω x ∈ G έτσι ώστε a ⋆ x = a = x ⋆ a
για κάθε a ∈ G. Τότε από τη σχέση a ⋆ x = a έχουµε ότι x = 0 ενώ από τη σχέση x ⋆ a = a
έπεται ότι x = 2a. ΄Αρα ϑα έπρεπε το a = 0, που είναι άτοπο. Συνεπώς στο σύνολο G = Z η
πράξη a ⋆ b = a− b δεν είναι προφανώς µεταθετική, δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο και άρα ούτε
αντίστροφο.

(3) Η προσεταιριστική και µεταθετική ιδιότητα προφανώς ισχύουν, το ουδέτερο στοιχείο είναι το e =
1 ∈ R+, και για κάθε a ∈ R+ το αντίστροφο στοιχείο είναι το a′ = 1

a ∈ R+.
(4) Η προσεταιριστική και η µεταθετική ιδιότητα ισχύουν, το ουδέτερο στοιχείο είναι το e = 1, αλλά αν

κ
λ ∈ Q τότε το αντίστροφο στοιχείο a′ = λ

κ µπορεί να µην ορίζεται γιατί το κ µπορεί να είναι ίσο µε
µηδέν. Αντίθετα όµως στο σύνολο Q∗ κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο ως προς τον πολλαπλασιασµό.

(5) Πολύ εύκολα διαπιστώνουµε ότι το σύνολο G = R∗ µε πράξη τον πολλαπλασιασµό a ⋆ b = ab
ικανοποιεί τις Ϲητούµενες ιδιότητες.

(6) Η πράξη είναι µεταθετική δίοτι a ⋆ b = 2ab = 2ba = b ⋆ a αλλά δεν είναι προσεταιριστική, διότι

a ⋆ (b ⋆ c) = a ⋆ 2bc = 2a·2
bc

και (a ⋆ b) ⋆ c = 2ab ⋆ c = 22
ab·c

και γενικά 2a·2
bc ̸= 22

ab·c όπως µπορούµε να δούµε εύκολα επιλέγοντας για παράδειγµα a = 1,
b = 2, και c = 3.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει ϑετικός ακέραιος e έτσι ώστε a ⋆ e = a = e ⋆ a, ∀a ∈ Z+. Τότε :

a ⋆ e = a =⇒ 2ae = a =⇒ log2(2
ae) = log2(a) =⇒ ae = log2(a) =⇒ e =

log2(a)

a

Ιδιαίτερα για a = 4 ϑα έχουµε ότι e = log2(4)
4 = 2

4 = 1
2 /∈ Z+ και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα δεν

υπάρχει στοιχείο e ∈ Z+ έτσι ώστε a ⋆ e = a = e ⋆ a, ∀a ∈ Z+, δηλαδή δεν υπάρχει5 ουδέτερο
στοιχείο (και άρα και αντίστροφο στοιχείου) για την πράξη «⋆» επί του Z+.

(7) Για κάθε a, b, c ∈ Z+ έχουµε ότι

(a ⋆ b) ⋆ c = ab ⋆ c = (ab)c = abc

και
a ⋆ (b ⋆ c) = a ⋆ bc = ab

c

΄Οµως υπάρχουν b, c ∈ Z+ έτσι ώστε bc ̸= bc και άρα η πράξη ⋆ δεν είναι προσεταιριστική. Επίσης
η πράξη δεν είναι ούτε µεταθετική. ΄Εστω x ∈ Z+ έτσι ώστε a ⋆ x = a = x ⋆ a για κάθε a ∈ Z+.
Τότε από τη σχέση a ⋆ x = a έχουµε ότι ax = a και άρα x = 1, ενώ από τη σχέση x ⋆ a = a έπεται
ότι xa = a. ΄Αρα για x = 1 έχουµε a = 1, που είναι άτοπο. Συνεπώς στο σύνολο G = Z+ µε πράξη
a ⋆ b = ab δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο και άρα ούτε αντίστροφο.

(8) Η προσεταιριστική και µεταθετική ιδιότητα προφανώς ισχύουν. Επίσης υπάρχει µιγαδικός αριθ-
µός e = 0 + 0i = 0 ∈ C έτσι ώστε a ⋆ e = a + 0 = a = 0 + a = e ⋆ a για κάθε a ∈ C και άρα το
e = 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο. Τέλος, για κάθε a = m + ni ∈ C υπάρχει ο µιγαδικός αριθµός
a′ = −a = −m− ni ∈ C έτσι ώστε a+ (−a) = 0 και άρα κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο. ■

΄Ασκηση 19. ΄Εστω G = R \ {−1} (δηλαδή G είναι το σύνολο όλων των πραγµατικών αριθµών εκτός από
το −1), και ορίζουµε

∀x, y ∈ G : x ⋆ y = x+ y + xy

(1) Να δείξετε ότι η παραπάνω απεικόνιση είναι µια διµελής πράξη επί του G.
(2) Να εξετασθεί αν η πράξη ⋆ είναι προσεταιριστική ή µεταθετική.
(3) Να εξετασθεί αν υπάρχει στοιχείο e ∈ G έτσι ώστε : x⋆e = x = e ⋆x, ∀x ∈ G. Αν ένα τέτοιο στοιχείο

e υπάρχει, είναι µοναδικό ;
(4) Στην περίπτωση κατά την οποία ένα στοιχείο e όπως στο (3) υπάρχει και είναι µοναδικό, να εξετασθεί

αν για κάθε x ∈ G, υπάρχει y ∈ G έτσι ώστε : x ⋆ y = e = y ⋆ x.

5∆ιαφορετικά: όπως γνωρίζουµε, αν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e για µια πράξη «⋆» επί ενός συνόλου S, τότε αυτό είναι
µοναδικό. Στην περίπτωση του µέρους 6 ϐλέπουµε ότι ένα στοιχείο e µε την ιδιότητα a ⋆ e = a = e ⋆ a, ∀a ∈ Z+ εξαρτάται από
το a και άρα δεν µπορεί να είναι µοναδικό. ΄Ετσι ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του Z+.
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(5) Τέλος να εξετασθεί αν η εξίσωση:
a ⋆ x = b

έχει (µοναδική) λύση στο σύνολο G.

Λύση. ΄Εστω x, y ∈ G. Θα δείξουµε πρώτα ότι το x ⋆ y ∈ G, δηλαδή ότι η «⋆» είναι διµελής πράξη. Αν
λοιπόν x ⋆ y /∈ G τότε

x+ y + xy = −1 =⇒ x · (1 + y) + y + 1 = 0 =⇒ (x+ 1) · (y + 1) = 0 =⇒ x+ 1 = 0 ή y + 1 = 0

και άρα x = −1 ή y = −1. Σε κάθε περίπτωση όµως έχουµε άτοπο διότι x, y ∈ G, δηλαδή x ̸= −1 και
y ̸= −1. Εποµένως δείξαµε ότι η απεικόνιση «⋆» ορίζει µια (διµελή) πράξη ⋆ : G×G −→ G επί του G.

΄Εστω x, y, z ∈ G. ΄Εχουµε:

• Η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική :

x ⋆ (y ⋆ z) = x ⋆ (y + z + yz)

= x+ y + z + yz + xy + xz + xyz

= (x+ y + xy) ⋆ z

= (x ⋆ y) ⋆ z

• Η πράξη «⋆» είναι µεταθετική :

x ⋆ y = x+ y + xy

= y + x+ yx

= y ⋆ x

΄Αρα η πράξη ⋆ είναι προσεταιριστική και µεταθετική.

• Ουδέτερο στοιχείο : ΄Εστω στοιχείο e ∈ G έτσι ώστε x ⋆ e = x = e ⋆ x, ∀x ∈ G. Τότε

x+ e+ ex = x =⇒ e+ ex = 0 =⇒

 e · (1 + x) = 0

1 + x ̸= 0
=⇒ e = 0

Το στοιχείο e = 0 ∈ G πράγµατι ικανοποιεί τις σχέσεις x ⋆ 0 = x + 0 + 0 · x = x, ∀x ∈ G. Συνεπώς το
e = 0 είναι ουδέτερο στοιχείο της πράξης «⋆» επί του συνόλου G και είναι προφανώς µοναδικό.

• Αντίστροφο στοιχείο : ΄Εστω x ∈ G και υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα y ∈ G έτσι ώστε x ⋆ y = 0. Τότε

x+ y + x · y = 0 =⇒ y · (1 + x) = −x =⇒ y =
−x

1 + x
∈ G

διότι διαφορετικά, αν −x
1+x /∈ G, δηλαδή −x

1+x = −1, τότε καταλήγουµε στο άτοπο x = x+ 1.
Αντίστροφα ϑα έχουµε:

x ⋆
−x

1 + x
= x+

−x

1 + x
+

x · (−x)

1 + x
=

x+ x2 − x− x2

1 + x
= 0 =

−x

1 + x
⋆ x

Εποµένως για κάθε x ∈ G, υπάρχει y = −x
1+x ∈ G έτσι ώστε : x ⋆ y = 0 = y ⋆ x, δηλαδή:

x′ =
−x

1 + x

• Η Εξίσωση a ⋆ x = b : Για κάθε a, b ∈ G έχουµε:

a ⋆ x = b =⇒ a+ x+ ax = b

=⇒ x+ ax = b− a

=⇒ x · (1 + a) = b− a

=⇒ x =
b− a

1 + a
∈ G
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∆ιαφορετικά:

a ⋆ x = b =⇒ a′ ⋆ (a ⋆ x) = a′ ⋆ b

=⇒ (a′ ⋆ a) ⋆ x =
−a

1 + a
⋆ b

=⇒ 0 ⋆ x =
−a

1 + a
+ b+

−a

1 + a
· b

=⇒ x =
b− a

1 + a
∈ G

΄Αρα η εξίσωση a ⋆ x = b έχει µοναδική λύση την

x =
b− a

1 + a
■

΄Ασκηση 20. ΄Εστω ότι K συµβολίζει ένα από τα ακόλουθα σώµατα Q, R, C, και έστω Mm×n(K) το σύνολο
των m × n πινάκων µε στοιχεία από το K. Υπενθυµίζουµε ότι δύο πίνακες A,B ∈ Mm×n(K) καλούνται
ισοδύναµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος n× n πίνακας P και αντιστρέψιµος m×m πίνακας Q έτσι ώστε :

Q−1 ·A · P = B

(1) ∆είξτε ότι ορίζοντας :

A ∼ B ⇐⇒ ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον B

αποκτούµε µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Mm×n(K).
(2) Να περιγραφεί το σύνολο πηλίκο Mm×n(K)/ ∼.
(3) Είναι η πρόσθεση, και ο πολλαπλασιασµός πινάκων (όταν m = n), συµβιβαστή πράξη µε την σχέση

ισοδυναµίας πινάκων ;

Λύση. 1. ΄Εστω A,B,C ∈ Mm×n(K). ΄Εχουµε:

• Ανακλαστική ιδιότητα: δηλαδή A ∼ A :

Θεωρούµε τους πίνακες

Im =

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

 ∈ Mm×m(K) και In =

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

 ∈ Mn×n(K)

Τότε I−1
m · A · In = Im · A · In = A και άρα A ∼ A, δηλαδή ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον εαυτό

του.

• Συµµετρική ιδιότητα: δηλαδή A ∼ B ⇒ B ∼ A :

Επειδή A ∼ B υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες P ∈ Mn×n(K) και Q ∈ Mm×m(K) έτσι ώστε

Q−1 ·A · P = B =⇒ Q ·B · P−1 = A =⇒ (Q−1)−1 ·B · P−1 = A =⇒ B ∼ A

• Μεταβατική ιδιότητα: δηλαδή A ∼ B και B ∼ C ⇒ A ∼ C :

Επειδή A ∼ B και B ∼ C, υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακες P1, P2 ∈ Mn×n(K) και Q1, Q2 ∈
Mm×m(K) έτσι ώστε Q−1

1 ·A · P1 = B

Q−1
2 ·B · P2 = C

=⇒ Q−1
2 ·Q−1

1 ·A · P1 · P2 = C =⇒ (Q1 ·Q2)
−1 ·A · (P1 · P2) = C

=⇒ A ∼ C

΄Αρα η σχέση ‘‘∼’’ είναι σχέση ισοδυναµίας στο Mm×n(K).
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2. Από την Γραµµική ΄Αλγεβρα, γνωρίζουµε ότι :

A ∼ B ⇐⇒ r(A) = r(B) (†)
όπου r(A) είναι η ϐαθµίδα του πίνακα A. Ως συνέπεια έχουµε ότι αν A ∈ Mm×n(K) και r(A) = r, τότε
r(A) ≤ min{m,n} και

A ∼ Ir =



1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


όπου α αριθµός 1 εµφανίζεται r ϕορές. Ορίζουµε µια αντιστοιχία

Φ : Mm×n(K)/ ∼ −→ {0, 1, 2, · · · ,min{m,n}}, Φ
(
[A]

)
= r(A)

(1) Η Φ είναι καλά ορισµένη απεικόνιση: ΄Εστω A,B ∈ Mm×n(K), και έστω ότι οι κλάσεις ισοδυναµίας
τους ως προς την σχέση ισοδυναµίας ∼ είναι ίσες : [A] = [B]. Τότε όπως γνωρίζουµε, ισχύει ότι
A ∼ B και εποµένως από την σχέση (†) ϑα έχουµε r(A) = r(B). Αυτό σηµαίνει ότι Φ

(
[A]

)
=

Φ
(
[B]

)
και εποµένως η Φ είναι µια καλά ορισµένη απεικόνιση.

(2) Η Φ είναι «1-1»: ΄Εστω A,B ∈ Mm×n(K) και υποθέτουµε ότι Φ
(
[A]

)
= Φ

(
[B]

)
, δηλαδή r(A) =

r(B). Τότε από την σχέση (†) ϑα έχουµε A ∼ B και εποµένως [A] = [B], δηλαδή η απεικόνιση Φ
είναι 1-1.

(3) Η Φ είναι «επί»: ΄Εστω r ∈ {0, 1, 2, · · · ,min{m,n}}. Τότε ο m×n πίνακας Ir έχει ϐαθµίδα r(Ir) = r
και προφανώς: Φ([Ir]) = r.

Εποµένως η απεικόνιση Φ είναι µια 1-1 και επί αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου πηλίκο Mm×n(K)/ ∼ και
του συνόλου {0, 1, 2, · · · ,min{m,n}}:

Φ : Mm×n(K)/ ∼ −→
{
0, 1, 2, · · · ,min{m,n}

}
3. Θεωρούµε τους πίνακες :

A =

(
0 1
0 0

)
= B, Γ =

(
0 0
0 1

)
και ∆ =

(
0 0
1 0

)
Τότε A ∼ B και Γ ∼ ∆ διότι r(A) = r(B) = 1 και r(Γ) = r(∆) = 1. ΄Οµως r(AΓ) = 0 ̸= 1 = r(B∆)
αφού

A · Γ =

(
0 0
0 0

)
και B ·∆ =

(
1 0
0 0

)
Συνεπώς AΓ ≁ B∆ και άρα ο πολλαπλασιασµός πινάκων (όταν m = n) δεν είναι συµβιβαστή πράξη µε
την σχέση ισοδυναµίας πινάκων.

Θεωρούµε τους πίνακες A,Γ και ∆ όπως παραπάνω. Τότε A ∼ A και Γ ∼ ∆ αλλά r(A+Γ) = 1 ̸= 2 =
r(A+∆), αφού

A+ Γ =

(
0 1
0 1

)
και A+∆ =

(
0 1
1 0

)
Εποµένως A+Γ ≁ A+∆ και άρα η πρόσθεση πινάκων (όταν m = n) δεν είναι συµβιβαστή πράξη µε την
σχέση ισοδυναµίας πινάκων. ■


