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Αν (G, ⋆) είναι µια οµάδα, τότε ϑα συµβολίζουµε µε a−1 το αντίστροφο στοιχείο του a στην οµάδα G.

΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e και ϑεωρούµε στοιχεία a, b, c ∈ G.
Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) a ⋆ b ⋆ c = e.
(2) b ⋆ c ⋆ a = e.
(3) c ⋆ a ⋆ b = e.

Αν ικανοποιείται µια από τις παραπάνω σχέσεις, να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι γενικά a⋆c⋆ b ̸= e.

Λύση. (α) (1) =⇒ (2) ΄Εχουµε :

a ⋆ b ⋆ c = e =⇒ a−1 ⋆ (a ⋆ b ⋆ c) = a−1 ⋆ e

=⇒ (a−1 ⋆ a) ⋆ (b ⋆ c) = a−1

=⇒ e ⋆ (b ⋆ c) = a−1

=⇒ b ⋆ c = a−1

=⇒ b ⋆ c ⋆ a = a−1 ⋆ a

=⇒ b ⋆ c ⋆ a = e

(β) (2) =⇒ (3) ΄Εχουµε :

b ⋆ c ⋆ a = e =⇒ b−1 ⋆ (b ⋆ c ⋆ a) = b−1 ⋆ e

=⇒ (b−1 ⋆ b) ⋆ (c ⋆ a) = b−1

=⇒ e ⋆ (c ⋆ a) = b−1

=⇒ c ⋆ a = b−1

=⇒ c ⋆ a ⋆ b = b−1 ⋆ b

=⇒ c ⋆ a ⋆ b = e

(γ) (3) =⇒ (1) ΄Εχουµε :

c ⋆ a ⋆ b = e =⇒ c−1 ⋆ (c ⋆ a ⋆ b) = c−1 ⋆ e

=⇒ (c−1 ⋆ c) ⋆ (a ⋆ b) = c−1

=⇒ e ⋆ (a ⋆ b) = c−1

=⇒ a ⋆ b = c−1

=⇒ a ⋆ b ⋆ c = c−1 ⋆ c

=⇒ a ⋆ b ⋆ c = e
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Θεωρούµε την συµµετρική οµάδα (S3, ◦) επί του συνόλου X =
{
1, 2, 3

}
:

S3 =
{
f : X −→ X | η f είναι «1-1» και «επί»

}
όπου «◦» είναι η σύνθεση απεικονίσεων. Θεωρούµε τις µεταθέσεις

f =


1 7−→ 2

2 7−→ 1

3 7−→ 3

, g =


1 7−→ 2

2 7−→ 3

3 7−→ 1

, h =


1 7−→ 1

2 7−→ 3

3 7−→ 2

Τότε εύκολα υπολογίζουµε ότι f ◦ g ◦ h = IdX και f ◦ h ◦ g =


1 7−→ 3

2 7−→ 1

3 7−→ 2

̸= IdX . ■

΄Ασκηση 2. ΄Εστω ότι (G, ⋆) είναι µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e. Αν το σύνολο G έχει άρτιο πλήθος
στοιχείων, να δειχθεί ότι υπάρχει ένα στοιχείο a ̸= e στην G τέτοιο ώστε a ⋆ a = e.

Λύση. Επειδή η G έχει άρτιο πλήθος στοιχείων τότε |G| = 2λ, µε λ ≥ 1, και άρα το σύνολο G \ {e} έχει
2λ− 1 στοιχεία. Θεωρούµε το σύνολο

X =
{
x ∈ G \ {e} | x ̸= x−1

}
Αν x ∈ X τότε x ̸= e και x−1 ∈ X (διότι αν x−1 /∈ X τότε ϑα είχαµε x−1 = (x−1)−1 και άρα x−1 = x το
οποίο είναι άτοπο) και προφανώς x ̸= x−1, δηλαδή τα στοιχεία του συνόλου X εµφανίζονται κατά Ϲεύγη
(x, x−1) µε x ̸= x−1. Αυτό σηµαίνει ότι το πλήθος των στοιχείων του X είναι άρτιο.

Από την άλλη πλευρά το X είναι γνήσιο υποσύνολο του G\{e}, δηλαδή X ⊆ G\{e} και X ̸= G\{e},
διότι το X έχει άρτιο πλήθος στοιχείων και το G\{e} έχει περιττό πλήθος στοιχείων. ΄Αρα υπάρχει στοιχείο
a ∈ G \ {e} και a /∈ X. Αυτό όµως σηµαίνει ότι a ̸= e και a = a−1, δηλαδή a ⋆ a = e. ■

Υποθέτουµε ότι
⋆ : G×G −→ G, (a, b) 7−→ a ⋆ b

είναι µια προσεταιριστική πράξη ορισµένη επί του µη-κενού συνόλου G.
΄Ενα στοιχείο e ∈ G καλείται αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» αν : e ⋆ a = a, ∀a ∈ G.

Το στοιχείο e ∈ G καλείται δεξιό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» αν : a ⋆ e = a, ∀a ∈ G.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε το σύνολο R∗ = R \ {0} των µη-µηδενικών πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε µια
διµελή πράξη ⋆ : R∗ × R∗ −→ R∗ επί του R∗, ως εξής :

a ⋆ b := |a|b
(1) Να δειχθεί ότι η πράξη «⋆» προσεταιριστική.
(2) Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα αριστερό ουδέτερο στοιχείο και ένα δεξιό αντίστροφο στοιχείο για την

πράξη «⋆».
(3) Είναι το Ϲεύγος (R∗, ⋆) οµάδα ;
(4) Ποιά είναι η σηµασία της άσκησης ;

Λύση. (1) ΄Εστω a, b, c ∈ G. Θα δείξουµε ότι (a ⋆ b) ⋆ c = a ⋆ (b ⋆ c). ΄Εχουµε :

(a ⋆ b) ⋆ c = (|a|b) ⋆ c = ||a|b| c = |ab|c
και

a ⋆ (b ⋆ c) = a ⋆ (|b|c) = |a||b|c = |ab|c
Συνεπώς η «⋆» είναι µια προσεταιριστική διµελής πράξη επί του R∗.

(2) Για κάθε a ∈ R∗ έχουµε :
1 ⋆ a = |1| · a = 1 · a = a

και άρα το e = 1 είναι αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆». ΄Οµως, το e = 1 δεν είναι
ουδέτερο στοιχείο διότι δεν είναι δεξιό ουδέτερο στοιχείο. Για παράδειγµα για a = −1 έχουµε :

(−1) ⋆ 1 = | − 1| · 1 = 1 ̸= −1 = |1| · (−1) = 1 ⋆ (−1)
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Επίσης για κάθε a ∈ R∗ υπάρχει το στοιχείο b = 1
|a| ∈ R∗ έτσι ώστε

a ⋆ b = |a| · b = |a| · 1

|a|
= 1

Εποµένως για κάθε a ∈ R∗ το στοιχείο b = 1
|a| ∈ R∗ είναι ένα δεξιό αντίστροφο για την πράξη «⋆».

(3) Το Ϲεύγος (R∗, ⋆) δεν είναι οµάδα διότι δεν υπάρχει ουδέτερο στοιχείο.
(4) Η σηµασία αυτής της άσκησης είναι ότι µπορεί ένα Ϲεύγος (G, ⋆) να µην είναι οµάδα, αλλά όπως

είδαµε αυτό δεν σηµαίνει ότι δεν µπορεί να διαθέτει αριστερό (αντίστοιχα δεξιό) ουδέτερο στοιχείο
και δεξιό (αντίστοιχα αριστερό) αντίστροφο στοιχείο για τυχόν στοιχείο του συνόλου G. Εποµένως
αν έχουµε µια προσεταιριστική πράξη «⋆» ορισµένη επί ενός συνόλου G, αν υπάρχει ένα αριστερό
ουδέτερο στοιχείο e για την πράξη «⋆» επί του G, και αν κάθε στοιχείο του συνόλου G έχει δεξιό
αντίστροφο, τότε δεν συνεπάγεται ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα.

Από την άλλη πλευρά, στην ΄Ασκηση 13 αυτού του ϕυλλαδίου δείχνουµε ότι αν έχουµε µια
προσεταιριστική πράξη «⋆» ορισµένη επί ενός συνόλου G, αν υπάρχει ένα αριστερό (αντίστοιχα
δεξιό) ουδέτερο στοιχείο e ∈ G για την πράξη «⋆», και αν κάθε στοιχείο του G έχει αριστερό
(αντίστοιχα δεξιό) αντίστροφο τότε το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα. ■

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e. Αν ισχύει

x ⋆ x = e, ∀x ∈ G

να δειχθεί ότι η οµάδα (G, ⋆) είναι αβελιανή. Να δοθεί παράδειγµα αβελιανής οµάδας (G, ⋆) η οποία
περιέχει στοιχείο x έτσι ώστε x ⋆ x ̸= e.

Λύση. Επειδή x ⋆ x = e, ∀x ∈ G, έχουµε :

x ⋆ x = e =⇒ x ⋆ x ⋆ x−1 = e ⋆ x−1 =⇒ x ⋆ e = x−1 =⇒ x = x−1 (∗)
δηλαδή το αντίστροφο κάθε στοιχείου x ∈ G είναι το ίδιο το στοιχείο. Τότε για x = a ⋆ b έχουµε :

(a ⋆ b)−1 = a ⋆ b ⇐⇒ b−1 ⋆ a−1 = a ⋆ b ⇐⇒ b ⋆ a = a ⋆ b (∗∗)
αφού γνωρίζουµε ότι γενικά ισχύει (a ⋆ b)−1 = b−1 ⋆ a−1 και αφού εδώ, λόγω της υπόθεσης, είναι a = a−1

και b = b−1. Η σχέση (∗∗) ισχύει ∀a, b ∈ G, και εποµένως η οµάδα G είναι αβελιανή.

Για την αβελιανή οµάδα (Z4,+), έχουµε [3]4 + [3]4 = [6]4 = [2]4 ̸= [0]4. ■

΄Ασκηση 5. Να δειχθεί ότι το ανοιχτό διάστηµα (−1, 1) =
{
x ∈ R | − 1 < x < 1

}
της πραγµατικής

ευθείας αποτελεί αβελιανή οµάδα µε πράξη:

x ⋆ y =
x+ y

1 + xy

Λύση. Παρατηρούµε ότι : x ∈ (−1, 1)⇐⇒ |x| < 1.
΄Εστω ότι x, y ∈ (−1, 1). Θα δείξουµε πρώτα ότι το x⋆y ∈ (−1, 1), δηλαδή ότι η «⋆» είναι διµελής πράξη

επί του (−1, 1).
Καταρχήν, επειδή |x| < 1 και |y| < 1, έπεται ότι |xy| < 1 και γι΄ αυτό 1+ xy ̸= 0. Συνεπώς, έχει νόηµα

το κλάσµα x ⋆ y = x+y
1+xy .

Θα δείξουµε ότι x ⋆ y ∈ (−1, 1), δηλαδή µε άλλα λόγια ότι
∣∣∣ x+y
1+xy

∣∣∣ < 1 ή ισοδύναµα ότι : −1 < x ⋆ y =
x+y
1+xy < 1. Είναι :∣∣∣∣ x+ y

1 + xy

∣∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |x+ y| < |1 + xy| ⇐⇒ (x+ y)2 < (1 + xy)2 ⇐⇒

x2 + y2 < 1 + x2y2 ⇐⇒ x2 − 1 < y2(x2 − 1)

και επειδή x2 − 1 < 0, αφού | x |< 1, έχουµε:

x2 − 1 < y2(x2 − 1) ⇐⇒ 1 > y2
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Αλλά η 1 > y2 είναι αληθής, αφού | y |< 1. Συνεπώς, η πράξη «⋆» είναι καλά ορισµένη επί του συνόλου
(−1, 1).

΄Εστω x, y, z ∈ (−1, 1). ΄Εχουµε :
• Η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική :

x ⋆ (y ⋆ z) = x ⋆
( y + z

1 + yz

)
=

x+ y+z
1+yz

1 + x · y+z
1+yz

=
x+ y + z + xyz

1 + xy + yz + xz

και

(x ⋆ y) ⋆ z =
( x+ y

1 + xy

)
⋆ z =

x+y
1+xy + z

1 + x+y
1+xy · z

=
x+ y + z + xyz

1 + xy + yz + xz

΄Αρα η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική.

• Ουδέτερο στοιχείο : ΄Εστω στοιχείο e ∈ (−1, 1) έτσι ώστε x ⋆ e = x = e ⋆ x, ∀x ∈ (−1, 1). Τότε

x+ e

1 + xe
= x =⇒ x+ e = x+ x2e =⇒ e · (1− x2) = 0 =⇒ e = 0 ή x = ±1

και άρα e = 0 διότι x ∈ (−1, 1). Το στοιχείο e = 0 ∈ (−1, 1) και

x ⋆ 0 =
x+ 0

1 + x · 0
=

x

1
= x =

x

1
=

0 + x

1 + 0 · x
= 0 ⋆ x

για κάθε x ∈ (−1, 1). Συνεπώς το e = 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης «⋆».

• Αντίστροφο στοιχείο : ΄Εστω x ∈ (−1, 1) και υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα y ∈ (−1, 1) έτσι ώστε x ⋆ y = 0.
Τότε

x+ y

1 + xy
= 0 =⇒ x+ y = 0 =⇒ y = −x

και άρα έχουµε

x ⋆ (−x) = x+ (−x)
1 + x(−x)

=
0

1− x2
= 0 =

0

1− x2
=
−x+ x

1 + (−x)x
= (−x) ⋆ x

Εποµένως, επειδή −x ∈ (−1, 1), ∀x ∈ (−1, 1), έπεται ότι για κάθε x ∈ (−1, 1) το αντίστροφο στοιχείο του
x ως προς την πράξη «⋆» είναι το x′ = −x ∈ (−1, 1).

΄Αρα το Ϲεύγος
(
(−1, 1), ⋆

)
είναι οµάδα, η οποία είναι αβελιανή διότι, ∀x, y ∈ (−1, 1):

x ⋆ y =
x+ y

1 + xy
=

y + x

1 + yx
= y ⋆ x ■

΄Ασκηση 6. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e. Αν το σύνολο G έχει πεπε-
ϱασµένο πλήθος στοιχείων, να δειχθεί ότι για κάθε a ∈ G, υπάρχει ακέραιος n ∈ N, ο οποίος γενικά
εξαρτάται από το a, έτσι ώστε : an := a ⋆ a ⋆ · · · ⋆ a = e (το a εµφανίζεται σαν παράγοντας n ϕορές).
Επιπλέον να δειχθεί ότι :

∃N ∈ N : aN = e, ∀a ∈ G

Λύση. ΄Εστω a ∈ G. Θεωρούµε το σύνολο :

H =
{
an | n ∈ Z

}
=

{
· · · , a−2, a−1, e, a, a2, · · ·

}
⊆ G

το οποίο είναι πεπερασµένο σύνολο αφού είναι υποσύνολο της οµάδας G και |G| < ∞. Εποµένως τα
στοιχεία του H δεν µπορεί να είναι όλα διαφορετικά µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι δηλαδή υπάρχουν
i, j ∈ Z µε i ̸= j έτσι ώστε ai = aj . Τότε

ai = aj =⇒ ai ⋆ (aj)−1 = aj ⋆ (aj)−1 =⇒ ai ⋆ (aj)−1 = e

και
aj ⋆ a−j = aj−j = a0 = e =⇒ (aj)−1 = a−j
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Συνδυάζοντας τις δυο παραπάνω σχέσεις έχουµε :

ai ⋆ a−j = e =⇒ ai−j = e (∗)

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :
(1) Αν i > j τότε ϑέτοντας n = i− j ∈ N, από τη σχέση (∗) έπεται ότι an = e.
(2) Αν i < j τότε ϑέτοντας n = j − i ∈ N και χρησιµοποιώντας τη σχέση (∗) έχουµε :

a−n = e =⇒ an ⋆ a−n = an ⋆ e = an =⇒ an = an−n = a0 = e

΄Αρα πράγµατι για κάθε a ∈ G υπάρχει n ∈ N, το οποίο γενικά εξαρτάται από το a, έτσι ώστε an = e.

Επειδή η οµάδα G είναι πεπερασµένη µπορούµε να γράψουµε

G =
{
e = a1, a2, a3, · · · , am

}
Αποδείξαµε παραπάνω ότι για κάθε i = 1, · · · ,m υπάρχει ni ∈ N έτσι ώστε ani

i = e. Θέτουµε

N = n1n2 · · ·nm

Τότε για κάθε ai ∈ G έχουµε :

aNi = an1n2···nm
i = a

nin1n2···ni−1ni+1···nm

i = (ani
i )n1n2···ni−1ni+1···nm = en1n2···ni−1ni+1···nm = e

και άρα έχουµε το Ϲητούµενο : aN = e, ∀a ∈ G. ■

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα και a, b ∈ G. Να δειχθεί ότι :

(a ⋆ b)−1 = a−1 ⋆ b−1 ⇐⇒ a ⋆ b = b ⋆ a

Να συµπεράνετε ότι η οµάδα (G, ⋆) είναι αβελιανή αν και µόνον αν, ∀a, b ∈ G: (a ⋆ b)−1 = a−1 ⋆ b−1.

Λύση. Είναι :

(a ⋆ b)−1 = a−1 ⋆ b−1 ⇐⇒
(
(a ⋆ b)−1

)−1
=

(
a−1 ⋆ b−1

)−1 ⇐⇒
a ⋆ b = (b−1)−1 ⋆ (a−1)−1 ⇐⇒ a ⋆ b = b ⋆ a

Αν λοιπόν η οµάδα G είναι αβελιανή, τότε ∀a, b ∈ G είναι a ⋆ b = b ⋆ a, άρα ∀a, b ∈ G είναι (a ⋆ b)−1 =
a−1 ⋆ b−1.
Αντίστροφα, αν ∀a, b ∈ G είναι (a ⋆ b)−1 = a−1 ⋆ b−1, τότε ∀a, b ∈ G είναι a ⋆ b = b ⋆ a και η G είναι µια
αβελιανή οµάδα. ■

΄Εστω ότι M ένα σύνολο και ⋆ : M ×M −→M , (a, b) 7−→ a ⋆ b, µια διµελής πράξη ορισµένη επί του
M . Υπενθυµίζουµε ότι το Ϲεύγος (M,⋆) καλείται µονοειδές, αν :

(1) Η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική.
(2) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ G για την πράξη «⋆».

Το µονοειδές (M,⋆) καλείται µεταθετικό µονοειδές αν η πράξη «⋆» είναι µεταθετική.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (M,⋆) είναι ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e.
(1) Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (U(M), ⋆), όπου

U(M) =
{
x ∈M | ∃x′ ∈M : x ⋆ x′ = e = x′ ⋆ x

}
είναι το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (M,⋆), είναι οµάδα η οποία καλείται
η οµάδα των αντιστρέψιµων στοιχείων του µονοειδούς (M,⋆).

Επιπλέον να δειχθεί ότι αν το µονοειδές (M,⋆) είναι µεταθετικό, τότε η οµάδα (U(M), ⋆) είναι
αβελιανή.

(2) Να ϐρεθούν οι οµάδες (U(N), ·), (U(Z), ·) και (U(Zn), ·) των µονοειδών (N, ·), (Z, ·), και (Zn, ·),
όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός.
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(3) Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (Z× Z, ⋆), όπου

(x1, x2) ⋆ (y1, y2) = (x1y1, x2y2)

ένα ένα µεταθετικό µονοειδές και να προσδιορισθεί η αβελιανή οµάδα (U(Z× Z), ⋆).

Λύση. (1) Παρατηρούµε ότι το σύνολο U(M) δεν είναι το κενό σύνολο. Πράγµατι επειδή προφανώς
το αντίστροφο του ουδετέρου στοιχείου e συµπίπτει µε το e, έπεται ότι e ∈ U(M).

Θα δείξουµε πρώτα ότι το υποσύνολο U(M) είναι κλειστό στην πράξη «⋆».
΄Εστω x, y ∈ U(M). Τότε :

∃x′ ∈M & y′ ∈M : x ⋆ x′ = e = x′ ⋆ x & y ⋆ y′ = e = y′ ⋆ y

Εποµένως χρησιµοποιώντας την προσεταιριστική ιδιότητα ϑα έχουµε:

(x ⋆ y) ⋆ (y′ ⋆ x′) = x ⋆ (y ⋆ y′) ⋆ x = x ⋆ e ⋆ x′ = x ⋆ x′ = e

(y′ ⋆ x′) ⋆ (x ⋆ y) = y′ ⋆ (x′ ⋆ x) ⋆ y = y′ ⋆ e ⋆ y = y′ ⋆ y = e

Αυτό σηµαίνει ότι ϑα έχουµε x⋆y ∈ U(M). ΄Ετσι το σύνολο U(M) είναι εφοδιασµένο µε την πράξη
«⋆» και η προφανώς η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική επί του U(M) διότι είναι προσεταιριστική
επί του M , και το στοιχείο e είναι ουδέτερο στοιχείο της πράξης «⋆» επί του U(M). ΄Ετσι έχουµε το
µονοειδές (U(M), ⋆), το οποίο είναι οµάδα, αν κάθε στοιχείο του είναι αντιστρέψιµο. Αυτό όµως
ισχύει από τον ορισµό του υποσυνόλου U(M): αν x ∈ U(M), τότε υπάρχει x′ ∈ M έτσι ώστε :
x ⋆ x′ = e = x′ ⋆ x, και τότε x′ ∈ U(M) και το στοιχείο x′ είναι το αντίστροφο του x. ΄Αρα το Ϲεύγος
(U(M), ⋆) είναι οµάδα.

Προφανώς αν το µονοειδές (M,⋆) είναι µεταθετικό, τότε η οµάδα (U(M), ⋆) είναι αβελιανή.
(2) Υπολογίζουµε εύκολα ότι :

(αʹ) U(N) = {1}.
∆ιότι αν n ∈ N και υπάρχει n′ ∈ N έτσι ώστε n · n′ = 1 = n′ · n, τότε αναγκαστικά n = 1.

(ϐʹ) U(Z) = {1,−1}.
∆ιότι αν n ∈ Z και υπάρχει n′ ∈ Z έτσι ώστε n · n′ = 1 = n′ · n, τότε αναγκαστικά n = 1 ή
n = −1.

(γʹ) U(Zn) = {[k]n ∈ Zn | 1 ≤ k ≤ n & (k, n) = 1}.
Πράγµατι : Zn = {[0]n, [1]n, · · · , [n − 1]n} και αν [k]n ∈ U(Zn), τότε υπάρχει [k′]n ∈ Zn έτσι
ώστε :

[k]n · [k′]n = [1]n =⇒ [k · k′]n = [1]n =⇒ n | 1− k · k′ =⇒ 1 = k · k′ + n · n′ για κάποιο n′ ∈ Z

Τότε όµως, όπως γνωρίζουµε από την Θεωρία Αριθµών: (k, n) = 1.
Αντίστροφα αν (k, n) = 1, τότε υπάρχουν ακέραιοι k′, n′ ∈ Z έτσι ώστε :

1 = k · k′+n ·n′ =⇒ [1]n = [k · k′]n+ [n ·n′]n =⇒ [1]n = [k]n · [k′]n+ [n]n · [n′]n =⇒ [1]n = [k]n · [k′]n
Επειδή η πράξη του πολλαπλασιασµού «·» επί του συνόλου Zn είναι µεταθετική, η τελευταία
σχέση δείχνει ότι [k]n ∈ U(Zn). Σηµειώνουµε ότι |U(Zn)| = φ(n), όπου φ είναι η συνάρτηση
του Euler.

(3) Χρησιµοποιώντας ότι η συνήθης πράξη πολλαπλασιασµού ακεραίων είναι προσετιαριστική και
µεταθετική πράξη, εύκολα ϐλέπουµε ότι η πράξη «⋆» επί του Z × Z είναι µεταθετική και προσε-
ταιριστική. Επίσης :

∀(x, y) ∈ Z× Z : (x, y) ⋆ (1, 1) = (x, y) = (1, 1) ⋆ (x, y)

∆ηλαδή το στοιχείο (1, 1) είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του συνόλου Z× Z. Επο-
µένως το Ϲεύγος (U(Z× Z), ⋆) είναι ένα µεταθετικό µονοειδές.

΄Εστω (x, y) ∈ U(Z×Z). Τότε υπάρχει στοιχείο (z, w) ∈ Z×Z έτσι ώστε (x, y) ⋆ (z, w) = (1, 1).
Ισοδύναµα, επειδή οι αριθµοί x, y, z, w είναι ακέραιοι, ϑα έχουµε:

(xz, yw) = (1, 1) =⇒ xz = 1 & yw = 1 =⇒ x = ±1 & z = ±1

Εποµένως
U(Z× Z) =

{
(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)

}
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και ο πίνακας Cayley της οµάδας είναι ο ακόλουθος :

⋆ (1,1) (1,−1) (−1,1) (−1,−1)
(1,1) (1, 1) (1,−1) (−1, 1) (−1,−1)
(1,−1) (1,−1) (1, 1) (−1,−1) (−1, 1)
(−1,1) (−1, 1) (−1,−1) (1, 1) (1,−1)
(−1,−1) (−1,−1) (−1, 1) (1,−1) (1, 1)

■

Παρατήρηση. Αν (M,⋆) είναι ένα µονοειδές, τότε προφανώς το Ϲεύγος (M,⋆) είναι οµάδα αν και µόνον αν
U(M) = M .

΄Ασκηση 9. Βρείτε όλους τους πιθανούς πίνακες Cayley οµάδων µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 4.

Λύση. ΄Εστω (G, ⋆) µια οµάδα µε 4 στοιχεία. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
G =

{
e, a, b, c

}
, όπου e είναι το ουδέτερο στοιχείο της G. Θέλουµε να συµπληρώσουµε τον παρακάτω

πίνακα :
⋆ e a b c
e e a b c
a a
b b
c c

Παρατηρούµε ότι επειδή η G έχει άρτιο πλήθος στοιχείων οφείλει, λόγω της ΄Ασκησης 2, να έχει ένα
στοιχείο x ̸= e, για το οποίο ισχύει ότι x2 = x ⋆ x = e.

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας1 µπορούµε να υποθέσουµε ότι αυτό το στοιχείο είναι το a, δηλαδή
a ⋆ a = e. ΄Ετσι τώρα ο πίνακας Cayley της οµάδας παίρνει τη µορφή:

⋆ e a b c
e e a b c
a a e
b b
c c

Επειδή, γενικώς γνωρίζουµε ότι όταν η G είναι (πεπερασµένη) οµάδα, τότε κάθε στήλη και κάθε γραµµή
του αντίστοιχου πίνακα Cayley, οφείλει να περιέχει κάθε στοιχείο της G ακριβώς µία ϕορά, ο πίνακας
Cayley παίρνει τη µορφή:

⋆ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c
c c b

Τώρα για το γινόµενο b ⋆ b υπάρχουν δύο επιλογές :

b ⋆ b =


e

ή
a

Η πρώτη περίπτωση δίνει τον πίνακα

⋆ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e
c c b

και η δεύτερη τον

⋆ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a
c c b

1Καταλήγουµε σε παρόµοιους πίνακες, αν επιλέξουµε b ⋆ b = e ή c ⋆ c = e.
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Τώρα όµως, χρησιµοποιώντας ότι κάθε στήλη και κάθε γραµµή του πίνακα Cayley µιας οµάδας G,
οφείλει να περιέχει κάθε στοιχείο της G ακριβώς µία ϕορά, οι δύο παραπάνω πίνακες συµπληρώνονται
κατά µοναδικό τρόπο και παίρνουµε:

Πίνακας Α΄ :

⋆ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Πίνακας Β΄:

⋆ e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c a e
c c b e a

Η οµάδα που έχει ως πίνακα πράξης τον Πίνακα Α΄ ονοµάζεται η οµάδα V4 των τεσσάρων στοιχείων
του Klein.

• Μια οµάδα που είναι «ισόµορφη», δηλαδή δοµικά ίδια, µε την οµάδα V4 του Klein είναι το ευθύ
γινόµενο της (Z2,+) µε τον εαυτό της, δηλαδή η Z2 × Z2 µε την επαγόµενη πράξη.

Z2 × Z2 =
{
([0]2, [0]2), ([0]2, [1]2), ([1]2, [0]2), ([1]2, [1]2)

}
([a]2, [b]2) + ([c]2, [d]2) = ([a]2 + [c]2, [b]2 + [d]2) = ([a+ c]2, [b+ d]2)

που έχει πίνακα Cayley :

+ ([0], [0]) ([1], [0]) ([0], [1]) ([1], [1])
([0], [0]) ([0], [0]) ([1], [0]) ([0], [1]) ([1], [1])
([1], [0]) ([1], [0]) ([0], [0]) ([1], [1]) ([0], [1])
([0], [1]) ([0], [1]) ([1], [1]) ([0], [0]) ([1], [0])
([1], [1]) ([1], [1]) ([0], [1]) ([1], [0]) ([0], [0])

όπου για ευκολία συµβολίσαµε µε [a] το στοιχείο [a]2 ∈ Z2, a = 0, 1.

− Προσέξτε ότι η αντιστοιχία

e←→ ([0], [0]), a←→ ([1], [0]), b←→ ([0], [1]), c←→ ([1], [1])

µεταξύ των στοιχείων της G και των στοιχείων της Z2 × Z2 µεταφέρεται και σε αντιστοιχία µεταξύ των
στοιχείων του Πίνακα Α΄ και των στοιχείων του πίνακα Cayley της Z2 × Z2.

• Μια οµάδα που είναι «ισόµορφη», δηλαδή δοµικά ίδια, µε την οµάδα που έχει ως πίνακα Cayley τον
Πίνακα Β΄ είναι η (Z4,+). Ο πίνακας Cayley της (Z4,+) είναι ο :

+ [0] [1] [2] [3]
[0] [0] [1] [2] [3]
[1] [1] [2] [3] [0]
[2] [2] [3] [0] [1]
[3] [3] [0] [1] [2]

όπου για ευκολία συµβολίσαµε µε [a] το στοιχείο [a]4 ∈ Z4, a = 0, 1, 2, 3.

− Προσέξτε ότι η αντιστοιχία

e←→ [0], a←→ [1], b←→ [2], c←→ [3]

µεταξύ των στοιχείων της G και των στοιχείων της Z4 µεταφέρεται και µεταξύ των στοιχείων του Πίνακα Β΄
και των στοιχείων του πίνακα Cayley της Z4. ■

Παρατήρηση. Οι πίνακες Cayley Α΄ και Β΄ είναι διαφορετικοί : ο Πίνακας Α΄ είναι ο πίνακας Cayley µιας
οµάδας G κάθε στοιχείο a της οποίας ικανοποιεί τη σχέση a2 = a ⋆ a = e. Ο Πίνακας Β΄ είναι ο πίνακας
Cayley µιας οµάδας G στην οποία υπάρχει στοιχείο x έτσι ώστε x2 = x ⋆ x ̸= e.

Η οµάδα G µε πίνακα Cayley τον Πίνακα Α΄ µπορεί να περιγραφεί ως

G =
{
e, a, b, a ⋆ b

}
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Η οµάδα G µε πίνακα Cayley τον Πίνακα Β΄ µπορεί να περιγραφεί ως

G =
{
e, b, b2, b3

}
Παρατηρούµε ότι και στις δύο δυνατές περιπτώσεις οµάδας µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 4, η οµάδα είναι
αβελιανή. Κάθε οµάδα µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 4, πιθανόν µετά από κάποια αναδιάταξη των στοιχείων
της, έχει πίνακα Cayley είτε το πίνακα Α΄ είτε τον πίνακα Β΄. ▲

΄Ασκηση 10. Να δειχθεί µε ένα παράδειγµα, ότι είναι δυνατόν η εξίσωση x ⋆ x = e να έχει περισσότερες
από δύο λύσεις, σε µια οµάδα (G, ⋆) µε ταυτοτικό στοιχείο e.

Λύση. Η οµάδα των τεσσάρων στοιχείων V4 = {e, a, b, c} του Klein είναι ένα τέτοιο παράδειγµα, αφού
έχουµε ότι

a ⋆ a = e, b ⋆ b = e, c ⋆ c = e

Ιδιαίτερα αν ταυτίσουµε την οµάδα V4 του Klein µε την οµάδα (Z2 × Z2,+), όπως στην προηγούµενη
΄Ασκηση 9, τότε (εδώ [a] σηµαίνει [a]2) :

a = ([1], [0]) =⇒ ([1], [0]) + ([1], [0]) = ([0], [0])

b = ([0], [1]) =⇒ ([0], [1]) + ([0], [1]) = ([0], [0])

c = ([1], [1]) =⇒ ([1], [1]) + ([1], [1]) = ([0], [0])

Για ένα άλλο ενδιαφέρον παράδειγµα δείτε την ΄Ασκηση 13. ■

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ GL4(R) και B =


0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ GL4(R)

και έστω
G =

{
An ∈ GL4(R) | n ∈ Z

}
και G′ =

{
Bn ∈ GL4(R) | n ∈ Z

}
Να δείξετε ότι τα Ϲεύγη (G, ·) και (G′, ·), όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός πινάκων, είναι
αβελιανές οµάδες. Πόσα στοιχεία έχουν οι οµάδες G και G′;

Λύση. Υπολογίζοντας τις δυνάµεις An και Bn ϐρίσκουµε ότι

A2 = I4, B2 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , B3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

 , B4 = I4

΄Αρα τα σύνολα G και G′ είναι τα ακόλουθα :

G =
{
I4, A

}
και G′ =

{
I4, B,B2, B3

}
Είναι ϕανερό ότι τα σύνολα G και G′ είναι οµάδες µε A−1 = A και B−1 = B3. Η οµάδα G είναι προφανώς
αβελιανή και αφού

Bi ·Bj = Bi+j = Bj+i = Bj ·Bi

έπεται ότι η οµάδα G′ είναι αβελιανή. Τέλος έχουµε |G| = 2 και |G′| = 4. ■

Αν (G, ⋆) είναι µια οµάδα και a ∈ G, τότε η κυκλική υποοµάδα η οποία παράγεται από το στοιχείο
a είναι το σύνολο

⟨a⟩ =
{
an ∈ G | nZ

}
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και το Ϲεύγος (⟨a⟩, ⋆) είναι µια αβελιανή οµάδα. Αν η οµάδα έχει δοθεί µε προσθετικό συµβολισµό (G,+),
τότε

⟨a⟩ =
{
na ∈ G | nZ

}
Το στοιχείο a καλείται γεννήτορας της G αν: ⟨a⟩ = G.

΄Ασκηση 12. Μελετήστε τη δοµή της οµάδας (Z6,+), και συµπληρώστε τον πίνακα Cayley

+ [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6
[0]6
[1]6
[2]6
[3]6
[4]6
[5]6

Λύση. Ο πίνακας Cayley της (Z6,+) είναι ο ακόλουθος (εδώ [a] σηµαίνει [a]6) :

+ [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[0] [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[1] [1] [2] [3] [4] [5] [0]
[2] [2] [3] [4] [5] [0] [1]
[3] [3] [4] [5] [0] [1] [2]
[4] [4] [5] [0] [1] [2] [3]
[5] [5] [0] [1] [2] [3] [4]

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις κυκλικές υποοµάδες που παράγονται από τα στοιχεία της Z6. ΄Εχουµε :
• ⟨[0]⟩ = {[0]}
• ⟨[1]⟩ = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]} = ⟨[5]⟩
• ⟨[2]⟩ = {[0], [2], [4]} = ⟨[4]⟩
• ⟨[3]⟩ = {[0], [3]}

Παρατηρούµε ότι
Z6 = ⟨[1]⟩ = ⟨[5]⟩

και εποµένως τα στοιχεία [1] και [5] είναι οι γεννήτορες της οµάδας (Z6,+). ■

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G =
{
α0, α1, α2, β1, β2, β3 : Q \ {0, 1} −→ Q \ {0, 1}

}
όπου:

α0(x) = x, α1(x) =
1

1− x
, α2(x) =

x− 1

x

β1(x) =
1

x
, β2(x) = 1− x, β3(x) =

x

x− 1
Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ◦), όπου «◦» είναι πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, αποτελεί µια µη-αβελιανή
οµάδα. Να συµπληρωθεί ο αντίστοιχος πίνακας Cayley της οµάδας (G, ◦).

Λύση. Ο πίνακας Cayley της G είναι ο ακόλουθος :

◦ α0 α1 α2 β1 β2 β3
α0 α0 α1 α2 β1 β2 β3
α1 α1 α2 α0 β3 β1 β2
α2 α2 α0 α1 β2 β3 β1
β1 β1 β2 β3 α0 α1 α2

β2 β2 β3 β1 α2 α0 α1

β3 β3 β1 β2 α1 α2 α0
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Οι υπολογισµοί στον πίνακα δείχνουν ότι το σύνολο G είναι κλειστό στη πράξη της σύνθεσης, και εποµένως
η σύνθεση είναι µια καλά ορισµένη πράξη επί του συνόλου G:

◦ : G×G −→ G

Γνωρίζουµε ότι η σύνθεση απεικονίσεων είναι προσεταιριστική. Επίσης η απεικόνιση α0 = IdQ\{0,1} είναι
το ουδέτερο στοιχείο και τα αντίστροφα στοιχεία των απεικονίσεων α0, α1, α2, β1, β2, β3 είναι τα εξής :

α−1
1 = α2, α−1

2 = α1, β−1
1 = β1, β−1

2 = β2, β−1
3 = β3

΄Αρα το Ϲεύγος (G, ◦) είναι οµάδα. Να σηµειώσουµε ότι τα στοιχεία β1, β2, β3 έχουν την ιδιότητα :

β2
1 = IdQ\{0,1} = α0, β2

2 = IdQ\{0,1} = α0, β2
3 = IdQ\{0,1} = α0

δηλαδή τα στοιχεία β1, β2, β3 είναι λύσεις της εξίσωσης x2 = IdQ\{0,1} στη G (ϐλέπε την ΄Ασκηση 10).
΄Οµως η οµάδα (G, ◦) δεν είναι αβελιανή, διότι για παράδειγµα :

(β1 ◦ α2)(x) = β1(α2(x)) = β1
(x− 1

x

)
=

1
x−1
x

=
x

x− 1
= β3(x)

(α2 ◦ β1)(x) = α2(β1(x)) = α2

(1
x

)
=

1
x − 1

1
x

=
1−x
x
1
x

= 1− x = β2(x)

και άρα β1 ◦ α2 = β3 ̸= β2 = α2 ◦ β1. ■

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι «⋆» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί ενός συνόλου G. Υποθέτουµε ότι :
(1) Υπάρχει ένα στοιχείο2 e ∈ G: e ⋆ x = x, ∀x ∈ G.
(2) Για κάθε x ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο3 x′ ∈ G: x′ ⋆ x = e.

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα.

Λύση. Επειδή e ⋆ x = x, ∀x ∈ G, τότε επιλέγοντας x = e έχουµε

e ⋆ e = e (3)

Επίσης επειδή για κάθε x ∈ G υπάρχει ένα στοιχείο x′ ∈ G έτσι ώστε x′ ⋆ x = e, τότε έπεται ότι

(x′)′ ⋆ x′ = e (4)

΄Εστω x ∈ G. Τότε από την υπόθεση (2) και τη σχέση (3) έχουµε :

(x′ ⋆ x) ⋆ e = e ⋆ e = e = x′ ⋆ x =⇒ (x′ ⋆ x) ⋆ e = x′ ⋆ x

=⇒ (x′)′ ⋆
[
(x′ ⋆ x) ⋆ e

]
= (x′)′ ⋆ (x′ ⋆ x)

=⇒
[
(x′)′ ⋆ (x′ ⋆ x)

]
⋆ e =

[
(x′)′ ⋆ x′

]
⋆ x

(4)
=⇒

(
[(x′)′ ⋆ x′] ⋆ x

)
⋆ e = e ⋆ x

(4)
=⇒ (e ⋆ x) ⋆ e = e ⋆ x

(1)
=⇒ x ⋆ e = e ⋆ x

Εποµένως δείξαµε ότι
e ⋆ x = x = x ⋆ e, ∀x ∈ G (5)

2΄Ενα στοιχείο e ∈ G έτσι ώστε e ⋆ x = x, ∀x ∈ G, καλείται αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆».
3Αν για την προσεταιριστική πράξη «⋆» επί του συνόλου G υπάρχει αριστερό ουδέτερο στοιχείο e, τότε ένα στοιχείο x′ ∈ G

έτσι ώστε x′ ⋆ x = e, καλείται αριστερό αντίστροφο στοιχείο του x για την πράξη «⋆».
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΄Εστω x ∈ G. Από την υπόθεση (2) έχουµε :

x′ ⋆ x = e =⇒ (x′ ⋆ x) ⋆ x′ = e ⋆ x′ = x′

=⇒ (x′)′ ⋆
[
(x′ ⋆ x) ⋆ x′

]
= (x′)′ ⋆ x′

(4)
=⇒

[
(x′)′ ⋆ x′

]
⋆ (x ⋆ x′) = e

(4)
=⇒ e ⋆ (x ⋆ x′) = e

(1)
=⇒ x ⋆ x′ = e

΄Αρα έχουµε ότι
∀x ∈ G, ∃ x′ ∈ G : x′ ⋆ x = e = x ⋆ x′ (6)

Συνεπώς από τις σχέσεις (5) και (6) συµπεραίνουµε ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα. ■

΄Ασκηση 15. Γνωρίζουµε ότι αν (G, ⋆) είναι µια οµάδα, τότε οι εξισώσεις

a ⋆ x = b και x ⋆ a = b

έχουν (µοναδική) λύση για κάθε a, b ∈ G.
Αντίστροφα: να δειχθεί ότι αν «⋆» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του µη-κενού συνόλου G και οι

παραπάνω εξισώσεις έχουν λύση για κάθε a, b ∈ G, τότε υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ G για την πράξη
«⋆» και το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι µια οµάδα.

Λύση. Υποθέτουµε ότι οι εξισώσεις a ⋆ x = b και x ⋆ a = b έχουν λύση για κάθε a, b ∈ G. ΄Εστω a ένα
στοιχείο της G και έστω e µια λύση της εξίσωσης x ⋆ a = a, δηλαδή e ⋆ a = a. Θα δείξουµε ότι e ⋆ b = b
για κάθε b ∈ G. ΄Εστω c µια λύση της εξίσωσης a ⋆ x = b, δηλαδή a ⋆ c = b. Τότε για κάθε b ∈ G έχουµε :

e ⋆ b = e ⋆ (a ⋆ c) = (e ⋆ a) ⋆ c = a ⋆ c = b =⇒ e ⋆ b = e, ∀b ∈ G (1)

΄Εστω a ∈ G και ϑεωρούµε την εξίσωση x ⋆ a = e. Τότε έχουµε ότι υπάρχει a′ ∈ G έτσι ώστε a′ ⋆ a = e.
Εποµένως δείξαµε ότι

∀a ∈ G, ∃ a′ ∈ G έτσι ώστε : a′ ⋆ a = e (2)

Από την ΄Ασκηση 13 και τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι µια οµάδα. ■

΄Ασκηση 16. 1. Στο σύνολο G = R∗ × R ορίζουµε µια πράξη «⋆» ως εξής :

⋆ : G×G −→ G, (a, b) ⋆ (c, d) = (ac, ad+ b)

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα.
2. Να δειχθεί ότι το σύνολο

G′ =
{
f : R −→ R | f(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0

}
εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων είναι οµάδα.

3. Παρατηρείτε κάποια σχέση µεταξύ των οµάδων, G και G′;

Λύση. 1. ΄Εστω (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) ∈ G = R∗ × R. ΄Εχουµε :

• Η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική :

(a1, b1) ⋆
[
(a2, b2) ⋆ (a3, b3)

]
= (a1, b1) ⋆ (a2a3, a2b3 + b2) = (a1a2a3, a1a2b3 + a1b2 + b1)

και[
(a1, b1) ⋆ (a2, b2)

]
⋆ (a3, b3) = (a1a2, a1b2 + b1) ⋆ (a3, b3) = (a1a2a3, a1a2b3 + a1b2 + b1)
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΄Αρα η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική.

• Ουδέτερο στοιχείο : ΄Εστω στοιχείο (e1, e2) ∈ G έτσι ώστε (a, b)⋆(e1, e2) = (a, b) = (e1, e2)⋆(a, b)
για κάθε (a, b) ∈ G. Τότε

(ae1, ae2 + b) = (a, b) =⇒

 ae1 = a

ae2 + b = b

a̸=0
=⇒

 e1 = 1

e2 = 0

Το στοιχείο e = (e1, e2) = (1, 0) ∈ G = R∗ × R και

(a, b) ⋆ (1, 0) = (a · 1, a · 0 + b) = (a, b) = (1 · a, 1 · b+ 0) = (1, 0) ⋆ (a, b)

για κάθε (a, b) ∈ G. Συνεπώς το e = (1, 0) είναι το ουδέτερο στοιχείο της πράξης «⋆».

• Αντίστροφο στοιχείο : ΄Εστω (a, b) ∈ G και υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα (x, y) ∈ G έτσι ώστε
(a, b) ⋆ (x, y) = (1, 0). Τότε

(ax, ay + b) = (1, 0) =⇒

 ax = 1

ay + b = 0

a̸=0
=⇒


x = 1

a

y = − b
a

και άρα έχουµε

(a, b) ⋆ (
1

a
,− b

a
) = (a

1

a
,−ba

a
+ b) = (1, 0) = (

1

a
a,

b

a
− b

a
) = (

1

a
,− b

a
) ⋆ (a, b)

Εποµένως για κάθε (a, b) ∈ G το αντίστροφο στοιχείο της πράξης «⋆» είναι (a, b)′ = ( 1a ,−
b
a) ∈ G.

΄Αρα το Ϲεύγος (G, ⋆) είναι οµάδα. Παρατηρούµε ότι η οµάδα G δεν είναι αβελιανή διότι για
παράδειγµα

(1, 2) ⋆ (2, 3) = (2, 5) ̸= (2, 7) = (2, 3) ⋆ (1, 2)

2. Για κάθε f ∈ G′ ϑα γράφουµε f := fa,b : R −→ R, όπου fa,b(x) = ax+ b µε a ̸= 0. ΄Εχουµε :

• Η πράξη «◦» είναι προσεταιριστική : Είναι γνωστό ότι η σύνθεση απεικονίσεων «◦» είναι προσεται-
ϱιστική.

• Ουδέτερο στοιχείο : Η ταυτοτική απεικόνιση f1,0 = IdR : R −→ R, IdR(x) = x = 1 · x+ 0 ∈ G′,
είναι προφανώς το ουδέτερο στοιχείο της G′.

• Αντίστροφο στοιχείο : ΄Εστω fa,b ∈ G′ και υποθέτουµε ότι υπάρχει µια συνάρτηση fc,d ∈ G′ έτσι
ώστε fa,b ◦ fc,d = f1,0. Τότε για κάθε x ∈ R έχουµε :

fa,b
(
fc,d(x)

)
= x =⇒ fa,b(cx+ d) = x =⇒ a · (cx+ d) + b = x =⇒ acx+ ad+ b = x

=⇒

 ad+ b = 0

ac = 1

a̸=0
=⇒

 d = − b
a

c = 1
a

΄Αρα έχουµε

fa,b
(
f 1

a
,− b

a
(x)

)
= fa,b(

1

a
x− b

a
) = a

1

a
x− a

b

a
+ b = x =⇒ fa,b ◦ f 1

a
,− b

a
= f1,0

και όµοια δείχνουµε ότι
f 1

a
,− b

a
◦ fa,b = f1,0

Εποµένως για κάθε fa,b ∈ G′ το αντίστροφο στοιχείο είναι η συνάρτηση

(fa,b)
′ = (fa,b)

−1 = f 1
a
,− b

a
∈ G′
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΄Αρα το σύνολο (G′, ◦) είναι οµάδα, η οποία δεν είναι αβελιανή διότι γενικά η σύνθεση συναρτήσεων
δεν είναι µεταθετική:

fa,b ◦ fc,d = fac,ad+b και fc,d ◦ fa,b = fca,cb+d

΄Ετσι για παράδειγµα:

f1,1 ◦ f−1,1 = f−1,2 ̸= f−1,0 = f−1,1 ◦ f1,1
3. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια αντιστοιχία µεταξύ των στοιχείων, των πράξεων, των ουδέτερων

στοιχείων και των αντίστροφων στοιχείων της G και G′ αντίστοιχα :

G ←→ G′

(a, b) ←→ fa,b(x) = ax+ b

(a, b) ⋆ (c, d) = (ac, ad+ b) ←→ fa,b ◦ fc,d = fac,ad+b

(1, 0) ←→ f1,0 = IdR

(a, b)′ = (
1

a
,− b

a
) ←→ (fa,b)

′ = f 1
a
,− b

a

Αργότερα ϑα δείξουµε ότι αυτές οι οµάδες είναι «ισόµορφες» µεταξύ τους, δηλαδή ότι υπάρχει µια
απεικόνιση από τη G στη G′ η οποία διατηρεί τις πράξεις των οµάδων και είναι «1-1» και «επί». ■

΄Ασκηση 17. ΄Εστω (M,⋆1) και (M2, ⋆2) δύο µονοειδή. Να δειχθεί ότι ορίζοντας :

(m1,m2) ⋆ (n1, n2) = (m1 ⋆1 n1,m2 ⋆2 n2)

το Ϲεύγος (M1×M2, ⋆) είναι ένα µονοειδές, το οποίο καλείται µονοειδές ευθύ γινόµενο των (M,⋆1) και
(M,⋆2). Επιπλέον να δειχθούν τα εξής :

(1) Το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι µεταθετικό αν και µόνον αν τα µονοειδή (M1, ⋆1) και (M2, ⋆2)
είναι µεταθετικά.

(2) Για τις αντίστοιχες οµάδες των αντιστρέψιµων στοιχείων έχουµε:

U(M1 ×M2, ⋆) = U(M1, ⋆1)× U(M2, ⋆2)

(3) Το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι οµάδα αν και µόνον αν τα µονοειδή (M1, ⋆1) και (M2, ⋆2) είναι
οµάδες.

Λύση. Προφανώς η πράξη «⋆» είναι καλά ορισµένη επί του συνόλου M1 ×M2.

΄Εστω (x1, x2), (y1, y2) και (z1, z2) τυχόντα στοιχεία του συνόλου M1 ×M2. Τότε χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα των πράξεων «⋆1» και «⋆2» στα µονοειδή (M1, ⋆1) και (M2, ⋆2) αντίστοιχα, ϑα έχουµε:

(x1, x2) ⋆
(
(y1, y2 ⋆ (z1, z2)

)
= (x1, x2) ⋆ (y1 ⋆1 z1, y2 ⋆2 z2) =

(
x1 ⋆1 (y1 ⋆ z1), x2 ⋆2 (y2 ⋆2 z2)

)
=

=
(
(x1 ⋆1 y1) ⋆1 z1, (x2 ⋆2 y2) ⋆2 z2

)
= (x1 ⋆1 y1, x2 ⋆2 y2) ⋆ (z1, z2) =

(
(x1, x2) ⋆ (y1, y2)

)
⋆ (z1, z2)

Εποµένως η πράξη «⋆» επί του συνόλου M1 ×M2 είναι προσεταιριστική.

΄Εστω e1 το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (M1, ⋆1) και e1 το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς
(M2, ⋆2). Ισχυριζόµαστε ότι το στοιχείο (e1, e2) είναι το ουδέτερο στοιχείο του M1×M2 ως προς την πράξη
«⋆». Πράγµατι, για κάθε στοιχείο (x1, x2) ∈M1 ×M2 ϑα έχουµε:

(x1, x2) ⋆ (e1, e2) = (x1 ⋆1 e1, x2 ⋆2 e2) = (x1, x2) = (e1 ⋆1 x1, e2 ⋆2 x2) = (e1, e2) ⋆ (x1, x2)

Εποµένως το Ϲεύγος (M1 ×M2, ⋆) είναι ένα µονοειδές.
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(1) Αν τα µονοειδή (M,⋆1) και (M,⋆2) είναι µεταθετικά, τότε για τυχόντα στοιχεία (x1, x2) και (y1, y2)
του µονοειδούς (M1 ×M2, ⋆), ϑα έχουµε:

(x1, x2) ⋆ (y1, y2) = (x1 ⋆1 y1, x2 ⋆2 y2) = (y1 ⋆1 x1, y2 ⋆2 x2) = (y1, y2) ⋆ (x1, x2)

και εποµένως το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι µεταθετικό.

Αντίστροφα, έστω ότι το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι µεταθετικό, και έστω x1, y1 ∈ M1 και
x2, y2 ∈M2. Τότε ϑα έχουµε:

(x1, e2) ⋆ (y1, e2) = (y1, e2) ⋆ (x1, e2) =⇒ (x1 ⋆1 y1, e2 ⋆2 e2) = (y1 ⋆1 x1, e2 ⋆2 e2) =⇒
=⇒ x1 ⋆1 y1 = y1 ⋆1 x1

και παρόµοια

(e1, x2) ⋆ (e1, y2) = (e1, y2) ⋆ (e1, x2) =⇒ (e1 ⋆1 e1, x2 ⋆2 y2) = (e1 ⋆1 e1, y2 ⋆2 x2) =⇒
=⇒ x2 ⋆2 y2 = y2 ⋆2 x2

Εποµένως τα µονοειδή (M1, ⋆1) και (M2, ⋆2) είναι µεταθετικά.
(2) ΄Εστω (x1, x2) ∈ U(M1 ×M2, ⋆). Τότε υπάρχει στοιχείο (y1, y2) ∈M1 ×M2 έτσι ώστε :

(x1, x2) ⋆ (y1, y2) = (e1, e2) = (y1, y2) ⋆ (x1, x2) =⇒ (x1 ⋆1 y1, x2 ⋆2 y2) = (e1, e2) = (y1 ⋆1 x1, y2 ⋆2 x2)

=⇒ x1 ⋆1 y1 = e1 = y1 ⋆1 x1 και x2 ⋆2 y2 = e2 = y2 ⋆2 x2 =⇒ y1 = x′1 =⇒ y2 = x′2
δηλαδή τα στοιχεία x1 ∈ M1 και x2 ∈ M2 είναι αντιστρέψιµα και y1 = x′1 και y2 = x′2. ΄Αρα
(x1, x2) ∈ U(M1, ⋆1)× U(M2, ⋆2) και εποµένως U(M1 ×M2, ⋆) ⊆ U(M1, ⋆1)× U(M2, ⋆2).

Αντίστροφα, έστω (x1, x2 ∈ U(M1, ⋆1) × U(M2, ⋆2). Τότε το x1 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του
µονοειδούς (M1, ⋆1), µε αντίστροφο έστω το στοιχείο x′1, και το x2 είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του
µονοειδούς (M2, ⋆2), µε αντίστροφο έστω το στοιχείο x′1. Τότε ϑα έχουµε:

(x1, x2) ⋆ (x
′
1, x

′
2) = (x1 ⋆1 x

′
1, x2 ⋆2 x

′
2) = (e1, e2) και (x′1, x

′
2) ⋆ (x1, x2) = (x′1 ⋆1 x1, x

′
2 ⋆2 x2) = (e1, e2)

δηλαδή το στοιχείο (x1, x2) του µονοειδούς (M1×M2, ⋆) είναι αντιστρέψιµο και το αντίστροφό του
είναι το (x1, x2)

′ = (x′1, x
′
2). ΄Αρα (x1, x2) ∈ U(M1×M2, ⋆) και εποµένως U(M1, ⋆1)×U(M2, ⋆2) ⊆

U(M1 ×M2, ⋆).

΄Ετσι δείξαµε ότι U(M1, ⋆1)× U(M2, ⋆2) = U(M1 ×M2, ⋆).
(3) Αν το µονοειδή (M,⋆1) και (M,⋆2) είναι οµάδες, τότε χρησιµοποιώντας το µέρος (3), ϑα έχουµε

U(M1, ⋆1) = (M1, ⋆1) και U(M2, ⋆2) = (M2, ⋆2) =⇒ U(M1 ×M2, ⋆) = (M1, ⋆1)× (M2, ⋆2)

Η παραπάνω ισότητα δείχνει ότι κάθε στοιχείο του µονοειδούς (M1 ×M2, ⋆) είναι αντιστρέψιµο
και άρα το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι οµάδα. Αντίστροφα αν το µονοειδές (M1 ×M2, ⋆) είναι
οµάδα, τότε ϑα έχουµε µια ισότητα U(M1×M2, ⋆) = (M1, ⋆1)× (M2, ⋆2) και άρα από το µέρος (3)
έπεται ότι Η ισότητα αυτή δείχνει ότι U(M1, ⋆1)× U(M2, ⋆2) = (M1, ⋆1)× (M2, ⋆2) και εποµένως
άµεσα ϑα έχουµε U(M1, ⋆1) = (M1, ⋆1) και U(M2, ⋆2) = (M2, ⋆2), δηλαδή τα µονοειδή (M1, ⋆1)
και (M2, ⋆2) είναι οµάδες. ■

Η παραπανω άσκηση 17 δείχνει ιδιαίτερα ότι αν (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι οµάδες, τότε το Ϲεύγος
(G1 × G2, ⋆) είναι οµάδα, η οµάδα ευθύ γινόµενο των (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2), όπου (x1, x2) ⋆ (y1, y2) =
(x1 ⋆1 y1, x2 ⋆2 y2).

Οι επόµενες τρεις Ασκήσεις, οι οποίες δείχνουν ότι κάθε µεταθετικό µονοειδές µπορεί να «εµφυτευθεί»
σε µια αβελιανή οµάδα µε έναν ιδιαίτερο τρόπο, έχουν πολλές σηµαντικές εφαρµογές.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω (M,⋆) ένα µεταθετικό µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Στο µονοειδές ευθύ γινόµενο
(M ×M,⋆) ορίζουµε την ακόλουθη σχέση R:

(m1, n1) ∼R (m2, n2) ⇐⇒ ∃x ∈M : m1 ⋆ n2 ⋆ x = n1 ⋆ m2 ⋆ x

(1) Να δειχθεί ότι η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του M ×M .
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(2) Αν G(M) = (M × M)/R είναι το επαγόµενο σύνολο πηλίκο του M × M ως προς τη σχέση
ισοδυναµίας R, να δειχθεί ότι ορίζοντας

[(m1, n1)]R ∗ [(m2, n2)]R = [(m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2)]R

αποκτούµε µια αβελιανή οµάδα (G(M), ∗), µε ουδέτερο στοιχείο [(e, e)]R η οποία καλείται η
οµάδα Grothendieck του µεταθετικού µονοειδούς (M,⋆).

Λύση. (1) • Για κάθε Ϲεύγος στοιχείων (m,n) ∈ M ×M ϑα έχουµε (m,n) ∼R (m,n). Πράγµατι
επειδή το µονοειδές (M,⋆) είναι µεταθετικό, ϑα έχουµε m⋆n⋆e = n⋆m⋆e. ΄Αρα η σχέση R είναι
ανακλαστική.

• ΄Εστω (m1, n1) και (m2, n2) τυχόντα στοιχεία του M ×M , και υποθέτουµε ότι (m1, n1) ∼R

(m2, n2). Τότε υπάρχει x ∈ M έτσι ώστε m1 ⋆ n2 ⋆ x = n1 ⋆ m2 ⋆ x. Λόγω µεταθετικότητας του
µονοειδούς (M,⋆) ϑα έχουµε τότε m2 ⋆ n1 ⋆ x = n2 ⋆ m1 ⋆ x και εποµένως (m2, n2) ∼R (m1, n1).
΄Αρα η σχέση R είναι συµµετρική.

• ΄Εστω (m1, n1), (m2, n2) (m3, n3) τρία τυχόντα στοιχεία του M ×M , και υποθέτουµε ότι
(m1, n1) ∼R (m2, n2) και (m2, n2) ∼R (m3, n3). Τότε υπάρχουν στοιχεία x, y ∈ M έτσι ώστε
m1 ⋆ n2 ⋆ x = n1 ⋆ m2 ⋆ x και m2 ⋆ n3 ⋆ y = n2 ⋆ m3 ⋆ y. Χρησιµοποιώντας τη µεταθετικότητα του
µονοειδούς (M,⋆) Θα έχουµε:

m1⋆n2⋆x = n1⋆m2⋆x =⇒ m1⋆n2⋆x⋆n3⋆y = n1⋆m2⋆x⋆n3⋆y =⇒ m1⋆n3⋆(x⋆y⋆n2) = (m2⋆n3⋆y)⋆n1⋆x

και τότε, επειδή m2 ⋆ n3 ⋆ y = n2 ⋆ m3 ⋆ y, ϑα έχουµε:

m1 ⋆ n3 ⋆ (x ⋆ y ⋆ n2) = (n2 ⋆ m3 ⋆ y) ⋆ n1 ⋆ x =⇒ m1 ⋆ n3 ⋆ (x ⋆ y ⋆ n2) = n1 ⋆ m3 ⋆ (x ⋆ y ⋆ n2)

΄Ετσι ϑέτοντας z = x⋆y⋆n2, ϑα έχουµε m1⋆n3⋆z = n1⋆m3⋆z και εποµένως (m1, n1) ∼R (m3, n3).
΄Αρα η σχέση R είναι µεταβατική.

Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η σχέση R επί του M ×M είναι µια σχέση ισοδυναµίας.
(2) Θέτουµε G(M) = (M ×M)/R. Στην παρούσα ΄Ασκηση το αντίστροφο ενός στοιχείου a σε ένα

µονοειδές, αν αυτό υπάρχει, ϑα συµβολίζεται µε a−1 και όχι µε a′. Για να είναι η πράξη

[(m1, n1)]R ∗ [(m2, n2)]R = [(m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2)]R

καλά ορισµένη, ϑα πρέπει να ισχύει το εξής :

[(m1, n1)]R = [(m′
1, n

′
1)]R και [(m2, n2)]R = [(m′

2, n
′
2)]R =⇒ [(m1, n1)]R∗[(m2, n2)]R = [(m′

1, n
′
1)]R∗[(m′

2, n
′
2)]R

Ισοδύναµα, από το ορισµό της πράξης, ϑα πρέπει να ισχύει η εξής συνεπαγωγή:

(m1, n1) ∼R (m′
1, n

′
1) και (m2, n2) ∼R (m′

2, n
′
2) =⇒ (m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2) ∼R (m′

1 ⋆ m
′
2, n

′
1 ⋆ n

′
2)

Από τις σχέσεις (m1, n1) ∼R (m′
1, n

′
1) και (m2, n2) ∼R (m′

2, n
′
2), έπεται ότι υπάρχουν στοιχεία

x, y ∈ M έτσι ώστε : m1 ⋆ n
′
1 ⋆ x = n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x και m2 ⋆ n

′
2 ⋆ y = n2 ⋆ m

′
2 ⋆ y. Τότε από τη σχέση

m1 ⋆ n
′
1 ⋆ x = n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x, και λαµβάνοντας υπόψη τη µεταθετικότητα του µονοειδούς (M,⋆), ϑα

έχουµε

m1 ⋆ n
′
1 ⋆ x = n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x =⇒ m1 ⋆ n

′
1 ⋆ x ⋆ m1 ⋆ n

′
2 ⋆ y = n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x ⋆ m1 ⋆ n

′
2 ⋆ y =⇒

m1 ⋆ m2 ⋆ n
′
1 ⋆ n

′
2 ⋆ x ⋆ y = n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x ⋆ (n′

2 ⋆ m2 ⋆ y)

Από τη σχέση m2 ⋆n
′
2 ⋆y = n2 ⋆m

′
2 ⋆y, και λαµβάνοντας υπόψη τη µεταθετικότητα του µονοειδούς

(M,⋆), ϑα έχουµε:

m1 ⋆ m2 ⋆ n
′
1 ⋆ n

′
2 ⋆ x ⋆ y = n1 ⋆ n2 ⋆ m

′
1 ⋆ m

′
2 ⋆ x ⋆ y

Θέτοντας z = x ⋆ y, ϑα έχουµε:

m1 ⋆ m2 ⋆ n
′
1 ⋆ n

′
2 ⋆ z = n1 ⋆ n2 ⋆ m

′
1 ⋆ m

′
2 ⋆ z =⇒ (m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2) ∼R (m′

1 ⋆ m
′
2, n

′
1 ⋆ n

′
2)

Εποµένως η πράξη «⋆» επί του G(M) είναι καλά ορισµένη.
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Από τον τρόπο ορισµού της, εύκολα ϐλέπουµε ότι η πράξη «⋆» είναι προσεταιριστική. ΄Εστω e το
ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς M . Για κάθε κλάση ισοδυναµίας [(m,n)]R ∈ G(M) ϑα έχουµε

[(m,n)]R ∗ [(e, e)]R = [(m⋆e, n ⋆ e)]R = [(m,n)]R και [(e, e)]R ∗ [(m,n)]R = [(e ⋆m, e ⋆n)]R = [(m,n)]R

και εποµένως η κλάση ισοδυναµίας [(e, e)]R είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «⋆» επί του
G(M).

΄Ετσι το Ϲεύγος (G(M), ∗) είναι ένα µονοειδές, το οποίο είναι µεταθετικό διότι :

[(m1, n1)]R ∗ [(m2, n2)]R = [(m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2)]R = [(m2 ⋆ m1, n2 ⋆ n1)]R = [(m2, n2)]R ∗ [(m1, n1)]R

Τέλος για κάθε κλάση ισοδυναµίας [(m,n)]R ∈ G(M) ϑα έχουµε

[(m,n)]R ∗ [(n,m)]R = [(m ⋆ n, n ⋆ m)]R

Επειδή, λόγω µεταθετικότητας τηςε πράξης «⋆», έχουµε m⋆n⋆ e = n ⋆m⋆ e, έπεται ότι (m⋆n, n ⋆
m) ∼R (e, e) και εποµένως [(m ⋆ n, n ⋆ m)]R = [(e, e)]R. ΄Αρα λόγω µεταθετικότητας της πράξης
«∗», ϑα έχουµε

[(m,n)]R ∗ [(n,m)]R == [(e, e)]R = [(n,m)]R ∗ [(m,n)]R

δηλαδή το στοιχείο το τυχόν στοιχείο [(m,n)]R είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του µονοειδούς (G(M), ∗)
µε αντίστροφο στοιχείο το

[(m,n)]−1
R = [(n,m)]R ■

Μια απεικόνιση f : (M1, ⋆1) −→ (M2, ⋆2) µεταξύ µονοειδών (M1, ⋆1) και (M2, ⋆2) µε ουδέτερα στοιχεία
e1 και e2 αντίστοιχα, καλείται οµοµορφισµός µονοειδών, αν, ∀x, y ∈M1:

f(e1) = e2 και f(x ⋆1 y) = f(x) ⋆2 f(y)

΄Ενας οµοµορφισµός µονοειδών ο οποίος είναι απεικόνιση «1-1», αντίστοιχα «επί», αντίστοιχα «1-1» και
«επί», καλείται µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός µονοειδών.

Παρόµοια µια απεικόνιση f : (G1, ⋆1) −→ (G2, ⋆2) µεταξύ οµάδων (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2), καλείται
οµοµορφισµός οµάδων, αν, ∀x, y ∈ G1:

f(x ⋆1 y) = f(x) ⋆2 f(y)

΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων ο οποίος είναι απεικόνιση «1-1», αντίστοιχα «επί», αντίστοιχα «1-1» και «επί»,
καλείται µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός οµάδων.

Αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός f : (G1, ⋆1) −→ (G2, ⋆2) µεταξύ µονοειδών ή οµάδων (G1, ⋆1) και
(G2, ⋆2), τότε ϑα λέµε ότι τα µονοειδή ή οµάδες (G1, ⋆1) και (G2, ⋆2) είναι ισόµορφα και ϑα γράφουµε

(G1, ⋆1) ∼= (G2, ⋆2)

΄Ασκηση 19. ΄Εστω f : : (G1, ⋆1) −→ (G2, ⋆2) µεταξύ µονοειδών µε ουδέτερα στοιχεία e1 και e2, για την
οποία ισχύει ότι f(x ⋆1 y) = f(x) ⋆2 f(y), ∀x, y ∈ G1.

(1) Να δειχθεί, µε ένα αντιπαράδειγµα, ότι γενικά η απεικόνιση f δεν είναι οµοµορφισµός µονοειδών.
(2) Αν η απεικόνιση f είναι «επί», να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.
(3) Αν το µονοειδές (G, ⋆2) είναι οµάδα, να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

Λύση. Για να είναι η απεικόνιση f οµοµορφισµός µονοειδών, ϑα πρέπει να ισχύει ότι : f(e1) = e2.
(1) Θεωρούµε το µονοειδές (N0, ·), όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός µη-αρνητικών ακερα-

ίων, το ουδέτερο στοιχείο του οποίου είναι ο αριθµός 1. Τότε η απεικόνιση f : (N0, ·) −→ (N0, ·),
f(n) = 0, ικανοποιεί προφανώς τη συνθήκη f(n ·m) = f(n) ·f(m), αλλά f(1) = 0 ̸= 1. Εποµένως
η απεικόνιση f δεν είναι οµοµορφισµός µονοειδών.
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(2) Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση f είναι «επί». Τότε υπάρχει ένα στοιχείο x ∈ G1 έτσι ώστε f(x) = e2
και ϑα έχουµε:

e2 = f(x) = f(x ⋆1 e1) = f(x) ⋆2 f(e1) = e2 ⋆ f(e2) = f(e1)

(3) ΄Εστω f(e1) = x. Τότε f(e1) = f(e1 ⋆1 e1) = f(e1) ⋆2 f(e1) και εποµένως x = x ⋆2 x, δηλαδή
x ⋆2 e2 = x ⋆2 x. Επειδή ισχύει το Ϲεύγος (G2, ⋆2) είναι οµάδα και σε κάθε οµάδα ισχύει ο νόµος
διαγραφής, έπεται ότι x = e2 και εποµένως f(e1) = e2. ■

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε ένα µεταθετικό µονοειδές (M,⋆) και έστω (G(M), ∗) η οµάδα Grothendieck του
(M,⋆), ϐλέπε την ΄Ασκηση 18. Να δειχθούν τα εξής :

(1) Η απεικόνιση
ι : M −→ G(M), ι(m) = [(m, e)]R

είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ο οποίος είναι µονοµορφισµός µονοειδών αν και µόνον αν, ∀m,n, x ∈
M :

m ⋆ x = n ⋆ x =⇒ m = n

(2) Αν (G, ⋆′) είναι µια αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο ϵ και f : M −→ G είναι ένας οµοµορφι-
σµός µονοειδών, να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων f∗ : G(M) −→ G έτσι
ώστε f∗ ◦ ι = f :

Λύση. (1) Για την απεικόνιση ι : M −→ G(M), ι(m) = [(m, e)]R ϑα έχουµε προφανώς ι(e) = [(e, e)]R
και

ι(m1 ⋆ m2) = [(m1 ⋆ m2, e)]R = [(m1 ⋆ m2, e ⋆ e)]R = [(m1, e)]R ∗ [(m2, e)]R = ι(m1) ∗ ι(m2)

δηλαδή η απεικόνιση ι είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

Αν ι(m) = [(e, e)]R, τότε ϑα έχουµε [(m, e)]R = [(e, e)]R και εποµένως (m, e) ∼R (e, e). Τότε
υπάρχει στοιχείο x ∈ M έτσι ώστε m ⋆ e ⋆ x = e ⋆ e ⋆ x. Επειδή το x είναι ουδέτερο στοιχείο
του M , ϑα έχουµε m ⋆ x = x. Αντίστροφα, αν m ⋆ x = x, τότε όπως και παραπάνω ϑα έχουµε
m ⋆ e ⋆ x = e ⋆ e ⋆ x, δηλαδή (m, e) ∼R (e, e) και εποµένως ι(m) = [(m, e)]R = [(e, e)]R = ι(e).

(2) ΄Εστω ότι (G, ⋆′) είναι µια αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο ϵ και έστω f : M −→ G ένας
οµοµορφισµός µονοειδών, δηλαδή, ∀m1,m2 ∈M :

f(e) = ϵ και f(m1 ⋆ m2) = f(m1) ⋆
′ f(m2)

Ορίζουµε απεικόνιση

f∗ : G(M) −→ G′, f∗([(m,n)]R) = f(m) ⋆ f(n)−1

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f∗ είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω ότι [(m1, n1)]R = [(m2, n2)]R και
εποµένως ϑα έχουµε (m1, n1) ∼R (m′

1, n
′
1). Τότε υπάρχει στοιχείο x ∈M έτσι ώστε m1 ⋆ n

′
1 ⋆ x =

n1 ⋆ m
′
1 ⋆ x. Εφαρµόζωντας την απεικόνιση f , ϑα έχουµε στην οµάδα G′:

f(m1 ⋆ n
′
1 ⋆ x) = f(n1 ⋆ m

′
1 ⋆ x) =⇒ f(m1) ⋆

′ f(n′
1) ⋆

′ f(x) = f(n1) ⋆
′ f(m′

1) ⋆
′ f(x)

Από το Νόµο διαγραφής στην οµάδα G′, χρησιµοποιώντας επιπρόσθετα ότι η οµάδα G′ είναι
αβελιανή και πολλαπλασιάζοντας από την τελευταία ισότητα πρώτα µε το f(n1)

−1 και ακολούθως
µε το f(n′

1)
−1, έπεται ότι :

f(m1) ⋆
′ f(n′

1) = f(n1) ⋆
′ f(m′

1) =⇒ f(m1) ⋆
′ f(n1)

−1 = f(m′
1) ⋆

′ f(n′
1)

−1 =⇒

f∗([(m,n)]R) = f∗([(m′
1, n

′
1)]R

΄Αρα η f∗ είναι καλά ορισµένη απεικόνιση και επιπλέον f∗([(e, e)]R) = f(e) ⋆′ f(e)−1 = ϵ ⋆′ ϵ−1 =
ϵ ⋆′ ϵ = ϵ, και ∀m ∈M :

(f∗ ◦ ι)(m) = f∗([(m, e)]R) = f(m) ⋆′ f(e)−1 = f(m) ⋆′ ϵ−1 = f(m) ⋆′ ϵ = f(m) =⇒ f∗ ◦ ι = f

Επιπρόσθετα, χρησιµοποιώντας ότι η πράξη «⋆′» είναι µεταθετική, ϑα έχουµε:

f∗([(m1, n1)]R ∗ [(m2, n2)]R
)
= f∗([(m1 ⋆ m2, n1 ⋆ n2)]R

)
= f(m1 ⋆ m2) ⋆

′ f(n1 ⋆ n2)
−1 =
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= f(m1) ⋆
′ f(m2) ⋆

′ (f(n1) ⋆
′ f(n2)

)−1
= f(m1) ⋆

′ f(m2) ⋆
′ f(n2)

−1 ⋆′ f(n1)
−1 =

= f(m1) ⋆
′ f(n1)

−1 ⋆′ f(m2) ⋆
′ f(n2)

−1 = f∗[(m1, n1)]R) ⋆
′ f∗([(m2, n2)]R)

Εποµέµνως η απεικόνιση f∗ είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

Τέλος αν g : G(M) −→ G′ είναι ένας άλλος οµοµορφισµός οµάδων για τον οποίο ισχύει ότι :
g ◦ ι = f , τότε ϑα έχουµε, ∀[(m,n)]R ∈ G(M):

g([m,n]R) = g
(
[(m, e) ⋆ [(e, n)]R

)
= g([(m, e)]R) ⋆

′ g([(e, n)]R) = g(ι(m)) ⋆′ g([(n, e)]−1
R ) =

= (g ◦ ι)(m) ⋆′ g([(n, e)]−1
R ) = f(m) ⋆′ g([(n, e)]−1

R ) (†)

΄Οµως
g([(n, e)]R) ⋆

′ g([(n, e)]−1
R ) = g

(
(n, e)]R ⋆ [(n, e)]−1

R

)
= g([(e, e)]R) = ϵ

και εποµένως επειδή η οµάδα G′ είναι αβελιανή ϑα έχουµε:

g([(n, e)]−1
R ) = g([(n, e)]R)

−1 = g(ι(n))−1 = (g ◦ ι)(n)−1 = f(n)−1

και εποµένως από τη σχέση (†) έπεται ότι, ∀[(m,n)]R ∈ G(M):

g([m,n]R) = f(m) ⋆′ g([(n, e)]−1
R ) = f(m) ⋆′ f(n)−1 = f∗([(m,n)]R)

΄Αρα f∗ = g. ■

Παρατήρηση. ΄Ενα µονοειδές (M,⋆) καλείται αριστερά, αντίστοιχα δεξιά, διαγράψιµο, αν :

x ⋆ m = x ⋆ n =⇒ m = n αντίστοιχα, m ⋆ x = n ⋆ x =⇒ m = n

Προφανώς αν το µονοειδές (M,⋆) είναι µεταθετικό, τότε το µονοειδές είναι αριστερά διαγράψιµο αν και
µόνον αν είναι δεξιά διαγράψιµο, και τότε ϑα καλούµε το (M,⋆) απλά διαγράψιµο.

Η προηγούµενη ΄Ασκηση 20 πιστοποιεί ότι κάθε διαγράψιµο µεταθετικό µονοειδές µπορεί να εµφυτευθεί
σε µια αβελιανή οµάδα. Πράγµατι τότε η απεικόνιση ι : (M,⋆) −→ G(M,⋆) είναι ένας µονοµορφισµός
µονοειδών, και εποµένως µπορούµε να ταυτίσουµε το µονοειδές (M,⋆) µε την εικόνα του Im(ι) ⊆ G(M,⋆)
η οποία είναι «υποµονοειδές» του G(M,⋆), δηλαδή το υποσύνολο Im(ι) είναι κλειστό στην πράξη «∗» του
G(M,⋆) και το Ϲεύγος (Im(ι), ∗) είναι µονοειδές.

Εύκολα ϐλέπουµε ότι αν ένα µεταθετικό µονοειδές (M,⋆) µπορεί να εµφυτευθεί σε µια οµάδα, τότε είναι
διαγράψιµο. Πράγµατι, έστω (G, ·) µια οµάδα και f : (M,⋆) −→ (G, ·) ένας µονοµορφισµός µονοειδών. Αν
έχουµε x ⋆ m = x ⋆ n στο (M,⋆), τότε

x ⋆ m = x ⋆ n =⇒ f(x ⋆ m) = f(x ⋆ n) =⇒ f(x) · f(m) = f(x) · f(n)

Επειδή κάθε οµάδα είναι προφανώς διαγράψιµο µονοειδές, ϑα έχουµε f(m) = f(n) και επειδή η απεικόνιση
f είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι m = n. ΄Αρα το µονοειδές (M,⋆) είναι διαγράψιµο. Εποµένως :

΄Ενα µεταθετικό µονοειδές µπορεί να εµφυτεθεί σε µια οµάδα ⇐⇒ το µονοειδές είναι διαγράψιµο

Τίθεται ϕυσιολογικά τότε το ερώτηµα αν διαγράψιµα, όχι κατ΄ ανάγκην µεταθετικά, µονοειδή µπορούν να
εµφυτεθούν σε µια οµάδα. Η απάντηση, η οποία είναι αρκετά δύσκολη, είναι γενικά όχι, και δόθηκε από
τον Ρώσσο Μαθηµατικό Anatoly Malcev το 1936. ▲

΄Ασκηση 21. Θεωρούµε τα µεταθετικά µονοειδή (N0,+) και (N0, ·), και (N, ·). Να δειχθεί ότι :

G(N0,+) ∼= (Z,+) και G(N0, ·) =
{
[(1, 1)]R

}
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Λύση. Θα δείξουµε ότι για το µεταθετικό µονοειδές (N0, ·) η οµάδα Grothendieck G(N0, ·) αποτελείται
µόνο από το ουδέτερο στοιχείο της. Πράγµατι, αν [(m,n)]R είναι ένα τυχόν στοιχείο της οµάδας G(N0, ·),
τότε επειδή

n · 1 · 0 = 0 = m · 1 · 0 =⇒ (m,n) ∼R (1, 1) =⇒ [(m,n)]R = [(1, 1)]R

΄Αρα
G(N0, ·) =

{
[(1, 1)]R

}
Θεωρούµε την οµάδα (Z,+) και ορίζουµε απεικόνιση

f : (N0,+) −→ (Z,+), f(n) = n

Από την ΄Ασκηση 20 έπεται ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων

f∗ : G(N0,+) −→ (Z,+), f∗([(n,m)]R) = f(n)− f(m) = n−m

έτσι ώστε f∗ ◦ ι = f , όπου ι : (N0,+) −→ G(N0,+) είναι η κανονικός οµοµορφισµός µονοειδών ι(n) =
[(n, 0)]R. ΄Ετσι αρκεί να δείξουµε ότι ο οµοµορφισµός f∗ είναι «1-1» και «επί».

• ΄Εστω z ∈ Z. Αν z ≥ 0, τότε προφανώς ϑα έχουµε f∗([(z, 0)]R) = z − 0 = z, και αν z < 0, τότε
−z > 0 και f∗([(0,−z)]R) = 0− (−z) = z. Εποµένως η απεικόνιση f∗ είναι «επί».

• ΄Εστω f∗([(n,m)]R) = f∗([(k, l)]R). Τότε n − m = k − l και άρα n + l = m + k ή ισοδύναµα
n + l + 0 = m + k + 0. Αυτό σηµαίνει ότι (n,m) ∼R (k, l), ϐλέπε την ΄Ασκηση 18, και εποµένως
[(n,m)]R = [(k, l)]R. ΄Αρα η απεικόνιση f∗ είναι «1-1».

Συνοψίζουµε, η απεικόνιση f∗ είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων. ■

΄Ασκηση 22. (Θεώρηµα Cayley για Μονοειδή). ΄Εστω (M,⋆) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Θεωρο-
ύµε το µονοειδές (Map(M), ◦), όπου

Map(M) =
{
f : M −→M | f : απεικόνιση

}
και «◦» είναι η σύνθεση απεικονίσεων. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

R : (M,⋆) −→ (Map(M), ◦), m 7−→ R(m) := Rm : M −→M, Rm(x) = m ⋆ x

είναι ένας µονοµορφισµός µονοειδών.

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (Map(M), ◦), είναι η ταυτοτική απεικόνιση
IdM : M −→M , IdM (m) = m. Θα έχουµε, ∀m ∈M :

(1) Re(m) = e ⋆ m = m =⇒ Rm = IdM

Εποµένως R(e) = IdM .

΄Εστω m1,m2 ∈M . Τότε ϑα έχουµε, ∀x ∈M :

Rm1⋆m2(x) = (m1 ⋆ m2) ⋆ x και (Rm1 ◦ Rm2)(x) = Rm1(Rm2(x)) = Rm1(m2 ⋆ x) = m1 ⋆ (m2 ⋆ x)

Λόγω της προσεταιριστικής ιδίοτητας για την πράξη «⋆», ϑα έχουµε Rm1⋆m2(x) = (Rm1 ◦Rm2)(x), ∀x ∈M ,
και εποµένως, ∀m1,m2 ∈M :

(2) R(m1 ⋆ m2) = R(m1) ◦ R(m2)

Οι σχέσεις (1) και (2) δείχνουν ότι η απεικόνιση R είναι ένας οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Εστω R(m1) = R(m2), δηλαδή Rm1 = Rm2 . Τότε για κάθε x ∈M :

Rm1 = Rm2 =⇒ Rm1(x) = Rm2(x) =⇒ m1 ⋆ x = m2 ⋆ x, ∀x ∈M

Τότε επιλέγοντας x = e, το ουδέτερο στοιχείο του µονοειδούς (M,⋆), ϑα έχουµε m1 ⋆ e = m2 ⋆ e και
εποµένως m1 = m2. Αυτό δείχνει ότι η απεικόνιση R είναι «1-1» και άρα είναι ένας µονοµορφισµός
µονοειδών. ■


