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Υπενθυµίζουµε ότι µια οµάδα pG, ¨q καλείται κυκλική αν υπάρχει ένα στοιχείο a P G έτσι ώστε η G
συµπίπτει µε την κυκλική υποοµάδα xay “

␣

an P G | n P Z
(

της G η οποία παράγεται από το a.
Σε µια κυκλική οµάδα G, κάθε στοιχείο a P G µε την ιδιότητα G “ xay καλείται γεννήτορας της G.

΄Ασκηση 1. Αν n ě 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, να δειχθεί ότι το σύνολο Un των n-οστών ϱιζών της
µονάδας, δηλαδή

Un “
␣

z P C | zn “ 1
(

αποτελεί υποοµάδα της πολλαπλασιαστικής οµάδας pC˚, ¨q των µη-µηδενικών µιγαδικών αριθµών. Ακο-
λούθως να δειχθεί ότι η οµάδα pUn, ¨q είναι κυκλική τάξης n.

Λύση. Προφανώς Un Ď C˚ διότι κάθε στοιχείο z P Un ικανοποιεί τη σχέση zn “ 1 και άρα z ‰ 0.
Επιπλέον Un ‰ H διότι 1 P Un. Αν z1, z2 P Un, τότε zn1 “ 1 “ zn2 και εποµένως pz1 z

´1
2 qn “ zn1

1
zn2

“ 1.

΄Αρα z1 z
´1
2 P Un και εποµένως το υποσύνολο Un είναι υποοµάδα της pC˚, ¨q.

Για να δείξουµε ότι η οµάδα pUn, ¨q είναι κυκλική, δείχνουµε πρώτα ότι

Un “

!

e
2kπi
n P C | 0 ď k ă n

)

“

"

cosp
2kπ

n
q ` i sinp

2kπ

n
q P C | 0 ď k ă n

*

p˚q

Πράγµατι, αν z είναι ένας µιγαδικός αριθµός, τότε ϑεωρούµε την πολική/τριγωνοµετρική αναπαράστασή
του

z “ reiθ “ rpcos θ ` i sin θq, r “ |z| & θ “ arg z

Υπενθυµίζουµε ότι αν z1 και z2 είναι µη-µηδενικοί µιγαδικοί αριθµοί µε αναπαραστάσεις

z1 “ r1e
iθ1 “ r1pcos θ1 ` i sin θ1q & z2 “ r2e

iθ2 “ r2pcos θ2 ` i sin θ2q

τότε :
z1z2 “ r1r2e

ipθ1`θ2q “ r1r2pcospθ1 ` θ2q ` i sinpθ1 ` θ2qq

και άρα zn “ rneinθ “ rnpcospnθq ` i sinpnθqq. Εποµένως αν z P Un, ϑα έχουµε zn “ 1 και άρα |z|n “ 1,
απ΄ όπου ϐλέπουµε |z| “ r “ 1, και επίσης zn “ einθ “ cospnθq ` i sinpnθq “ e0 “ 1. Τότε προφανώς ϑα
έχουµε nθ “ 2kπ, για έναν ακέραιο k P Z. Εποµένως αν z P Un, τότε z “ e

2kπi
n “ cosp2kπn q ` i sinp2kπn q.

Αντίστροφα αν z “ e
2kπi
n “ cosp2kπn q ` i sinp2kπn q, τότε zn “ pe

2kπi
n qn “ e

2knπi
n “ e2kπi “ cosp2kπq `

i sinp2kπq “ 1, δηλαδή z P Un. Εποµένως

Un “

!

e
2kπi
n P C | k P Z

)

“

"

cosp
2kπ

n
q ` i sinp

2kπ

n
q P C | k P Z

*
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Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι
␣

e
2kπi
n P C | 0 ď k ă n P Z

(

“
␣

cosp2kπn q ` i sinp2kπn q P C | 0 ď k ă

n
(

Ď Un. ΄Εστω τώρα z P Un και εποµένως z “ e
2kπi
n για κάποιο k P Z. Από την Ευκλείδεια διαίρεση του

k µε το n, ϑα έχουµε k “ nq ` r, όπου 0 ď r ă n, και εποµένως

z “ e
2kπi
n “ e

2pnq`rqπi
n “ e

2nqπi`2rπi
n “ e

2nqπi
n ¨ e

2rπi
n “ e2qπi ¨ e

2rπi
n “ 1 ¨ e

2rπi
n “ e

2rπi
n , 0 ď r ă n

Εποµένως ϑα έχουµε:

Un “

!

e
2kπi
n P C | 0 ď k ă n

)

“

"

cosp
2kπ

n
q ` i sinp

2kπ

n
q P C | 0 ď k ă n

*

Θεωρούµε τώρα έναν ϕυσικό αριθµό k όπου 1 ď k ă n και pk, nq “ 1. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο
w “ e

2kπi
n είναι ένας γεννήτορας της Un, δηλαδή:

Un “ xe
2kπi
n y

΄Εστω z “ e2lπin P Un, όπου 0 ď l ă n. Θα δείξουµε ότι z “ e
2lπi
n “ wm “ e

2kmπi
n , για κατάλληλο m P Z.

Επειδή pk, nq “ 1, υπάρχουν ακέραιοι x, y έτσι ώστε 1 “ kx ` ny. Τότε l “ klx ` nly, και ϑέτοντας
m “ lx, ϑα έχουµε:

z “ e
2lπi
n “ e

2pklx`nlyqπi
n “ e

2klxπi`2nlyπi
n “ e

2klxπi
n ¨ e

2nlyπi
n “ e

2klxπi
n ¨ e2lyπi “

“ e
2klxπi

n ¨ 1 “ pe
2kπi
n qlx “ wlx “ wm

΄Αρα το τυχαίο στοιχείο z P Un ανήκει στην κυκλική υποοµάδα xwy της Un η οποία παράγεται από το w
και εποµένως Un “ xwy, δηλαδή η Un είναι κυκλική. ■

Παρατήρηση. Από την παραπάνω ΄Ασκηση 1 έπεται ιδιαίτερα ότι ϑέτοντας ζn “ e
2πi
n “ cosp2πn ` i sinp2πn qq,

ϑα έχουµε :

Un “ xζny “
␣

ζn, ζ
2
n, ¨ ¨ ¨ , ζn´1

n , ζnn
(

▲

΄Ασκηση 2. (1) Ας είναι T το σύνολο των µιγαδικών αριθµών µε µέτρο ίσο µε 1, δηλαδή

T “
␣

z P C | |z| “ 1
(

Να δειχθεί ότι το T αποτελεί υποοµάδα τής οµάδας pC‹, ¨q.
(2) Να δείξετε ότι το υποσύνολο U των µιγαδικών αριθµών z µε zn “ 1, για κάποιο n P N, δηλαδή

U “
␣

z P C | Dn P N : zn “ 1
(

αποτελεί υποοµάδα τής pT, ¨q.
(3) Να δείξετε ότι : pαq η οµάδα pUn, ¨q είναι υποοµάδα της οµάδας pU, ¨q, pβq ισχύει ότι U “

Ť8
n“1 Un,

και pγq η οµάδα U δεν είναι κυκλική.

Λύση. (1) Προφανώς T Ď C˚, διότι z ‰ 0, @z P T. Επιπλέον Θα έχουµε T ‰ H διότι 1 P T.
΄Εστω z1, z2 P T. Τότε z1 ‰ 0 ‰ z2, ιδιαίτερα |z2| ‰ 0, και ϑα έχουµε:

|z1 ¨ z´1
2 | “ |z1| ¨ |z´1

2 | “ |z1| ¨
ˇ

ˇ

1

z2

ˇ

ˇ “ |z1| ¨
1

|z2|
“ 1 ¨ 1 “ 1 ùñ z1 ¨ z´1

2 P T

΄Αρα, σύµφωνα µε γνωστό κριτήριο, το σύνολο T είναι υποοµάδα τής οµάδας pC‹, ¨q.
(2) Προφανώς U ‰ H διότι 1 P U. Επιπλέον αν z P U, τότε zn “ 1 για κάποιον ϑετικό ακέραιο n, και

εποµένως |zn| “ |z|n “ 1. Επειδή ο πραγµατικός αριθµός |z| είναι ϑετικός, έπεται ότι |z| “ 1 και
εποµένως z P T. ΄Αρα U Ď T.

΄Εστω z1, z2 P U. Τότε υπάρχουν n1 P N και n2 P N έτσι ώστε zn1
1 “ 1 και zn2

2 “ 1. Τότε z2 ‰ 0
και ϑέτοντας n “ n1 ¨ n2, ϑα έχουµε :

pz1z
´1
2 qn “ pz1 ¨

1

z2
qn1¨n2 “

`

pz1qn1
˘n2

¨
`

p
1

z2
qn2

˘n1
“ 1n2 ¨ 1n1 “ 1 ¨ 1 “ 1 ùñ z1 ¨ z´1

2 P U

΄Αρα, σύµφωνα µε γνωστό κριτήριο, το σύνολο U αποτελεί υποοµάδα τής pT, ¨q.
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(3) Επειδή Un Ď U Ď T και η Un είναι υποοµάδα της T, έπεται άµεσα ότι η Un είναι υποοµάδα της
U.

Επειδή Un Ď U, @n ě 1, έπεται ότι
Ť8

n“1 Un Ď U. Αν z P U, τότε εξ΄ ορισµού υπάρχει ϑετικός
ακέραιος n έτσι ώστε zn “ 1. Τότε προφανώς z P Un Ď

Ť8
n“1 Un και εποµένως U Ď

Ť8
n“1 Un.

΄Ετσι τελικά ϑα έχουµε U “
Ť8

n“1 Un.

Υποθέτουµε ότι η οµάδα U είναι κυκλική, δηλαδή υπάρχει ένας µιγαδικός αριθµός w P U έτσι
ώστε U “ xwy. Τότε προφανώς w P U και εποµένως w P Un για κάποιον ϑετικό ακέραιο n. Επειδή
xwy Ď Un Ď U “ xwy, ϑα έχουµε U “ Un “ xwy. Τότε για κάθε m ą n, και για κάθε στοιχείο
z ‰ 1 της Um έτσι ώστε xzy “ Um, ϑα έχουµε ότι z P U “ Un και εποµένως zn “ 1. Τότε όπως
γνωρίζουµε από γνωστή Πρόταση, xzy “

␣

1, z ¨ ¨ ¨ , zn´1
(

και εποµένως m “ |Um| “ |xzy| ď n
και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα η οµάδα U δεν είναι κυκλική. ■

Παρατήρηση. (1) Η οµάδα T καλείται η οµάδα του κύκλου.

(2) ΄Ενας µιγαδικός αριθµός z καλείται n-οστή ϱίζα της µονάδας, όπου n είναι ένας ϑετικός ακέραιος,

αν zn “ 1.

Μια n-οστή ϱίζα της µονάδας z καλείται πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας, όπου n είναι

ένας ϑετικός ακέραιος, αν zm ‰ 1, για κάθε m ă n.

(3) Η οµάδα Un καλείται η οµάδα των n-οστών ϱιζών της µονάδας. Η οµάδα Un είναι κυκλική, και

µια n-οστή ϱίζα της µονάδας z είναι γεννήτορας της Un, δηλαδή Un “ xzy, αν και µόνον αν το z
είναι πρωταρχική n-οστή ϱίζα της µονάδας αν και µόνον αν υπάρχει 1 ď k ă n και pk, nq “ 1,

έτσι ώστε : z “ e
2kπi
n “ cosp2kπin q ` i sinp2kπin q.

(4) Η οµάδα U “
Ť8

n“1 Un καλείται η οµάδα των ϱιζών της µονάδας.

(5) Ισχύουν οι εξής σχέσεις, @n ě 1:

Un ď U ď T ď C˚ ▲

΄Ασκηση 3. ΄Εστω pG, ¨q µια οµάδα. Να δειχθεί ότι αν η οµάδα G είναι πεπερασµένη, τότε κάθε υποοµάδα
της είναι πεπερασµένη και η τάξη κάθε στοιχείου της είναι πεπερασµένη.

Να δοθεί παράδειγµα άπειρης οµάδας, κάθε στοιχείο της οποίας έχει πεπερασµένη τάξη.

Λύση. ΄Εστω |G| ă 8 και H ď G µια υποοµάδα της G. Τότε επειδή H Ď G, ϑα έχουµε |H| ď |G| και
εποµένως η H είναι επίσης πεπερασµένη οµάδα. Αν a P G, τότε επειδή opaq “ |xay| και xay ď G, ϑα
έχουµε opaq “ |xay| ď |G| και εποµένως το στοιχείο a έχει πεπερασµένη τάξη.

Θεωρούµε την οµάδα U “
Ť8

n“1 Un των ϱιζών της µονάδας. Τότε προφανώς η οµάδα U είναι άπειρη.
Αν a P U, τότε υπάρχει n P N έτσι ώστε a P Un, και τότε an “ 1. Αυτό, όπως γνωρίζουµε, σηµαίνει ότι
opaq ă 8, ακριβέστερα opaq | n. ■

΄Ασκηση 4. Για κάθε µια από τις παρακάτω οµάδες να ϐρεθούν τουλάχιστον δύο µη-τετριµµένες γνήσιες
υποοµάδες.

(1) pZ,`q,
(2) pQ,`q,

(3) pC‹, ¨q,
(4) p8Z,`q,

(5) pS3, ˝q,
(6) pGLp2,Qq, ¨q.

Λύση. Θα έχουµε:
(1) Για την pZ,`q:

H1 “ 2Z “ x2y & H2 “ 3Z “ x3y

(2) Για την pQ,`q:

H1 “ Z & H2 “
@1

2

D

“

!n

2
P Q | n P Z

)
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(3) Για την pC‹, ¨q:
H1 “ T & H2 “ Un

(4) Για την p8Z,`q:
H1 “ 16Z “ x16y & H2 “ 24Z “ x24y

(5) Για την pS3, ˝q:

H1 “

"

ι “

ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

, µ1 “

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙*

“ xµ1y

H2 “

"

ι “

ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

, ρ1 “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

, ρ2 “

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙*

“ xρ1y

(6) Για την pGLp2,Qq, ¨q:

H1 “

"ˆ

1 n
0 1

˙

| n P Z
*

“
@

ˆ

1 1
0 1

˙

D

H2 “

"ˆ

1 0
0 1

˙

,

ˆ

´1 0
0 1

˙*

“
@

ˆ

´1 0
0 1

˙

D

■

΄Ασκηση 5. Να προσδιορισθεί η κυκλική υποοµάδα xAy της γενικής γραµµικής οµάδας GLp2,Rq η οποία
παράγεται από τον πίνακα A, όπου A είναι ένας εκ των πινάκων:

ˆ

1 1
´1 0

˙

,

ˆ

1 1
0 ´1

˙

,

ˆ

1 1
0 1

˙

,

ˆ

1 1
1 0

˙

Είναι οι κυκλικές υποοµάδες xAy υποοµάδες της γενικής γραµµικής οµάδας GLp2,Zq;

Λύση. (1) Για τον πίνακα A “

ˆ

1 1
´1 0

˙

, ϑα έχουµε:

A2 “

ˆ

0 1
´1 ´1

˙

, A3 “

ˆ

´1 1
0 ´1

˙

, A4 “

ˆ

´1 ´1
1 0

˙

, A5 “

ˆ

0 ´1
1 1

˙

, A6 “

ˆ

1 0
0 1

˙

Εποµένως, σύµφωνα µε γνωστή Πρόταση1:

xAy “
␣

I2, A, A
2, A3, A4, A5

(

(2) Για τον πίνακα A “

ˆ

1 1
0 ´1

˙

, ϑα έχουµε:

A2 “

ˆ

1 0
0 1

˙

Εποµένως, σύµφωνα µε γνωστή Πρόταση:

xAy “
␣

I2, A
(

(3) Για τον πίνακα A “

ˆ

1 1
0 1

˙

, ϑα έχουµε:

A2 “

ˆ

1 2
0 1

˙

, A3 “

ˆ

1 3
0 1

˙

, και µε επαγωγή: An “

ˆ

1 n
0 1

˙

, @n ě 0

Επειδή ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και A´1 “

ˆ

1 ´1
0 1

˙

, ϑα έχουµε

A´2 “

ˆ

1 ´2
0 1

˙

, A´3 “

ˆ

1 ´3
0 1

˙

, και µε επαγωγή: A´n “

ˆ

1 ´n
0 1

˙

, @n ě 0

1Αν pG “ xay, ¨q είναι µια κυκλική οµάδα και opaq “ n, δηλαδή n είναι ο µικρότερος ϑετικός ακέραιος, ή 0 αν G “
␣

e
(

,
έτσι ώστε an

“ e, τότε G “
␣

e, a, a2, ¨ ¨ ¨ , an´1
(

.
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Εποµένως, σύµφωνα µε γνωστή Πρόταση:

xAy “

"ˆ

1 n
0 1

˙

ˇ

ˇ n P Z
*

(4) Για τον πίνακα A “

ˆ

1 1
1 0

˙

, ϑα έχουµε:

A2 “

ˆ

2 1
1 1

˙

, A3 “

ˆ

3 2
2 1

˙

, A4 “

ˆ

5 3
3 2

˙

, A5 “

ˆ

8 5
5 3

˙

, ¨ ¨ ¨

Θεωρούµε την ακολουθία Fibonacci
␣

Fn

(

ně1
:

F1 “ 1, F2 “ 1, F3 “ 2, F4 “ 3, F5 “ 5, F6 “ 8, και γενικά : Fn`1 “ Fn ` Fn´1, @n ě 2

Τότε εύκολα υπολογίζουµε µε επαγωγή ότι :

An “

ˆ

Fn`1 Fn

Fn Fn´1

˙

, @n ě 1

όπου, χάριν ευκολίας, ϑέσαµε F0 “ 0. Υπολογίζουµε εύκολα ότι :

A´1 “

ˆ

0 1
1 ´1

˙

, A´2 “

ˆ

1 ´1
´1 2

˙

, A´3 “

ˆ

´1 2
2 ´3

˙

, A´4 “

ˆ

2 ´3
´3 5

˙

, ¨ ¨ ¨

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (η οποία είναι γνωστή από τη Θεωρία Αριθµών)

Fn´1Fn`1 ´ F 2
n “ p´1qn

και επαγωγή εύκολα ϐλέπουµε ότι :

A´n “

ˆ

p´1qnFn´1 p´1qn`1Fn

p´1qn`1Fn p´1qnFn`1

˙

“ p´1qn
ˆ

Fn´1 ´Fn

´Fn Fn`1

˙

, @n ě 1

Εποµένως, ϑέτοντας χάριν ευκολίας F´1 “ 1, ϑα έχουµε:

xAy “

"ˆ

Fn`1 Fn

Fn Fn´1

˙

, p´1qm
ˆ

Fm´1 ´Fm

´Fm Fm`1

˙

, @n ě 0, @m ě 1

*

Παρατηρούµε ότι οι πίνακες A είναι πίνακες ακεραίων αριθµών, έχουν ορίζουσα ˘1 και άρα είναι
αντστρέψιµοι, και οι αντίστροφοι πίνακες A´1 είναι επίσης πίνακες ακεραίων αριθµών. Επειδή τα υπο-
σύνολα xAy Ď GLp2,Zq είναι µη-κενά, και είναι κλειστά στον πολλαπλασιασµό πινάκων, αυτό σηµαίνει
ότι xAy ď GLp2,Zq. ■

Παρατήρηση. Ο πίνακας A “

ˆ

2 1
1 2

˙

είναι ένας πίνακας ακέραιων αριθµών µε ορίζουσα |A| “ 3 ‰ 0,

αλλά ο αντίστροφός του A´1
, ο οποίος υπάρχει πάντα ως πίνακας ϱητών αριθµών, δεν είναι πίνακας

ακέραιων αριθµών διότι

A´1 “

ˆ

2
3 ´1

3
´1

3
2
3

˙

΄Ετσι A´1 P GLp2,Qq και A´1 R GLp2,Zq.

Γενικά, αν A είναι ένας πίνακας µε στοιχεία ακέραιους αριθµούς µε |A| ‰ 0, τότε
2

ο πίνακας A´1
, ο οποίος

υπάρχει πάντα ως πίνακας ϱητών αριθµών, είναι πίνακας ακέραιων αριθµών αν και µόνον αν |A| “ ˘1.

▲

2Να δειχθεί σαν ΄Ασκηση.
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΄Ασκηση 6. (1) ∆είξτε ότι αν H και K είναι δύο υποοµάδες µιας αβελιανής οµάδας pG, ¨q, τότε το
υποσύνολο3

H ¨ K “
␣

h ¨ k P G | h P H & k P K
(

είναι µια υποοµάδα της G.
(2) Να αποδείξετε µε τη ϐοήθεια ενός αντιπαραδείγµατος ότι ο ισχυρισµός του (1) δεν αληθεύει όταν

η οµάδα pG, ¨q δεν είναι αβελιανή.
(3) ΄Εστω n,m ě 1 δύο ϕυσικοί αριθµοί και H “ nZ “ xny και K “ mZ “ xmy οι κυκλικές

υποοµάδες της προσθετικής οµάδας pZ,`q, οι οποίες παράγονται από τους ϕυσικούς αριθµούς n
και m αντίστοιχα. Να προσδιορισθεί η οµάδα H ` K.

Λύση. Παραλείπουµε χάριν απλότητας το σύµβολο της πράξης «¨» και ϑα γράφουµε H ¨ K “ HK.
(1) Προφανώς HK ‰ H, διότι e “ e2 “ ee P HK. ΄Εστω a, b P HK, δηλαδή

a “ h1k1 & b “ h2k2 όπου h1, h2 P H & k1, k2 P K

Θα δείξουµε ότι : ab´1 P HK. ΄Εχουµε :

ab´1 “ ph1k1qph2k2q´1

“ ph1k1qpk´1
2 h´1

2 q

“ ph1k1qph´1
2 k´1

2 q

“ h1pk1h
´1
2 qk´1

2

“ h1ph´1
2 k1qk´1

2

“ ph1h
´1
2 qpk1k

´1
2 q

Επειδή H ď G, έχουµε ότι h1h´1
2 P H, και επειδή K ď G έπεται ότι k1k´1

2 P K. ΄Αρα το στοιχείο
ab´1 ανήκει στο υποσύνολο HK και εποµένως HK ď G.

(2) Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 και έστω οι µεταθέσεις

µ1 “

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

και µ2 “

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

Τότε έχουµε τις υποοµάδες

H “ xµ1y “
␣

ι, µ1

(

ď S3 & K “ xµ2y “
␣

ι, µ2

(

ď S3

Το σύνολο HK σε αυτή τη περίπτωση είναι το ακόλουθο :

H ¨ K “
␣

ι, µ2, µ1, µ1µ2

(

και

µ1 ˝ µ2 “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

“ ρ1

Το υποσύνολο HK δεν είναι υποοµάδα της S3, διότι για παράδειγµα

ρ1 ˝ ρ1 “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

˝

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

“

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙

“ ρ2 R HK

Μια διαφορετική απόδειξη4 µπορεί να γίνει µε γνώση του Θεωρήµατος του Lagrange το οποίο
ϑα αποδειχθεί αργότερα.

(3) ΄Εστω d “ pn,mq ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης των n και m. Τότε n “ dx και m “ dy για κάποιους
ϕυσικούς αριθµούς x, y.

3Αν η οµάδα έχει δοθεί µε προσθετικό συµβολισµό pG,`q τότε ϑα γράφουµε:

H ` K “
␣

h ` k P G | h P H & k P K
(

4Από το Θεώρηµα του Langrange (µε το οποίο ϑα ασχοληθούµε σε επόµενο ϕυλλάδιο) γνωρίζουµε ότι η τάξη µιας υποοµάδας
µιας πεπερασµένης οµάδας διαιρεί τη τάξη της οµάδας. ΄Αρα το σύνολο H ¨K δεν είναι υποοµάδα της S3 διότι |H ¨K| “ 4 ∤ 6 “

|S3|.
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(αʹ) Αν z P nZ ` mZ, τότε z “ nk ` ml, όπου k, l P Z, και άρα z “ dxk ` dyl “ dpxk ` ylq P dZ.
Εποµένως

nZ ` mZ Ď dZ
(ϐʹ) Αν z P dZ, τότε z “ dr για κάποιον ακέραιο r P Z. ΄Οπως γνωρίζουµε, υπάρχουν ακέραιοι a, b

έτσι ώστε d “ na ` mb, και τότε : z “ dr “ pna ` mbqr “ nar ` mbr P nZ ` mZ. Εποµένως

dZ Ď nZ ` mZ

Εποµένως ϑα έχουµε
nZ ` mZ “ pn,mqZ “ xpn,mqy

και έτσι η υποοµάδα nZ ` mZ είναι κυκλική µε γεννήτορα τον αριθµό pn,mq. ■

΄Ασκηση 7. (1) Να δειχθεί ότι κάθε µη-κενό πεπερασµένο υποσύνολο H µιας οµάδας G το οποιο είναι
κλειστό στην πράξη της οµάδας είναι υποοµάδα της G.

(2) Να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι γενικά το παραπάνω αποτέλεσµα δεν ισχύει αν το υποσύνολο
είναι άπειρο.

Λύση. (1) Επειδή το υποσύνολο H είναι µη-κενό και πεπερασµένο, µπορούµε να γράψουµε

H “ th1, h2, ¨ ¨ ¨ , hnu

όπου h1, h2, ¨ ¨ ¨ , hn είναι διακεκριµένα στοιχεία της G, n ě 1.
΄Εστω x ένα τυχόν στοιχείο του H. Τότε

@i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n : xhi “ xhj ùñ x´1xhi “ x´1xhj ùñ hi “ hj ùñ i “ j

Εποµένως τα στοιχεία xh1, xh2, ¨ ¨ ¨ , xhn της G είναι διακεκριµένα και άρα επειδή το σύνολο H είναι
κλειστό στην πράξη της οµάδας G, και x, h1, ¨ ¨ ¨ , hn P H, έπεται ότι

H “ txh1, xh2, ¨ ¨ ¨ , xhnu p˚q

Τότε το στοιχείο x ϑα είναι της µορφής xhi για κάποιο i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, δηλαδή: xhi “ x. Εποµένως
xhi “ xe και ο Νόµος ∆ιαγραφής σε Οµάδες δίνει ότι hi “ e. Εποµένως το ουδέτερο στοιχείο e της G
ανήκει στην H.

Μένει να δείξουµε ότι αν x P H, τότε x´1 P H. ΄Οπως και πριν, επειδή το e ανήκει στην H, από την
σχέση p˚q, ϑα έχουµε ότι το e είναι της µορφής xhk για κάποιο k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n, δηλαδή: xhk “ e. Από
την τελευταία σχέση έχουµε x´1xhk “ x´1e “ x´1 και εποµένως x´1 “ hk P H. ΄Αρα αν x P H, τότε και
x´1 P H.

Εποµένως σύµφωνα µε γνωστλό κριτήριο, το υποσύνολο H είναι µια υποοµάδα της G.

(2) ΄Εστω G “ pZ,`q η προσθετική οµάδα των ακεραίων και H “ N Ď Z. Τότε το υποσύνολο H είναι
ένα µη-κενό άπειρο υποσύνολο του Z το οποίο είναι προφανώς κλειστό στην πράξη πρόσθεσης της οµάδας
G. ΄Οµως το H δεν είναι υποοµάδα της Z διότι αν x P N, τότε το αντίστροφό του ως προς την πράξη της
οµάδας δεν ανήκει στο υποσύνολο: ´x R N. ■

΄Ασκηση 8. ΄Εστω η οµάδα

SpAq “
␣

f : A ÝÑ A | η f είναι «1-1» και «επί»
(

των µεταθέσεων, δηλαδή των «1-1» και «επί» απεικονίσεων, επί ενός µη κενού συνόλου A, µε πράξη την
σύνθεση «˝» απεικονίσεων. Αν X είναι ένα πεπερασµένο µη κενό υποσύνολο του A, να δειχθεί ότι το
υποσύνολο

H “
␣

f P SpAq | fpXq Ď X
(

είναι µια υποοµάδα της SpAq.
Αληθεύει ο ισχυρισµός αν το υποσύνολο X είναι άπειρο ;
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Λύση. ‚ Το υποσύνολο H είναι µη-κενό διότι IdApXq “ X και άρα IdA P H.
‚ Αν f, g P H, τότε fpXq Ď X και gpXq Ď X και εποµένως pf ˝ gqpXq “ fpgpXqq Ď fpXq Ď X. ΄Αρα

f ˝ g P H και το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη της οµάδας SpAq.
‚ ΄Εστω f P H. Τότε fpXq Ď X και άρα η «1-1» και «επί» απεικόνιση f : A ÝÑ A επάγει µια

απεικόνιση f : X ÝÑ X η οποία είναι προφανώς «1-1». Επειδή το σύνολο X είναι πεπερασµένο έπεται
ότι η απεικόνιση f : X ÝÑ X είναι «επί», δηλαδή fpXq “ X, ή ισοδύναµα f´1pXq “ X. Εποµένως η
αντίστροφη απεικόνιση f´1 : A ÝÑ A ικανοποιεί τη σχέση f´1pXq Ď X, και άρα f´1 P H.

Από τα παραπάνω, σύµφωνα µε γνωστό κριτήριο έπεται5 ότι το Ϲεύγος pH, ˝q είναι µια υποοµάδα της
SpAq.

΄Εστω A “ Z και X “ N. Θεωρούµε την απεικόνιση f : Z ÝÑ Z, fpnq “ n ` 1, η οποία είναι «1-1»
και «επί», άρα ανήκει στην οµάδα SpZq των µεταθέσεων επί του Z, και προφανώς fpNq Ď N, άρα f P H.
Εύκολα ϐλέπουµε ότι η αντίστροφη f´1 της f είναι η συνάρτηση f´1 : Z ÝÑ Z, fpnq “ n ´ 1. Τότε
f´1 R H διότι f´1p1q “ 0 R N. ΄Αρα το υποσύνολο H της οµάδας SpZq δεν είναι υποοµάδα. ■

΄Ασκηση 9. ΄Εστω pG, ¨q µια αβελιανή οµάδα µε ταυτοτικό στοιχείο e. Ας είναι n P N ένας σταθερά
δοσµένος ϕυσικός αριθµός. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

Gn “
␣

g P G | gn “ e
(

της G το οποίο αποτελείται από τα στοιχεία g P G µε την ιδιότητα gn “ e είναι µια υποοµάδα της G.
Ισχύει το παραπάνω αποτέλεσµα αν η οµάδα δεν είναι αβελιανή ; Αν ισχύει να το αποδείξετε, διαφορε-

τικά να δώσετε αντιπαράδειγµα.

Λύση. ‚ Το σύνολο Gn “
␣

g P G | gn “ e
(

δεν είναι το κενό διότι en “ e P H.
‚ ΄Εστω a, b P Gn. Θα δείξουµε ότι το στοιχείο ab´1 P Gn, δηλαδή ϑα δείξουµε ότι pab´1qn “ e. Επειδή

η G είναι αβελιανή, έπεται άµεσα ότι
pg1g2qn “ gn1 g

n
2

Εποµένως ϑα έχουµε :
pab´1qn “ anpb´1qn “ anpbnq´1 “ ee´1 “ e

και άρα πράγµατι ab´1 P Gn. Συνεπώς Gn ď G.

Το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης δεν ισχύει γενικά, αν η οµάδα δεν είναι αβελιανή. Πράγµατι ϑεωρούµε τη
συµµετρική οµάδα G “ S3 η οποία δεν είναι αβελιανή, και έστω n “ 2. Τότε όπως µπορούµε να δούµε
εύκολα,

G2 “

"

ι “

ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

, µ1 “

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

, µ2 “

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

, µ3 “

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙*

η οποία δεν είναι υποοµάδα της S3, διότι :
ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

¨

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

“

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

R G2 ■

΄Ασκηση 10. (1) Αν H και K είναι υποοµάδες µιας οµάδας G, να δειχθεί ότι η ένωση H Y K είναι
υποοµάδα της G αν και µόνον αν είτε H Ď K είτε K Ď H.

(2) ∆εν υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση δύο γνήσιων υποοµάδων της.
(3) Υπάρχει οµάδα η οποία είναι ένωση τριών γνήσιων υποοµάδων της ;

5∆ιαφορετικά: επειδή το σύνολο X είναι πεπερασµένο, έπεται ότι η οµάδα µεταθέσεων

SpXq “
␣

f : X ÝÑ X | η f είναι «1-1» και «επί»
(

είναι πεπερασµένη οµάδα. Επειδή όπως δείξαµε παραπάνω κάθε στοιχείο f του υποσυνόλου H είναι µια απεικόνιση f : X ÝÑ X
η οποία είναι «1-1» και «επί», έπεται ότι H Ď SpXq, και εποµένως το υποσύνολο H είναι πεπερασµένο. Επείδή όπως δείξαµε
παραπάνω το υποσύνολο H είναι µη κενό και κλειστό στην πράξη της οµάδας SpAq, από την ΄Ασκηση 7 έπεται ότι το υποσύνολο
H είναι µια υποοµάδα της SpAq.
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Λύση. (1) «ðù» Υποθέτουµε ότι είτε H Ď K είτε K Ď H. Τότε :
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

H Ď K ùñ H Y K “ K ùñ H Y K ď G

είτε

K Ď H ùñ H Y K “ H ùñ H Y K ď G

Εποµένως σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι η ένωση H Y K είναι υποοµάδα της G.

«ùñ» ΄Εστω ότι H Y K ď G και υποθέτουµε αντίθετα ότι H ⊈ K και K ⊈ H. Τότε αφού H ⊈ K
έχουµε ότι υπάρχει x P H µε x R K και όµοια αφού K ⊈ H έπεται ότι υπάρχει y P K µε y R H. Τότε
x, y P H Y K και εποµένως επειδή το υποσύνολο H Y K είναι υποοµάδα, ϑα έχουµε xy P H Y K. Τότε,
χρησιµοποιώντας ότι τα υποσύνολα H και K είναι υποοµάδες της G και x P H και y P K, οπότε ϑα
έχουµε x´1 P H και y´1 P K, ϑα έχουµε :

xy P HYK ùñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

xy P H

ή

xy P K

ùñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x´1xy P H

ή

xyy´1 P K

ùñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

y P H το οποίο είναι άτοπο διότι y R H

ή

x P K το οποίο είναι άτοπο διότι x R K

και άρα σε κάθε περίπτωση έχουµε καταλήξει σε άτοπο. Εποµένως είτε H Ď K είτε K Ď H.

(2) Αν για την οµάδα G ισχύει ότι G “ H Y K, όπου H και K είναι γνήσιες υποοµάδων της G, τότε η
ένωση των υποοµάδων H και K είναι οµάδα και άρα από το p1q ϑα έχουµε είτε H Ď K ή K Ď H. Τότε
όµως ϑα έχουµε G “ H Y K “ K ή G “ H Y K “ H αντίστοιχα. Και οι δύο περιπτώσεις µας οδηγούν
σε άτοπο διότι οι υποοµάδες H και K είναι γνήσιες. ΄Αρα η τυχούσα οµάδα G δεν µπορεί να είναι ένωση
δύο γνήσιων υποοµάδων της.

(3) Θεωρούµε την οµάδα του Klein G “ te, a, b, cu. Τότε γνωρίζουµε ότι τα υποσύνολα

H1 “ te, au, H1 “ te, bu, H1 “ te, cu

είναι (γνήσιες) υποοµάδες της G και
G “ H1 Y H2 Y H3 ■

΄Ασκηση 11. Σηµειώστε αν είναι σωστό ή λάθος.
(1) Ο προσεταιριστικός νόµος ισχύει σε κάθε οµάδα.
(2) Είναι δυνατόν να υπάρξει οµάδα στην οποία να µην ισχύει ο νόµος της διαγραφής.
(3) Κάθε οµάδα είναι υποοµάδα του εαυτού της.
(4) Κάθε οµάδα έχει ακριβώς δύο µη γνήσιες υποοµάδες.
(5) Σε κάθε κυκλική οµάδα, κάθε στοιχείο είναι γεννήτορας.
(6) Στο µάθηµα, δεν έχουµε δώσει ακόµα παράδειγµα οµάδας που να µην είναι αβελιανή.
(7) Κάθε σύνολο αριθµών που είναι οµάδα µε πράξη την πρόσθεση είναι και οµάδα µε πράξη τον

πολλαπλασιασµό.
(8) Μπορούµε να ορίσουµε την υποοµάδα ως «υποσύνολο µιας οµάδας».
(9) Η pZ4,`q είναι κυκλική οµάδα.

(10) Κάθε υποσύνολο οποιασδήποτε οµάδας είναι υποοµάδα µε την επαγόµενη πράξη.

Λύση. (1) Σωστό, από τον ορισµό της οµάδας.
(2) Λάθος. ΄Εχουµε δείξει ότι ο Νόµος ∆ιαγραφής ισχύει σε κάθε οµάδα.
(3) Σωστό, από τον ορισµό της (υπο)οµάδας.
(4) Λάθος, προφανώς.
(5) Λάθος. Στην οµάδα pZ,`q το στοιχείο 2 δεν είναι γεννήτορας.
(6) Λάθος, η συµµετρική οµάδα S3 δεν είναι αβελιανή.
(7) Λάθος, για παράδειγµα το Ϲεύγος pZ,`q είναι οµάδα ενώ αντίθετα το pZ, ¨q δεν είναι οµάδα.
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(8) Λάθος, αρκεί να ϑηµηθούµε τον ορισµό της υποοµάδας.
(9) Σωστό. Το στοιχείο r1s4 είναι γεννήτορας της Z4: Z4 “ xr1s4y.

(10) Λάθος, σκεφτείτε πάλι τον ορισµό της υποοµάδας καθώς και διάφορα υποσύνολα γνωστών σας
οµάδων που δεν είναι υποοµάδες µε την επαγόµενη πράξη, για παράδειγµα το υποσύνολο N στην
οµάδα pZ,`q. ■

΄Ασκηση 12. ΄Εστω pG, ¨q µια οµάδα, και H “
␣

Hi | Hi ď G
(

iPI
µια οικογένεια υποοµάδων της G, όπου

I είναι ένα σύνολο δεικτών.
(1) Να δειχθεί ότι η τοµή

H “
č

iPI

Hi

είναι µια υποοµάδα της G.
(2) ΄Εστω n,m ě 1 δύο ϕυσικοί αριθµοί και

H1 “ nZ “ xny & H2 “ mZ “ xmy

οι κυκλικές υποοµάδες της προσθετικής οµάδας pZ,`q, οι οποίες παράγονται από τους ϕυσικούς
αριθµούς n και m αντίστοιχα. Να προσδιορισθεί η οµάδα nZ X mZ.

Λύση. (1) Θα έχουµε:
(αʹ) Επειδή Hi ď G, @i P I, έπεται ότι e P Hi, @i P I και άρα e P H “

Ş

iPI Hi. Ιδιαίτερα H ‰ H.
(ϐʹ) ΄Εστω a, b P H. Τότε a, b P Hi, @i P I. Επειδή Hi ď G, @i P I, έπεται ότι ab´1 P Hi, @i P I.

Τότε όµως ab´1 P H “
Ş

iPI Hi.
Εποµένως συµφωνα µε γνωστό κριτήριο το υποσύνολο H “

Ş

iPI Hi είναι µια υποοµάδα της G.
(2) ΄Εστω r “ rn,ms το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των ακεραίων n,m. Τότε r “ nx και r “ my.

(αʹ) ΄Εστω z P nZ X mZ. Τότε z P nZ και z P mZ, και άρα z “ nk και z “ ml για κάποιους
ακέραιους k, l. Τότε όµως από την Θεωρία Αριθµών γνωρίζουµε ότι r “ rn,ms | z και άρα
z “ rt για κάποιον ακέραιο t. Αυτό σηµαίνει ότι z P rZ και άρα:

nZ X mZ Ď rZ
(ϐʹ) ΄Εστω z P rZ και άρα z “ rt για κάποιον ακέραιο t. Τότε z “ nxt και z “ myt, και άρα

z P nZ και z P mZ, δηλαδή z P nZ X mZ. ΄Ετσι

rZ Ď nZ X mZ
Συνοψίζοντας, ϑα έχουµε:

nZ X mZ “ rn,msZ “ xrn,msy

και άρα η οµάδα nZ X mZ είναι κυκλική µε γεννήτορα τον αριθµό rn,ms. ■

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ότι pG1, ‹1q και pG2, ‹2q είναι δύο οµάδες. Να δειχθεί ότι το καρτεσιανό γινόµενο
G1 ˆ G2 εφοδιασµένο µε την πράξη

‹ : pG1 ˆ G2q ˆ pG1 ˆ G2q ÝÑ G1 ˆ G2, ppa1, a2q, pb1, b2qq ÞÝÑ pa1 ‹1 b1, a2 ‹2 b2q

αποτελεί µια οµάδα. (Η συγκεκριµένη οµάδα ονοµάζεται το ευθύ γινόµενο των οµάδων G1 και G2.)

Λύση. Κατ΄ αρχήν παρατηρούµε ότι G1 ˆ G2 ‰ H διότι Gi ‰ H επειδή ei P Gi, i “ 1, 2.

΄Εστω pa1, a2q, pb1, b2q, pc1, c2q P G1 ˆ G2. ΄Εχουµε :

‚ Η πράξη «‹» είναι προσεταιριστική :

pa1, a2q ‹
“

pb1, b2q ‹ pc1, c2q
‰

“ pa1, a2q ‹ pb1 ‹1 c1, b2 ‹2 c2q “
`

a1 ‹1 pb1 ‹1 c1q, a2 ‹2 pb2 ‹2 c2q
˘

και
“

pa1, a2q ‹ pb1, b2q
‰

‹ pc1, c2q “ pa1 ‹1 b1, a2 ‹2 b2q ‹ pc1, c2q “
`

pa1 ‹1 b1q ‹1 c1, pa2 ‹2 b2q ‹2 c2
˘
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Επειδή οι πράξεις «‹1» και «‹2» είναι προσεταιριστικές, έπεται ότι a1 ‹1 pb1 ‹1 c1q “ pa1 ‹1 b1q ‹1 c1 και
a2 ‹2 pb2 ‹2 c2q “ pa2 ‹2 b2q ‹2 c2. ΄Αρα η πράξη «‹» είναι προσεταιριστική.

‚ Ουδέτερο στοιχείο : ΄Εστω eG1 “ e1 το ουδέτερο στοιχείο της G1 και eG2 “ e2 το ουδέτερο στοιχείο της
G2. Τότε για κάθε pg1, g2q P G1 ˆ G2 έχουµε :

pg1, g2q ‹ pe1, e2q “ pg1 ‹1 e1, g2 ‹2 e2q “ pg1, g2q “ pe1 ‹1 g1, e2 ‹2 g2q “ pe1, e2q ‹ pg1, g2q

Συνεπώς το στοιχείο pe1, e2q P G1 ˆ G2 είναι το ουδέτερο στοιχείο της G1 ˆ G2 ως προς τη πράξη «‹»:

eG1ˆG2 “ peG1 , eG2q

‚ Αντίστροφο στοιχείο : ΄Εστω pg1, g2q P G1 ˆ G2. Τότε υπάρχουν αντίστροφα στοιχεία g´1
1 P G1 και

g´1
2 P G2 έτσι ώστε

g´1
1 ‹1 g1 “ e1 “ g1 ‹1 g

´1
1 και g´1

2 ‹2 g2 “ e2 “ g2 ‹2 g
´1
2

Τότε έχουµε :

pg1, g2q ‹ pg´1
1 , g´1

2 q “ pg1 ‹1 g
´1
1 , g2 ‹2 g

´1
2 q “ pe1, e2q “ pg´1

1 ‹1 g1, g
´1
2 ‹2 g2q “ pg´1

1 , g´1
2 q ‹ pg1, g2q

και άρα το στοιχείο pg´1
1 , g´1

2 q P G1 ˆ G2 αποτελεί το αντίστροφο στοιχείο του pg1, g2q:

pg1, g2q´1 “ pg´1
1 , g´1

2 q

Εποµένως το Ϲεύγος pG1 ˆ G2, ‹q είναι οµάδα. ■

Παρατήρηση. Αν

␣

Gi | i P I
(

είναι µια συλλογή από οµάδες, όπου το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας pGi, ‹iq

συµβολίζεται µε ei, i P I, τότε παρόµοια µε την παραπάνω ΄Ασκηση, το καρτεσιανό γινόµενο συνόλων

ą

iPI

Gi “
␣

pgiqiPI | gi P Gi, @i P I
(

εφοδιασµένο µε την πράξη

pgiqiPI ‹ pg1
iqiPI “ pgi ‹i g

1
iPIqiPI

είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο peiqiPI , και αντίστροφο του στοιχείου pgiqiPI το στοιχείο pgiq
´1
iPI “ pg´1

i qiPI .

Αν I “
␣

1, 2, ¨ ¨ ¨ , n
(

, τότε ϑα γράφουµε
Ś

iPI Gi “ G1 ˆ G2 ¨ ¨ ¨ ˆ Gn.

Για παράδειγµα, για κάθε n P N, ϑέτοντας pGi, ‹iq “ pZn,`q, για κάθε i “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ , αποκτούµε την

οµάδα ευθύ γινόµενο

Zn ˆ Zn ˆ ¨ ¨ ¨ “
␣

prxsnqiPN | x P Z, i “ 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨
(

η οποία είναι προφανώς άπειρης τάξης, αλλά κάθε στοιχείο της prxsnqiPN έχει πεπερασµένη τάξη :

nprxsnqiPN “ pnrxsnqiPN “ prnxsnqiPN “ pr0snqiPN

η οποία είναι διαρέτης του n. ▲

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι pG1, ‹1q και pG2, ‹2q είναι δύο οµάδες, και ϑεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο,
όπως στην ΄Ασκηση 13. Αν

H “ G1 ˆ te2u “
␣

pg1, e2q P G1 ˆG2 | g1 P G1

(

και K “ te1u ˆG2 “
␣

pe1, g2q P G1 ˆG2 | g2 P G2

(

(1) Να δειχθεί ότι
H ď G1 ˆ G2 και K ď G1 ˆ G2

(2) H
Ş

K “
␣

eG1ˆG2

(

“
␣

pe1, e2q
(

.
(3) H ‹ K “ K ‹ H “ G1 ˆ G2.
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(4) Να δειχθεί ότι6, @h P H, @k P K, @g P G1 ˆ G2:

g ‹ h ‹ g´1 P H και g ‹ k ‹ g´1 P K

Λύση. (1) Προφανώς H ‰ H διότι pe1, e2q P G1 ˆ te2u “ H. ΄Εστω x “ pa1, e2q και y “ pb1, e2q δύο
στοιχεία του υποσυνόλου H. Τότε

x‹y´1 “ pa1, e2q‹pb1, e2q´1 “ pa1, e2q‹pb´1
1 , e´1

2 q “ pa‹1b
´1
1 , e2‹2e

´1
2 q “ pa‹1b

´1
1 , e2q P G1ˆte2u “ H

Εποµένως H ď G1 ˆ G2.
Παρόµοια K ‰ H διότι pe1, e2q P te1u ˆ G2 “ K. ΄Εστω z “ pe1, a2q και w “ pe1, b2q δύο

στοιχεία του υποσυνόλου K. Τότε

z‹w´1 “ pe1, a2q‹pe1, b2q´1 “ pe1, a2q‹pe´1
1 , b´1

2 q “ pe1‹1e
´1
1 , a2‹2b

´1
2 q “ pe1, a2‹2b

´1
2 q P te1uˆG2 “ K

Εποµένως K ď G1 ˆ G2.
(2) Αν x “ pa, bq P H

Ş

K, τότε ϑα έχουµε αναγκαστικά pa, bq P H και εποµένως b “ e2 και pa, bq P K
και εποµένως a “ e1. ΄Αρα x “ pe1, e2q “ eG1ˆG2 , δηλαδή H

Ş

K “ teG1ˆG2u.
(3) ΄Εστω x “ pa, e2q P H και y “ pe1, bq P K. Τότε :

x ‹ y “ pa, e2q ‹ pe1, bq “ pa ‹1 e1, e2 ‹2 bq “ pa, bq “ pe1 ‹1 a, b ‹2 e2q “ pe1, bq ‹ pa, e2q “ y ‹ x

Εποµένως H ‹ K “ K ‹ H Ď G1 ˆ G2. Αν pa, bq P G1 ˆ G2, τότε

pa, bq “ pe1 ‹1 a, b ‹2 e2q “ pe1, bq ‹ pa, e2q P K ‹ H

΄Αρα H ‹ K “ K ‹ H “ G1 ˆ G2.
(4) ΄Εστω h “ pa, e2q P H, k “ pe1, bq P K, και g “ pg1, g2q P G1 ˆ G2. Τότε :

g ‹h ‹ g´1 “ pg1, g2q ‹ pa, e2q ‹ pg1, g2q´1 “ pg1, g2q ‹ pa, e2q ‹ pg´1
1 , g22q “ pg1 ‹1 a ‹1 g

´1
1 , g2 ‹2 e2 ‹2 g

´1
2 q “

“ pg1 ‹1 a ‹1 g
´1
1 , g2 ‹2 g

´1
2 q “ pg1 ‹1 a ‹1 g

´1
1 , e2q P H

Παρόµοια ϑα έχουµε:

g ‹k ‹ g´1 “ pg1, g2q ‹ pe1, bq ‹ pg1, g2q´1 “ pg1, g2q ‹ pe1, bq ‹ pg´1
1 , g´1

2 q “ pg1 ‹1 e1 ‹1 g
´1
1 , g2 ‹2 b ‹2 g

´1
2 q “

“ pg1 ‹1 g
´1
1 , g2 ‹2 b ‹2 g

´1
2 q “ pe1, g2 ‹2 b ‹2 g

´1q P K ■

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z2 ˆ Z2 της προσθετικής οµάδας pZ2,`q µε τον εαυτό
της, ϐλέπε ΄Ασκηση 13. Να σχηµατιστεί ο πίνακας Cayley της Z2 ˆZ2 και να αποδειχτεί ότι δεν πρόκειται
για κυκλική οµάδα.

Λύση. Παρακάτω, χάριν απλότητας, γράφοντας rks εννοούµε την κλάση ισοτιµίας rks2 του ακεραίου k.

Η οµάδα pZ2 ˆ Z2,`q έχει τέσσερα στοιχεία :

Z2 ˆ Z2 “
␣

pr0s, r0sq, pr0s, r1sq, pr1s, r0sq, pr1s, r1sq
(

και ο πίνακας πράξης της είναι ο ακόλουθος :

` pr0s, r0sq pr1s, r0sq pr0s, r1sq pr1s, r1sq

pr0s, r0sq pr0s, r0sq pr1s, r0sq pr0s, r1sq pr1s, r1sq

pr1s, r0sq pr1s, r0sq pr0s, r0sq pr1s, r1sq pr0s, r1sq

pr0s, r1sq pr0s, r1sq pr1s, r1sq pr0s, r0sq pr1s, r0sq

pr1s, r1sq pr1s, r1sq pr0s, r1sq pr1s, r0sq pr0s, r0sq

Αν η οµάδα Z2 ˆ Z2 ήταν κυκλική ϑα έπρεπε κάποιο από τα µη-τετριµµένα στοιχεία της να παράγει
ολόκληρη την οµάδα. Ισοδύναµα ϑα έπρεπε κάποιο από τα στοιχεία pr1s, r0sq, pr1s, r0sq, pr1s, r1sq P Z2ˆZ2

να έχει τάξη 4. ΄Οµως από τον παραπάνω πίνακα διαπιστώνουµε ότι κανένα από τα µη-τετριµµένα στοιχεία
δεν είναι γεννήτορας της Z2 ˆ Z2, αφού καθένα από αυτά έχει τάξη δύο. ΄Αρα η οµάδα Z2 ˆ Z2 δεν είναι
κυκλική. ■

6Μια υποοµάδα H µιας οµάδας G η οποία ικανοποιεί την ιδιότητα : g ¨ h ¨ g´1
P H, @g P G, @h P H, καλείται κανονική

υποοµάδα της G. ΄Ετσι στην ΄Ασκηση 14, οι υποοµάδες H και K είναι κανονικές υποοµάδες της οµάδας ευθύ γινόµενο G1 ˆG2.
΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, οι κανονικές υποοµάδες διαδραµατίζουν σηµαντικό ϱόλο στη ϑεωρία οµάδων.
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΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τις οµάδες pZ2,`q, pZ3,`q και το ευθύ γινόµενό τους Z2 ˆ Z3. Να σχηµατιστεί
ο πίνακας Cayley της οµάδας ευθύ γινόµενο Z2 ˆZ3 και να αποδειχτεί ότι πρόκειται για κυκλική οµάδα.
Ακολούθως να εξετάσετε, αν ο ισχυρισµός

«Σε κάθε κυκλική οµάδα, κάθε στοιχείο είναι γεννήτορας»
είναι αληθής ή όχι.

Λύση. Παρακάτω, χάριν απλότητας, γράφοντας prns, rmsq εννοούµε το Ϲεύγος των κλάσεων ισοτιµίας
prns2, rms3q.

Η οµάδα pZ2 ˆ Z3,`q έχει τα ακόλουθα έξι στοιχεία :

Z2 ˆ Z3 “
␣

pr0s, r0sq, pr0s, r1sq, pr0s, r2sq, pr1s, r0sq, pr1s, r1sq, pr1s, r2sq
(

και ο πίνακας Cayley της είναι ο εξής :

` pr0s, r0sq pr0s, r1sq pr0s, r2sq pr1s, r0sq pr1s, r1sq pr1s, r2sq

pr0s, r0sq pr0s, r0sq pr0s, r1sq pr0s, r2sq pr1s, r0sq pr1s, r1sq pr1s, r2sq

pr0s, r1sq pr0s, r1sq pr0s, r2sq pr0s, r0sq pr1s, r1sq pr1s, r2sq pr1s, r0sq

pr0s, r2sq pr0s, r2sq pr0s, r0sq pr0s, r1sq pr1s, r2sq pr1s, r0sq pr1s, r1sq

pr1s, r0sq pr1s, r0sq pr1s, r1sq pr1s, r2sq pr0s, r0sq pr0s, r1sq pr0s, r2sq

pr1s, r1sq pr1s, r1sq pr1s, r2sq pr1s, r0sq pr0s, r1sq pr0s, r2sq pr0s, r0sq

pr1s, r2sq pr1s, r2sq pr1s, r0sq pr1s, r1sq pr0s, r2sq pr0s, r0sq pr0s, r1sq

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις τάξεις των στοιχείων της Z2 ˆ Z3. ΄Εχουµε :

pr0s, r1sq ` pr0s, r1sq “ pr0s, r2sq ùñ pr0s, r1sq ` pr0s, r2sq “ pr0s, r0sq ùñ o
`

pr0s, r1sq
˘

“ 3

pr0s, r2sq ` pr0s, r2sq “ pr0s, r1sq ùñ pr0s, r2sq ` pr0s, r1sq “ pr0s, r0sq ùñ o
`

pr0s, r2sq
˘

“ 3

pr1s, r0sq ` pr1s, r0sq “ pr0s, r0sq ùñ o
`

pr1s, r0sq
˘

“ 2

pr1s, r1sq ` pr1s, r1sq “ pr0s, r2sq ùñ pr1s, r1sq ` pr0s, r2sq “ pr1s, r0sq

ùñ pr1s, r1sq ` pr1s, r0sq “ pr0s, r1sq

ùñ pr1s, r1sq ` pr0s, r1sq “ pr1s, r2sq

ùñ pr1s, r1sq ` pr1s, r2sq “ pr0s, r0sq

ùñ o
`

pr1s, r1sq
˘

“ 6

pr1s, r2sq ` pr1s, r2sq “ pr0s, r1sq ùñ pr1s, r2sq ` pr0s, r1sq “ pr1s, r0sq

ùñ pr1s, r2sq ` pr1s, r0sq “ pr0s, r2sq

ùñ pr1s, r2sq ` pr0s, r2sq “ pr1s, r1sq

ùñ pr1s, r2sq ` pr1s, r1sq “ pr0s, r0sq

ùñ o
`

pr1s, r2sq
˘

“ 6

Συνεπώς η οµάδα Z2 ˆ Z3 είναι κυκλική διότι

Z2 ˆ Z3 “
@

pr1s, r1sq
D

“
@

pr1s, r2sq
D

και τα στοιχεία pr1s, r1sq, pr1s, r2sq είναι γεννήτορες της Z2 ˆ Z3.
Ο ισχυρισµός

«Σε κάθε κυκλική οµάδα, κάθε στοιχείο είναι γεννήτορας»
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δεν είναι αληθής, διότι για παράδειγµα στην οµάδα pZ10,`q το στοιχείο r2s δεν είναι γεννήτορας. ∆είτε
την επόµενη άσκηση για περαιτέρω εξήγηση. ■

Σχόλιο 0.1. Από την ΄Ασκηση 16 ϐλέπουµε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο Z2ˆZ3 είναι κυκλική, και από την
΄Ασκηση 15 ϐλέπουµε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο Z2 ˆZ2 δεν είναι κυκλική. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα σε
γενικότερο πλαίσιο η παραπάνω διαφοροποίηση οφείλεται στο ότι p2, 3q “ 1 και p2, 2q “ 2 ‰ 1. Ειδικότερα
ϑα αποδείξουµε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο Zn ˆ Zm είναι κυκλική αν και µόνον αν pn,mq “ 1. ▲

΄Ασκηση 17. Να προσδιοριστούν όλοι οι γεννήτορες της οµάδας pZ10,`q.

Λύση. Παρακάτω, χάριν απλότητας, γράφοντας r¨s εννοούµε r¨s10.

Υπολογίζουµε τις κυκλικές υποοµάδες που παράγονται από τα στοιχεία της Z10 :

Z10 “
␣

r0s, r1s, r2s, r3s, r4s, r5s, r6s, r7s, r8s, r9s
(

΄Εχουµε :

xr1sy “
␣

r1s, r2s, r3s, r4s, r5s, r6s, r7s, r8s, r9s, r0s
(

“ Z10

xr2sy “
␣

r2s, r4s, r6s, r8s, r0s
(

‰ Z10

xr3sy “
␣

r3s, r6s, r9s, r2s, r5s, r8s, r1s, r4s, r7s, r0s
(

“ Z10

xr4sy “
␣

r4s, r8s, r2s, r6s, r0s
(

‰ Z10

xr5sy “
␣

r5s, r0s
(

‰ Z10

xr6sy “
␣

r6s, r2s, r8s, r4s, r0s
(

“ Z10

xr7sy “
␣

r7s, r4s, r1s, r8s, r5s, r2s, r9s, r6s, r3s, r0s
(

‰ Z10

xr8sy “
␣

r8s, r6s, r4s, r2s, r0s
(

‰ Z10

xr9sy “
␣

r9s, r8s, r7s, r6s, r5s, r4s, r3s, r2s, r1s, r0s
(

“ Z10

΄Αρα οι γεννήτορες της Z10 είναι τα στοιχεία r1s, r3s, r7s, r9s αφού

Z10 “ xr1sy “ xr3sy “ xr7sy “ xr9sy

Παρατηρήστε ότι οι γεννήτορες της Z10 είναι ακριβώς οι κλάσεις ισοτιµίας mod 10 των οποίων οι αντι-
πρόσωποι είναι πρώτοι προς το δέκα. ■
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΄Ασκηση 18. Θεωρούµε το σύνολο G “
␣

e, a, b, c, d, f
(

. Να συµπληρωθεί ο ακόλουθος πίνακας έτσι
ώστε να αποτελεί τον πίνακα Cayley µιας αβελιανής οµάδας pG, ¨q.

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f b
b b c a
c c e b a
d d c b
f f c

Είναι η οµάδα η οποία προκύπτει κυκλική ;

Λύση. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η οµάδα pG, ¨q είναι αβελιανή, ϑα πρέπει τα στοιχεία του πίνακα Cayley
να είναι συµµετρικά ως προς την κύρια διαγώνιο. Εποµένως ϑα προκύψει ο πίνακας :

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f c b
b b f c e a
c c e b a
d d c a b
f f b a c

Επειδή κάθε στήλη του πίνακα Cayley µιας οµάδας περιέχει τα στοιχεία της οµάδας ακριβώς µια ϕορά, η
δεύτερη στήλη του παραπάνω πίνακα ϑα συµπληρωθεί µε το στοιχείο b και ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f c b
b b f c e a
c c d e b a
d d c a b
f f b a c

και τότε λόγω συµµετρίας ως προς την κύρια διαγώνιο ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a
c c d e b a
d d c a b
f f b a c

Επειδή κάθε στήλη του πίνακα Cayley µιας οµάδας περιέχει τα στοιχεία της οµάδας ακριβώς µια ϕορά, η
τρίτη στήλη του παραπάνω πίνακα ϑα συµπληρωθεί µε το στοιχείο d και ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a
c c d e b a
d d c a b
f f b d a c
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και τότε λόγω συµµετρίας ως προς την κύρια διαγώνιο ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a d
c c d e b a
d d c a b
f f b d a c

Επειδή κάθε στήλη του πίνακα Cayley µιας οµάδας περιέχει τα στοιχεία της οµάδας ακριβώς µια ϕορά, η
τελευταία στήλη του παραπάνω πίνακα ϑα συµπληρωθεί µε το στοιχείο e και ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a d
c c d e b a
d d c a b e
f f b d a c

και τότε λόγω συµµετρίας ως προς την κύρια διαγώνιο ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a d
c c d e b a
d d c a b e
f f b d a e c

Επειδή κάθε στήλη του πίνακα Cayley µιας οµάδας περιέχει τα στοιχεία της οµάδας ακριβώς µια ϕορά,
η τέταρτη και η πέµπτη στήλη του παραπάνω πίνακα ϑα συµπληρωθεί αναγκαστικά µε τα στοιχεία µε το
στοιχείο f και ϑα προκύψει ο πίνακας

¨ e a b c d f
e e a b c d f
a a e f d c b
b b f c e a d
c c d e b f a
d d c a f b e
f f b d a e c

΄Οπως ϐλέπουµε άµεσα από τον παραπάνω πίνακα, ϑα έχουµε:

d2 “ b, d3 “ a, d4 “ c, d5 “ f, d6 “ e

΄Αρα
G “ xdy

και εποµένως η pG, ¨q είναι κυκλική τάξης 6. ■

΄Ασκηση 19. (1) Να δειχθεί ότι κάθε κυκλική οµάδα είναι αβελιανή,
(2) Να δειχθεί ότι υπάρχουν αβελιανές οµάδες οι οποίες δεν είναι κυκλικές.
(3) Να δοθεί παράδειγµα µιας µη-αβελανής οµάδας µε την ιδιότητα ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της

είναι κυκλική.



17

Λύση. (1) ΄Εστω ότι pG, ¨q είναι µια κυκλική οµάδα, δηλαδή υπάρχει στοιχείο α P G έτσι ώστε

G “ xαy “ tαn | n P Zu

΄Εστω g1, g2 P G. Τότε g1 “ αr, g2 “ αs P G και άρα έχουµε

g1g2 “ aras “ ar`s “ as`r “ asar “ g2g1

Εποµένως η G είναι αβελιανή.
(2) Η οµάδα του Klein G “ te, a, b, cu είναι µια αβελιανή οµάδα τάξης 4 κάθε στοιχείο της οποίας έχει

τάξη 2 και εποµένως η G δεν µπορεί να είναι κυκλική.
(3) Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3, η οποία είναι µια µη-αβελιανή οµάδα τάξης 6. Εύκολα µπο-

ϱούµε να δούµε7 ότι η S3 δεν διαθέτει υποοµάδες τάξης 4 ή 5, και διαθέτει, εκτός της τετριµµένης,
τρεις υποοµάδας τάξης 2 και µια υποοµάδα τάξης 3. Επειδή, όπως γνωρίζουµε, κάθε οµάδα µε
τάξη ď 3 είναι κυκλική έπεται ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της S3 είναι κυκλική. ■

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο της συµµετρικής οµνάδας pS4, ˝q:

G “ tι, ρ1, ρ2, ρ3, δ1, δ2, µ1, µ2u

όπου:

ι “

ˆ

1 2 3 4
1 2 3 4

˙

, ρ1 “

ˆ

1 2 3 4
2 3 4 1

˙

, ρ2 “

ˆ

1 2 3 4
3 4 1 2

˙

, ρ3 “

ˆ

1 2 3 4
4 1 2 3

˙

δ1 “

ˆ

1 2 3 4
3 2 1 4

˙

, δ2 “

ˆ

1 2 3 4
2 4 3 2

˙

, µ1 “

ˆ

1 2 3 4
2 1 4 3

˙

, µ2 “

ˆ

1 2 3 4
4 3 2 1

˙

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο G είναι µια µη-αβελιανή υποοµάδα της S4 και κάθε γνήσια υποοµάδα της
είναι αβελιανή αλλά όχι απαραίτητα κυκλική.

Λύση. Εύκολα ϐλέπουµε ότι ισχύουν οι σχέσεις

ρ21 “ ρ2, ρ31 “ ρ3, ρ41 “ ι, µ2
1 “ µ2

2 “ δ21 “ δ22 “ ι, ρ1 ˝ µ1 “ δ1, µ1 ˝ ρ1 “ δ2

ρ1 ˝ δ1 “ µ2, δ1 ˝ ρ1 “ µ1, µ1 ˝ δ1 “ ρ3 “ δ2 ˝ µ1, δ1 ˝ µ1 “ ρ1 “ µ1 ˝ δ2, ¨ ¨ ¨

Συνεχίζοντας κατ΄ αυτό τον τρόπο µπορούµε εύκολα να δούµε ότι το σύνολο G είναι κλειστό στην πράξη
της S4. Επειδή 8 “ |G| ă 8, από γνωστό κριτήριο επέται ότι το σύνολο G είναι µια υποοµάδα της S4, η
οποία είναι µη-αβελιανή διότι για παράδειγµα ρ1 ˝ µ1 “ δ1 ‰ δ2 “ µ1 ˝ ρ1.

Από το Θεώρηµα του Lagrange8 το οποίο ϑα δούµε αργότερα, έπεται ότι η τάξη κάθε γνήσιας υποοµάδας
της G είναι ένας εκ των αριθµών 1, 2, 3, 4. Επειδή, όπως έχουµε δει κάθε οµάδα µε τάξη ď 4 είναι
αβελιανή, έπεται ότι κάθε γνήσια υποοµάδα της G είναι αβελιανή.

Τέλος έστω το υποσύνολο
H “

␣

ι, ρ2, δ1, δ2
(

Εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο H είναι κλειστό στην πράξη της G και εποµένως αποτελεί υποοµάδα
της G, η οποία δεν είναι κυκλική διότι ρ22 “ δ21 “ δ22 “ ι και εποµένως κανένα στοιχείο της H δεν µπορεί
να είναι γεννήτοεράς της. ■

΄Ασκηση 21. Να δειχθεί ότι µια οµάδα η οποία δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες υποοµάδες είναι κυκλική.

Λύση. ΄Εστω G µια οµάδα η οποία δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες υποοµάδες, δηλαδή οι µόνες υποο-
µάδες της G είναι : η τετριµµένη υποοµάδα te u, και η ίδια η οµάδα G.

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

7Ο ισχυρισµός αυτός προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα του Lagrange το οποίο ϑα µελετήσουµε αργότερα. Εδώ ο ισχυρισµός
µπορεί να προκύψει δείχνοντας οτι δεν υπάρχει υποσύνολο της S3 µε 4 ή 5 στοιχεία το οποίο είναι κλειστό στην πράξη της
οµάδας.

8«Η τάξη κάθε υποοµάδας µιας πεπερασµένης οµάδας διαιρεί την τάξη της οµάδας».
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‚ Αν G “ te u, τότε G “ xey και άρα η G είναι κυκλική.
‚ ΄Εστω ότι G ‰ te u. Τότε υπάρχει ένα στοιχείο a P G µε a ‰ e.

Θεωρούµε την κυκλική υποοµάδα xay της G που παράγεται από το a, δηλαδή xay ď G, η οποία
δεν είναι η τετριµµένη υποοµάδα teu διότι a ‰ e. Επειδή από την υπόθεση οι µόνες υποοµάδες
της G είναι η υποοµάδα που παράγεται από το te u και η ίδια η οµάδα G, αναγκαστικά ϑα έχουµε
ότι

G “ xay

και άρα η οµάδα G είναι κυκλική µε γεννήτορα το a. ■

Θα αποδείξουµε αργότερα ότι µια οµάδα G δεν έχει γνήσιες µη τετριµµένες υποοµάδες αν και µόνον
αν η G είναι πεπερασµένη κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω H ένα µη-κενό υποσύνολο µιας οµάδας pG, ¨q. Να δειχθεί ότι το H είναι υποοµάδα
της G αν και µόνον αν η ακόλουθη σχέση:

@a, b P H : a „H b ðñ ab´1 P H

είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο H.

Λύση. (1) «ðù» Υποθέτουµε ότι σχέση «„H » είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του µη-κενού υποσυ-
νόλου H της G.

΄Εστω h1, h2 P H. Επειδή e´1 “ e, ϑα έχουµε h1 “ h1e “ h1e
´1 P H και h2 “ h2e “ h2e

´1 P

H, δηλαδή h1 „H e και h2 „H e. Από την συµµετρική ιδιότητα, ϑα έχουµε και e „H h2 και τότε
η µεταβατική ιδιότητα δίνει h1 „H h2, δηλαδή h1h

´1
2 P H. Εποµένως το H είναι µια υποοµάδα

της G.

(2) «ùñ» Υποθέτουµε ότι το µη-κενό υποσύνολο H της G είναι υποοµάδα.
(αʹ) Για κάθε h P H ϑα έχουµε hh´1 “ e P H, και άρα h „H h, δηλαδή ισχύει η ανακλαστική

ιδιότητα.
(ϐʹ) ΄Εστω h1, h2 P H, και υποθέτουµε ότι h1 „H h2, δηλαδή h1h

´1
2 P H. Επειδή το υποσύνολο H

είναι υποοµάδα της G, ϑα έχουµε ph1h
´1
2 q´1 “ ph´1

2 q´1h´1
1 “ h2h

´1
1 P H, δηλαδή h2 „H h1,

και άρα ισχύει η συµµετρική ιδιότητα.
(γʹ) ΄Εστω h1, h2, h3 P H, και υποθέτουµε ότι h1 „H h2 και h2 „H h3. Τότε h1h

´1
2 P H και

h2h
´1
3 P H. Επειδή το υποσύνολο H είναι υποοµάδα, έπεται ότι h1h´1

2 h2h
´1
3 “ h1eh

´1
3 “

h1h
´1
3 P H, δηλαδή h1 „H h3 και άρα ισχύει η µεταβατική ιδιότητα.

Εποµένως η σχέση «„H » είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του H. ■

Παρατήρηση. Παρόµοια αποδεικνύεται ότι αν H είναι ένα µη-κενό υποσύνολο µιας οµάδας G, τότε το

υποσύνολο H είναι υποοµάδα της G αν και µόνον αν η ακόλουθη σχέση:

@a, b P H : a „H b ðñ a´1b P H

είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο H. ▲

΄Ασκηση 23. ΄Εστω pG, ¨q µια κυκλική οµάδα και a ένας γεννήτορας της G, δηλαδή G “ xay. Να δείξετε
ότι και το στοιχείο a´1 είναι γεννήτορας της G. Ακολούθως να δείξετε ότι µια οµάδα G έχει ακριβώς έναν
γεννήτορα αν και µόνον αν είτε η G είναι η τετριµµένη οµάδα ταξης 1 είτε η G είναι η κυκλική οµάδα
τάξης 2.

Λύση. Αν G “ xay, τότε G “ tan P G | n P Zu. Προφανώς τότε G “ ta´n P G | n P Zu. Επειδή
a´n “ pa´1qn, ϑα έχουµε G “ tpa´1qn P G | n P Zu “ xa´1y το οποίο σηµαίνει ότι το στοιχείο a´1 είναι
γεννήτορας της G.

Αν η οµάδα G έχει ακριβώς έναν γεννήτορα, έστω a, τότε από την παραπάνω ανάλυση έπεται ότι
αναγκαστικά ϑα έχουµε a “ a´1, και εποµένως a2 “ e. Αν a “ e, τότε G “ teu “ xey είναι η τετριµµένη
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οµάδα. Αν a ‰ e, τότε, @n P Z: an “ e αν n είναι άρτιος και an “ a αν n είναι περιττός. Εποµένως
G “ tan P G | n P Zu “ te, au “ xay είναι κυκλική µε πλήθος στοιχείων ίσο µε δύο.

Αντίστροφα αν η G έχει πλήθος στοιχείων ίσο µε 1, τότε προφανώς G “ teu “ xey. Αν η G έχει πλήθος
στοιχείων ίσο µε 2, τότε G “ te, au, και προφανώς a2 “ e, δηλαδή G “ xay και το a είναι γεννήτορας
της G. Προφανώς το a είναι ο µοναδικός γεννήτορας, διότι το άλλο στοιχείο e της G παράγει µόνο την
τετριµµένη υποοµάδα teu. ■

΄Ασκηση 24. ΄Εστω pG, ¨q µια κυκλική οµάδα. Τότε το πλήθος των γεννητόρων της G είναι άρτιο αν και
µόνον αν |G| ě 3.

Λύση. Αν |G| ě 3, τότε από την ΄Ασκηση 23 έπεται ότι η G δεν µπορεί να έχει ακριβώς έναν γεννήτορα.
Επειδή από την ΄Ασκηση 23 έπεται ότι οι γεννήτορες µιας κυκλικής οµάδας εµφανίζονται ως Ϲεύγη pa, a´1q,
όπου a ‰ a´1 (διότι διαφορετικά αν το στοιχείο a ήταν γεννήτορας και a “ a´1 ϑα είχαµε G “ te, au και
άρα |G| ď 2 το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση), έπεται ότι το πλήθος των γεννητόρων της G είναι
άρτιο.

Αντίστροφα αν το πλήθος των γεννητόρων της G είναι άρτιο, και |G| ď 2, τότε από την ΄Ασκηση 23 έπεται
ότι η G έχει ακριβώς έναν γεννήτορα το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση. ΄Αρα |G| ě 3. ■


