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΄Ασκηση 1. Βρείτε όλα τα σύµπλοκα (πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H ≤ G της οµάδας G και

περιγράψτε την οµάδα πηλίκο στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) H = 4Z ≤ Z.

(2) H = 4Z ≤ 2Z.

(3) H = ⟨[18]36⟩ ≤ Z36.

Λύση. ΄Ολες οι εµπλεκόµενες οµάδες είναι προσθετικές, και άρα ο συµβολισµός µας εδώ ϑα είναι προ-

σθετικός. Επίσης όλες οι οµάδες είναι κυκλικές και ιδιαίτερα αβελιανές
1
.

(1) Το αριστερό σύµπλοκο (αριστερή πλευρική κλάση) της 4Z που περιέχει το m ∈ Z είναι της µορφής

m+ 4Z
• Για m = 0 το σύµπλοκο που περιέχει το 0: είναι το

4Z = {· · · ,−12,−8,−4, 0, 4, 8, 12, · · · }
• Για να προσδιορίσουµε ένα διαφορετικό αριστερό σύµπλοκο, επιλέγουµε κάποιο στοιχείο του

Z που δεν ανήκει στο 4Z, για παράδειγµα το 1 ∈ Z αλλά 1 /∈ 4Z . Συνεπώς για m = 1 έχουµε

το αριστερό σύµπλοκο

1 + 4Z = {· · · ,−11,−7,−3, 1, 5, 9, 13, · · · }
• Για m = 2 έχουµε το αριστερό σύµπλοκο

2 + 4Z = {· · · ,−10,−6,−2, 2, 6, 10, 14, · · · }
• Για m = 3 έχουµε το αριστερό σύµπλοκο

3 + 4Z = {· · · ,−9,−5,−1, 3, 7, 11, 15, · · · }
Είναι ϕανερό ότι αυτά τα τέσσερα σύµπλοκα εξαντλούν το Z και άρα αποτελούν τη διαµέριση του

Z στα αριστερά σύµπλοκα της 4Z, δηλαδή

Z = (4Z) ∪ (1 + 4Z) ∪ (2 + 4Z) ∪ (3 + 4Z)
΄Οµως αφού η Z είναι αβελιανή οµάδα έχουµε ότι το αριστερό σύµπλοκο m+ 4Z ταυτίζεται µε το

δεξιό σύµπλοκο 4Z+m. ΄Αρα η διαµέριση του Z σε δεξιά σύµπλοκα είναι η ίδια.

Η οµάδα πηλίκο Z/4Z είναι προφανώς η κυκλική οµάδα

Z4 =
{
[0]4 = 4Z, [1]4 = 1 + 4Z, [2]4 = 2 + 4Z, [3]4 = 3 + 4Z

}
1
Σχόλιο: ΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα και H ≤ G. Τότε τα αριστερά σύµπλοκα της H στην G συµπίπτουν µε τα δεξιά

σύµπλοκα της H στην G. Από εδώ και στο εξής, όταν έχουµε µια αβελιανή οµάδα G ϑα υπολογίζουµε τα αριστερά σύµπλοκα

της H, γνωρίζοντας ότι αυτά συµπίπτουν µε τα δεξιά. Επίσης υπενθυµίζουµε ότι η συλλογή όλων των διακεκριµένων (αριστερών)

συµπλόκων µιας υποοµάδας αποτελεί µια διαµέριση της οµάδας, και άρα εκ΄ κατασκευής η ένωση όλων των διακεκριµένων

(αριστερών) συµπλόκων της H στην G, είναι µια ξένη ένωση η οποία συµπίπτει µε την οµάδα G.
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(2) Τα σύµπλοκα της 4Z στην 2Z είναι της µορφής m+ 4Z µε m ∈ 2Z. ΄Εχουµε :
• Για m = 0 έχουµε το σύµπλοκο

4Z = {· · · ,−12,−8,−4, 0, 4, 8, 12, · · · }

• Για m = 2 έχουµε το σύµπλοκο

2 + 4Z = {· · · ,−10,−6,−2, 2, 6, 10, 14, · · · }

Τα παραπάνω δυο σύµπλοκα που ϐρήκαµε εξαντλούν το 2Z και άρα αποτελούν τη διαµέριση του

2Z στα σύµπλοκα της 4Z. ΄Αρα

2Z = (4Z) ∪ (2 + 4Z)

Η οµάδα πηλίκο 2Z/4Z είναι µια οµάδα τάξης 2:

2Z/4Z =
{
4Z, 2 + 4Z

}
και άρα, όπως γνωρίζουµε, είναι µια κυκλική οµάδα τάξης 2 µε γεννήτορα την κλάση 2 + 4Z.

(3) Τα σύµπλοκα της ⟨[18]36⟩ στην Z36 είναι της µορφής [m] + ⟨[18]36⟩ όπου [m] ∈ Z36. Εδώ [m]
συµβολίζει [m]36. Θα έχουµε :
• Για [m] = [0] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

⟨[18]⟩ = {[0], [18]}

• Για [m] = [1] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[1] + ⟨[18]⟩ = {[1], [19]}

• Για [m] = [2] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[2] + ⟨[18]⟩ = {[2], [20]}

• Για [m] = [3] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[3] + ⟨[18]⟩ = {[3], [21]}

• Για [m] = [4] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[4] + ⟨[18]⟩ = {[4], [22]}

• Για [m] = [5] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[5] + ⟨[18]⟩ = {[5], [23]}

• Για [m] = [6] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[6] + ⟨[18]⟩ = {[6], [24]}

• Για [m] = [7] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[7] + ⟨[18]⟩ = {[7], [25]}

• Για [m] = [8] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[8] + ⟨[18]⟩ = {[8], [26]}

• · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

• Για [m] = [16] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[16] + ⟨[18]⟩ = {[16], [34]}

• Για [m] = [17] έχουµε το σύµπλοκο (την κλάση)

[17] + ⟨[18]⟩ = {[17], [35]}
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Είναι ϕανερό ότι τα παραπάνω σύµπλοκα (κλάσεις) εξαντλούν το Z36 και άρα αποτελούν τη δια-

µέριση του Z36 στα σύµπλοκα (κλάσεις) της ⟨[18]36⟩. Συνεπώς :

Z36 =
(
⟨[18]⟩

)
∪
(
[1] + ⟨[18]⟩

)
∪ · · · ∪

(
[17] + ⟨[18]⟩

)
είναι κυκλική τάξης 36 µε γεννήτορα την κλάση [1] + ⟨[18]⟩. □

΄Ασκηση 2. Να δοθεί παράδειγµα οµάδας G η οποία περιέχει µια υποοµάδα H έτσι ώστε ο «πολλαπλα-

σιασµός» αριστερών πλευρικών κλάσεων xH · yH = (xy)H να µην είναι καλά ορισµένος και εποµένως το

Ϲεύγος (G/∼H , ·) δεν αποτελεί οµάδα.

Λύση. Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα S3 και έστω H = ⟨µ1⟩.

Για τις αριστερές πλευρικές κλάσεις µ2H και µ3H, επειδή µ2µ3 = ρ1, έχουµε:

µ2H · µ3H = (µ2µ3)H = ρ1H

Επειδή µ2 = ι, ϑα έχουµε µ−1
2 = µ2 και τότε : µ−1

2 ρ2 = µ1. Εποµένως ϑα έχουµε:

µ−1
2 ρ2 = µ1 ∈ H =⇒ µ2H = ρ2H

Αν ο «πολλαπλασιασµός» αριστερών πλευρικών κλάσεων xH · yH = (xy)H ήταν καλά ορισµένη πράξη,

ϑα έπρεπε να είχαµε :

µ2H = ρ2H και µ3H = µ3H =⇒ (µ2µ3)H = (ρ2µ3)H

Επειδή µ2µ3 = ρ1 και ρ2µ3 = µ1 ∈ H, ϑα έπρεπε να είχαµε :

ρ1H = µ1H = H =⇒ ρ−1
1 = ρ2 ∈ H

το οποίο είναι άτοπο διότι ρ2 /∈ H = ⟨µ1⟩ =
{
ι, µ1

}
.

΄Αρα, πράγµατι ο «πολλαπλασιασµός» αριστερών πλευρικών κλάσεων xH · yH = (xy)H στο σύνολο-

πηλίκο S3/∼H δεν είναι καλά ορισµένος και εποµένως το Ϲεύγος (S3/∼H , ·) δεν αποτελεί οµάδα. □

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο Z4×Z6 και έστω H = ⟨([2]4, [1]6)⟩ η κυκλική υποοµάδα

της Z4 × Z6 η οποία παράγεται από το στοιχείο ([2]4, [1]6). Να δειχθεί ότι η οµάδα πηλίκο (Z4 × Z6)/H
είναι κυκλική.

Λύση. Επειδή

o([2]4) = o(2[1]4) =
o([1]4

(2, o([1]4)
=

4

(2, 4)
=

4

2
= 2

και επειδή προφανώς

o([1]6) = o([1]6) = 6

έπεται ότι : o(([2]4, [1]6)) = [o([2]4), o([1]6)] = [2, 6] = 6.

Τα στοιχεία της υποοµάδας H = ⟨([2]4, [1]6)⟩ είναι :

H = ⟨([2]4, [1]6)⟩ =
{
([0]4, [0]6), ([2]4, [1]6), ([0]4, [2]6), ([2]4, [3]6), ([0]4, [4]6), ([2]4, [5]6)

}
Επειδή η οµάδα Z4 × Z6 είναι αβελιανή, έπεται ότι η υποοµάδα H είναι κανονική, και ϑα έχουµε:

|(Z4 × Z6)/H| = |(Z4 × Z6)|
|H|

=
|Z4| · |Z6|

|H|
=

24

6
= 4

Θα προσδιορίσουµε τα στοιχεία της οµάδας πηλίκο

(Z4 × Z6)/H =
{
a+H ⊆ Z4 × Z6 | x ∈ Z4 × Z6

}
Θα έχουµε το αριστερό σύµπλοκο H. Το στοιχείο ([1]4, [1]6) δεν ανήκει στην υποοµάδα H, και άρα ϑα

έχουµε το αριστερό σύµπλοκο ([1]4, [1]6) + H. Παρόµοια, το στοιχείο ([2]4, [2]6) δεν ανήκει στην ένωση

H∪(([1]4, [1]6)+H). Πράγµατι, από την παραπάνω περιγραφή των στοιχείων τηςH έπεται ότι ([2]4, [2]6) /∈
H, και αν ίσχυε ότι ([2]4, [2]6) ∈ ([1]4, [1]6) +H, ϑα είχαµε ότι ([2]4, [2]6) − ([1]4, [1]6) = ([1]4, [1]6) ∈ H
το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα ϑα έχουµε το αριστερό σύµπλοκο ([2]4, [2]6) +H. Τέλος παρόµοια ϐλέπουµε
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ότι το στοιχείο ([3]4, [3]6) δεν ανήκει στην ένωση H ∪ (([1]4, [1]6) +H) ∪ (([2]4, [2]6) +H). Εποµένως ϑα

έχουµε τα εξής τέσσερα διακεκριµµένα αριστερά σύµπλοκα της H στην Z4 × Z6. Επειδή, όπως είδαµε

παραπάνω: |(Z4 × Z6)/H| = 4, έπεται ότι :

(Z4 × Z6)/H =
{
H, ([1]4, [1]6) +H, ([2]4, [2]6) +H, ([3]4, [3]6) +H

}
Επειδή:〈

([1]4, [1]6) +H
〉
=

{
H, ([1]4, [1]6) +H, ([2]4, [2]6) +H, ([3]4, [3]6) +H

}
= (Z4 × Z6)/H

έπεται ότι η οµάδα πηλίκο (Z4 × Z6)/H ειναι κυκλική µε γεννήτορα το αριστερό σύµπλοκο ([1]4, [1]6) +
H. □

΄Ασκηση 4. ΄Εστω H µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G.

Αν x, y ∈ G, να δείξετε ότι :

xy ∈ H ⇐⇒ yx ∈ H (∗)
Ισχύει η παραπάνω ισοδυναµία αν η H δεν είναι κανονική υποοµάδα της G; Αν ισχύει να το αποδείξετε,

και αν δεν ισχύει να δώσετε αντιπαράδειγµα.

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι αφού η H είναι κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της G έχουµε:

∀g ∈ G : gH = Hg

Συνεπώς,

xy ∈ H ⇐⇒ y ∈ x−1H = Hx−1 ⇐⇒ yx ∈ H

Εποµένως αν H είναι κανονική υποοµάδα της G, τότε δείξαµε ότι ισχύει η σχέση (∗).

Θεωρούµε τη συµµετρική οµάδα

S3 =
{
ι = ρ0, µ1, µ2, µ3, ρ1, ρ2

}
και την κυκλική υποοµάδα H = ⟨µ1⟩ της S3 η οποία παράγεται από την µετάθεση µ1.

Τότε η H δεν είναι κανονική υποοµάδα της S3 διότι για παράδειγµα

ρ1H =
{
ρ1ι, ρ1µ1

}
=

{
ρ1, µ3} ≠

{
ρ1, µ2

}
=

{
ιρ1, µ1ρ1

}
= Hρ1

Θεωρούµε τα στοιχεία x = ρ2 ∈ S3 και y = µ3 ∈ S3. Τότε :

xy = ρ2µ3 = µ1 ∈ H & yx = µ3ρ2 = µ2 /∈ H

΄Αρα αν η υποοµάδα H δεν είναι κανονική, τότε η ισοδυναµία (*) δεν ισχύει. □

΄Ασκηση 5. ΄Εστω G µια οµάδα και H µια πεπερασµένη υποοµάδα της G µε την ιδιότητα ότι η H είναι η

µοναδική υποοµάδα της G µε τάξη o(H). Να δείξετε ότι η H είναι κανονική.

Λύση. Από την υπόθεση µας έχουµε ότι αν K ≤ G είναι µια άλλη υποοµάδα της G µε τάξη o(K) = o(H)
τότε K = H. Για κάθε g ∈ G ϑεωρούµε την υποοµάδα

2 g−1Hg της G. Τότε, όπως µπορούµε να δούµε

εύκολα, η απεικόνιση

f : H −→ g−1Hg, h 7−→ f(h) = g−1hg

είναι «1-1» και «επί» και άρα o(H) = o(g−1Hg). Συνεπώς επειδή από την υπόθεση υπάρχει µόνον µια

υποοµάδα της G µε τάξη την τάξη της H, έπεται ότι

H = g−1Hg, ∀g ∈ G

και άρα η H είναι κανονική. □

2
Η υποοµάδα g−1Hg καλείται η g-συζυγής υποοµάδα της G η οποία αντιστοιχεί στην H. Από την ΄Ασκηση 2 του Φυλλαδίου

4, το υποσύνολο g−1Hg είναι πράγµατι υποοµάδα της G και η τάξη της είναι ίση µε : |g−1Hg| = |H|.
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω η διεδρική οµάδα (οµάδα συµµετριών του τετραγώνου) D4 τάξης 8, την οποία ϑεωρούµε

ως υποοµάδα της S4, ϑεωρώντας τα στοιχεία της ως µεταθέσεις των κορυφών {1, 2, 3, 4} του τετραγώνου

(Id4 = ι):

D4 =
{
ι, ρ, ρ2, ρ3, σ, σρ, σρ2, σρ3

}
, όπου ρ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
και σ =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
και έστω η υποοµάδα H =

{
ι, σρ

}
της D4, ϐλέπε την ΄Ασκηση 4 του Φυλλαδίου 5.

(1) Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα (αριστερές πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H στην D4.

(2) Βρείτε όλα τα δεξιά σύµπλοκα (δεξιές πλευρικές κλάσεις) της υποοµάδας H στην D4.

(3) Είναι H κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της D4;

Λύση. (1) Τα αριστερά σύµπλοκα της υποοµάδας H =
{
ι, σρ

}
της D4 είναι τα εξής :

• ιH = H
• ρH = {ρ, ρσρ} = {ρ, σρ3}
• ρ2H = {ρ2, ρ2σρ} = {ρ2, σ}
• ρ3H = {ρ3, ρ3σρ} = {ρ3, σρ2}

Τα παραπάνω σύµπλοκα που ϐρήκαµε εξαντλούν την οµάδα D4 και άρα αποτελούν τη διαµέριση

της D4 στα αριστερά σύµπλοκα της H = {ι, σρ}. ΄Αρα έχουµε

D4 = {ι, σρ}
⋃

{ρ, σρ3}
⋃

{ρ2, σ}
⋃

{ρ3, σρ2}

(2) Τα δεξιά σύµπλοκα της υποοµάδας H = {ι, σρ} της D4 είναι τα εξής :
• Hι = H
• Hρ = {ρ, σρ2}
• Hρ2 = {ρ2, σρ3}
• Hρ3 = {ρ3, σρ4} = {ρ3, σ}

Τα παραπάνω σύµπλοκα αποτελούν τη διαµέριση της D4 στα δεξιά σύµπλοκα της H = {ι, σρ}.

΄Αρα

D4 = {ι, σρ}
⋃

{ρ, σρ2}
⋃

{ρ2, σρ3}
⋃

{ρ3, σ}

(3) Τα αριστερά σύµπλοκα της υποοµάδαςH = {ι, σρ} της D4 είναι διαφορετικά από τα δεξιά σύµπλο-

κα, για παράδειγµα ρ3H ̸= Hρ3, και άρα η H δεν είναι κανονική υποοµάδα της D4. □

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί ο δείκτης της υποοµάδας H στην οµάδα G στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1) H = ⟨[3]24⟩ ≤ Z24.

(2) H = ⟨(2 3)⟩ ≤ S3.
(3) H = ⟨(1 3)⟩ ≤ D4.

όπου (2 3) συµβολίζει την µετάθεση σ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, και (1 3) συµβολίζει την µετάθεση σ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
.

Σε ποιές από τις παραπάνω περιπτώσεις η υποοµάδα H είναι κανονική υποοµάδα της G;

Λύση. Ψπενθυµίζουµε ότι αν H ⊴ G είναι µια κανονική υποοµάδα µιας πεπερασµένης οµάδας G, τότε

o(G/H) = [G : H] = o(G)
o(H) . Επίσης υπενθυµίζουµε ότι αν a ∈ G, όπου G είναι µια προσθετική οµάδα,

τότε για κάθε k ∈ Z: o(ka) = o(a)
(k,o(a)) .
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Με ϐάση τα παραπάνω, υπολογίζουµε τους Ϲητούµενους δείκτες :[
Z24 : ⟨[3]24⟩

]
=

o(Z24)

o(⟨[3]24⟩)
=

24
24

(3,24)

=
24

8
= 3

[
S3 : ⟨(2 3)⟩

]
=

o(S3)

o(⟨(23)⟩)
=

6

2
= 3

[
D4 : ⟨(1 3)⟩

]
=

o(D4)

o(⟨(13)⟩)
=

8

2
= 4

Η οµάδα Z24 είναι αβελιανή και άρα η H = ⟨[3]24⟩ είναι κανονική. Για τις άλλες δυο περιπτώσεις

υπολογίζοντας τα αριστερά και δεξιά σύµπλοκα της H στην G, διαπιστώνουµε εύκολα ότι η H δεν είναι

κανονική υποοµάδα της G. □

΄Ασκηση 8. ΄Εστω G µια οµάδα και H = {Hi | i ∈ I} µια οικογένεια κανονικών υποοµάδων της G, όπου I
είναι ένα σύνολο δεικτών. Να δειχθεί ότι η τοµή

⋂
i∈I Hi της οικογένειας H είναι µια κανονική υποοµάδα

της G.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι η τοµή
⋂

i∈I Hi µιας οικογένειας υποοµάδων H = {Hi | i ∈ I} µιας οµάδας G
είναι υποοµάδα της G.

΄Εστω x ∈ G και h ∈
⋂

i∈I Hi. Τότε h ∈ Hi, ∀i ∈ I, και επειδή κάθε Hi είναι κανονική υποοµάδα της

G, ϑα έχουµε x−1hx ∈ Hi, ∀i ∈ I. ΄Αρα x−1hx ∈
⋂

i∈I Hi. ΄Ετσι δείξαµε ότι

∀x ∈ G, ∀h ∈
⋂
i∈I

Hi : x−1hx ∈
⋂
i∈I

Hi

Εποµένως :
⋂

i∈I Hi ⊴ G. □

΄Ασκηση 9. ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και H µια κανονική υποοµάδα της G. Αν(
[G : H], o(H)

)
= 1

τότε να δείξετε ότι
3
:

∀x ∈ G : xo(H) = e =⇒ x ∈ H

Λύση. ΄Εστω o(H) = m και [G : H] = n. Επειδή η H είναι µια κανονική υποοµάδα της G, ορίζεται η

οµάδα πηλίκο G/H τάξης

o(G/H) = [G : H] = n

΄Εστω x ∈ G έτσι ώστε xo(H) = e, δηλαδή xm = e. Τότε έχουµε :

(xH)m = xmH = eH = H =⇒ o(xH) | m = o(H) (1)

΄Οµως

o(xH) | n = o(G/H) (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι

o(xH) | (m,n) = 1 =⇒ o(xH) = 1 =⇒ xH = eH =⇒ x ∈ H

και άρα έχουµε το Ϲητούµενο. □

΄Ασκηση 10. Αν G είναι µια οµάδα, να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η οµάδα G είναι αβελιανή.

(2) Η οµάδα πηλίκο G/Z(G) είναι κυκλική.

3
΄Οπως ήδη γνωρίζουµε, χωρίς καµµία προϋπόθεση, ισχύει και η αντίστροφη συνεπαγωγή: για κάθε πεπερασµένη οµάδα H

και για κάθε στοιχείο της x ∈ H: xo(x) = e.
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ΑνH είναι µια υποοµάδα τηςG έτσι ώστεH ≤ Z(G), τότε όπως γνωρίζουµε ηH είναι κανονική υποοµάδα

της G. Αν η οµάδα πηλίκο G/H είναι κυκλική, είναι η G αβελιανή ;

Λύση. (1) ⇒ (2) Αν η G είναι αβελιανή, τότε προφανώς ϑα έχουµε G = Z(G). ΄Ως συνέπεια ϑα έχουµε

ότι η οµάδα πηλίκο ϑα είναι η τετριµµένη G/Z(G) = {eZ(G)} = ⟨eZ(G)⟩ και εποµένως η οµάδα πηλίκο

G/Z(G) είναι κατά τετριµµένο τρόπο κυκλική.

(2) ⇒ (1) Αν η G/Z(G) είναι κυκλική, έστω gZ(G) ένας γεννήτοράς της : G/Z(G) = ⟨gZ(G)⟩.
΄Εστω x ∈ G. Θεωρούµε το στοιχείο xZ(G) ∈ G/Z(G) και τότε

xZ(G) = (gZ(G))k = gkZ(G) =⇒ x−1gk ∈ Z(G) =⇒ x−1gk = z ∈ Z(G) =⇒ x = gkz−1

Εποµένως δείξαµε ότι :

∀x ∈ G, ∃ k ∈ Z & ∃ zx ∈ Z(G) : x = gkzx

΄Εστω τώρα x, y ∈ G, και όπως παραπάνω µπορούµε να γράψουµε:

x = gkzx & y = glzy όπου k, l ∈ Z & zx, zy ∈ Z(G)

Τότε, επειδή τα στοιχεία zx και zy ανήκουν στο κέντρο της G, ϑα έχουµε:

xy = gkzxg
lzy = gkglzxzy = gk+lzxzy = gl+kzyzx = glgkzyzx = glzyg

kzx = yx

΄Αρα xy = yx, ∀x, y ∈ G, και άρα η G είναι αβελιανή.

΄ΕστωH µια υποοµάδα τηςG έτσι ώστεH ≤ Z(G), και εποµένως, όπως γνωρίζουµε, ηH είναι κανονική

υποοµάδα της G. Αν η οµάδα πηλίκο G/H είναι κυκλική, τότε η παραπάνω απόδειξη δείχνει ότι η

οµάδα G είναι αβελιανή (αντικαθιστούµε στην παραπάνω απόδειξη την υποοµάδα Z(G) µε την υποοµάδα

H ≤ Z(G)). □

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε την κανονική υποοµάδα Z της προσθετικής οµάδας R. Να ϐρεθούν όλα τα

στοιχεία πεπερασµένης τάξης της οµάδας–πηλίκο R/Z.

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι

R/Z =
{
x+ Z ⊆ R | x ∈ R

}
όπου x+ Z = y + Z ⇐⇒ x− y ∈ Z

΄Εστω στοιχείο x+Z ∈ R/Z µε x+Z ̸= 0+Z = Z και έστω ότι η τάξη του x+Z είναι πεπερασµένη. Τότε

υπάρχει n ≥ 1 έτσι ώστε

n · (x+ Z) = Z =⇒ nx+ Z = Z =⇒ nx = m ∈ Z n ̸=0
=⇒ x =

m

n
∈ Q

Εποµένως δείξαµε ότι

o(x+ Z) <∞ =⇒ x ∈ Q (1)

Αντίστροφα τώρα, έστω
p
q + Z ∈ R/Z µε p, q ∈ Z και q ̸= 0. Τότε

q · (p
q
+ Z) =

pq

q
+ Z = p+ Z = Z =⇒ o(

p

q
+ Z) <∞ (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι

Q/Z =
{
r + Z ∈ R/Z | r ∈ Q

}
=

{
x+ Z ∈ R/Z | o(x+ Z) <∞

}
δηλαδή τα στοιχεία πεπερασµένης τάξης της R/Z είναι ακριβώς τα στοιχεία της οµάδας πηλίκο Q/Z η

οποία είναι υποοµάδα της οµάδας R/Z. □

΄Ασκηση 12. ΄Εστω ότι ϕ : G −→ G′
είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

(1) Να δειχθεί ότι, αν H είναι µια υποοµάδα τής G, τότε η εικόνα ϕ(H) είναι µια υποοµάδα τής G′
.

(2) Να δειχθεί ότι, αν K είναι µια υποοµάδα τής G′
, τότε η αντίστροφη εικόνα ϕ−1(K) =

{
g ∈

G | ϕ(g) ∈ K
}

είναι µια υποοµάδα τής G.
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Λύση. (1) Παρατηρούµε ότι το σύνολο ϕ(H) δεν είναι το κενό σύνολο, αφού το H ̸= ∅ είναι µια

υποοµάδα τής G και άρα e ∈ H. Αν ℓ1, ℓ2 ∈ ϕ(H), τότε υπάρχουν h1, h2 ∈ H µε ϕ(h1) = ℓ1 και

ϕ(h2) = ℓ2. Παρατηρούµε ότι

ℓ1ℓ
−1
2 = ϕ(h1)ϕ(h2)

−1 = ϕ(h1)ϕ(h
−1
2 ) = ϕ(h1h

−1
2 )

Επειδή τα h1, h2 ανήκουν στην υποοµάδα H, συµπεραίνουµε ότι και το h1h
−1
2 ∈ H. Εποµένως,

το στοιχείο ℓ1ℓ
−1
2 = ϕ(h1h

−1
2 ) ανήκει στο ϕ(H) και έτσι το ϕ(H) είναι υποοµάδα τής G′

.

(2) Παρατηρούµε ότι το ϕ−1(K) δεν είναι το κενό σύνολο, αφού το ουδέτερο στοιχείο e′ τής G′
είναι

και το ουδέτερο τής υποοµάδας K και επειδή ϕ(e) = e′, όπου e είναι το ουδέτερο στοιχείο της

οµάδας G, έπεται ότι ϕ−1(K) ⊇ ϕ−1({eL}) ̸= ∅.

΄Εστω ότι g1, g2 ∈ ϕ−1(K). Θα δείξουµε ότι και το g1g
−1
2 ∈ ϕ−1(K) από όπου ϑα συµπεράνουµε

ότι το ϕ−1(K) είναι υποοµάδα τής G. ΄Εχουµε:

ϕ(g1g
−1
2 ) = ϕ(g1)ϕ(g

−1
2 ) = ϕ(g1)ϕ(g2)

−1

Παρατηρούµε ότι το στοιχείο ϕ(g1)ϕ(g2)
−1 = ϕ(g1g

−1
2 ) ανήκει στην K, διότι τα ϕ(g1) και ϕ(g2)

είναι στοιχεία τής K και η K είναι µια υποοµάδα τής L. Εποµένως, το g1g
−1
2 ανήκει στο ϕ−1(K)

και γι΄ αυτό το ϕ−1(K) είναι µια υποοµάδα τής G. □

΄Ασκηση 13. Σε καθεµιά από τις επόµενες περιπτώσεις να εξεταστεί αν η απεικόνιση που ορίζεται είναι

οµοµορφισµός οµάδων και όταν είναι οµοµορφισµός, να υπολογιστεί ο πυρήνας του.

(1) ϕ : Z −→ Z, ϕ(z) = z − 1.

(2) ϕ : R⋆ −→ R⋆
, ϕ(r) = |r| και όπου η πράξη της R∗ = R \ {0} είναι ο πολλαπλασιασµός

πραγµατικών αριθµών.

(3) ϕ : R −→ GL2(R), ϕ(r) =

(
1 r
0 1

)
.

(4) ϕ : G −→ G, ϕ(g) = g−1
.

(5) ϕ : Z6 −→ Z2, ϕ([z]6) = [z]2.
(6) ϕ : Z7 −→ Z2, ϕ([z]7) = [z]2.

Λύση. (1) Η ϕ δεν είναι οµοµορφισµός οµάδων διότι ϕ(0) = −1 ̸= 04
.

(2) Η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός διότι :

ϕ(rs) = |rs| = |r| · |s| = ϕ(r)ϕ(s)

΄Εστω ϕ(r) = |r| = 1, τότε προφανώς r = ±1. Εποµένως Ker(ϕ) = {1,−1}.

(3) Η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός διότι :

ϕ(r + s) =

(
1 r + s
0 1

)
=

(
1 r
0 1

)(
1 s
0 1

)
= ϕ(r)ϕ(s)

΄Αρα η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός οµάδων και

Ker(ϕ) =
{
r ∈ R | ϕ(r) = I2

}
=

{
r ∈ R | ( 1 r

0 1 ) = ( 1 0
0 1 )

}
= {r ∈ R | r = 0} = {0}

(4) Αν g1, g2 ∈ G, τότε ϑα έχουµε:

ϕ(g1g2) = (g1g2)
−1 = g−1

2 g−1
1 & ϕ(g1)ϕ(g2) = g−1

1 g−1
2

Επειδή g−1
2 g−1

1 = g−1
1 g−1

2 αν και µόνον αν (g1g2)
−1 = (g2g1)

−1
αν και µόνον αν g1g2 = g2g1,

έπεται ότι η απεικόνιση ϕ είναι οµοµορφισµός αν και µόνον αν η οµάδα G είναι αβελιανή.

Υποθέτοντας ότι η G είναι αβελιανή, ϑα έχουµε ότι η ϕ είναι ισοµορφισµός διότι η ϕ είναι

αντιστρέψιµη και η αντίστροφή της ψ : G −→ G, ψ−1(g) = g−1
συµπίπτει µε την ϕ: ψ = ϕ.

Πράγµατι :

(ϕ ◦ ψ)(g) = ϕ(ψ(g)) = ϕ(g−1) = (g−1)−1 = g & (ψ ◦ ϕ)(g) = ψ(ϕ(g)) = ψ(g−1) = (g−1)−1 = g

4
Εδώ χρησιµοποιούµε ότι ένας οµοµορφισµός στέλνει το ουδέτερο στοιχείο της πρώτης οµάδας στο ουδέτερο στοιχείο της

δεύτερης οµάδας.
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και άρα ϕ ◦ ψ = IdG = ψ ◦ ϕ, και άρα ψ = ϕ−1 = ϕ.

(5) Η απεικόνιση ϕ είναι καλά ορισµένη διότι :

[z]6 = [w]6 =⇒ 6 | z − w =⇒ 2 | z − w =⇒ [z]2 = [w]2 =⇒ ϕ([z]6) = ϕ([w]6)

και είναι οµοµορφισµός διότι

ϕ([z]6 + [w]6) = ϕ([z + w]6) = [z + w]2 = [z]2 + [w]2 = ϕ([z]6) + ϕ([w]6)

Τέλος

Ker(ϕ) =
{
[z]6 ∈ Z6 | ϕ([z]6) = [0]2

}
=

{
[z]6 ∈ Z6 | [z]2 = [0]2

}
=

{
[z]6 ∈ Z6 | 2 | z

}
=

{
[0]6, [2]6, [4]6

}
(6) Η απεικόνιση ϕ δεν είναι καλά ορισµένη διότι : [0]7 = [7]7, αλλά ϕ([0]7) = [0]2 ̸= [1]2 = [7]2 =

ϕ([7]7), και άρα δεν τίθεται ϑέµα αν η ϕ είναι οµοµορφισµός. □

Υπενθυµίζουµε ότι ένας οµοµορφισµός οµάδων f : G −→ G′
καλείται τετριµµένος αν, ∀x ∈ G: f(x) =

e′.

΄Ασκηση 14. ∆ώστε παράδειγµα µη-τετριµµένου οµοµορφισµού, η δικαιολογήστε γιατί δεν υπάρχει µη-

τετριµµένος οµοµορφισµός, f : G −→ H, όπου:

(1) f : Z12 −→ Z5.

(2) f : Z12 −→ Z4.

(3) f : Z2 × Z4 −→ Z2 × Z5.

(4) f : Z3 −→ Z.

(5) f : Z3 −→ S3.
(6) f : Z −→ S3.

(7) f : Z× Z −→ 2Z.

(8) f : 2Z −→ Z× Z.

(9) f : D4 −→ S3.
(10) f : S3 −→ S4.
(11) f : S4 −→ S3.
(12) f : V4 −→ V4.

Λύση. (1) ΄Εστω f : Z12 −→ Z5 ένας οµοµορφισµός. Τότε f([1]12) = [x]5 για κάποιο στοιχείο [x]5 ∈
Z5. Τότε επειδή οι πιθανές τάξεις του [x]5 είναι 1 ή 5, και επειδή προφανώς η τάξη του f([1]12)
διαιρεί την τάξη του στοιχείου [x]5, ϑα έχουµε

o
(
f([1]12)

)
| o([1]12) =⇒ 1 ή 5 | 12

΄Αρα η µόνη δυνατή επιλογή είναι o
(
f([1]12)

)
= 1 και άρα f([1]12) = [0]5. Συνεπώς ο µόνος

οµοµορφισµός από το Z12 στο Z5 είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός.

(2) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : Z12 −→ Z4, [k]12 7→ f([k]12) = [3k]4

Αν [k]12 = [λ]12 τότε

12 | k − λ =⇒ k − λ = 12r =⇒ k = 12r + λ =⇒ 3k = 3 · 12r + 3λ =⇒ 3k = 4(9r) + 3λ

=⇒ [3k]4 = [3λ]4

΄Αρα η f είναι καλά ορισµένη και εύκολα διαπιστώνουµε ότι είναι και οµοµορφισµός οµάδων.

(3) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : Z2 × Z4 −→ Z2 × Z5, ([x]2, [y]4) 7→ f([x]2, [y]4) = ([x]2, [y]5)

Τότε η f είναι οµοµορφισµός οµάδων που δεν είναι ο τετριµµένος.

(4) ΄Εστω f : Z3 −→ Z, f([1]) = x, ένας οµοµορφισµός. Τότε

0 = f([0]) = f([3]) = 3f([1]) = 3x =⇒ 3x = 0 =⇒ x = 0

Εποµένως δεν υπάρχει µη-τετριµµένος οµοµορφισµός από το Z3 στο Z.

(5) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : Z3 −→ S3, [1]3 7→ f([1]3) = (1 2 3)

και άρα f([0]3) = (1), f([2]3) = (1 3 2). Τότε η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.
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(6) Θεωρούµε την απεικόνιση

Z
g

��

h=f◦g // S3

Z3

f

88

όπου η g στέλνει όλους τους ακέραιους n 7→ [n]3 και η f είναι ο οµοµορφισµός που ορίσαµε στο

(5). Τότε η h είναι οµοµορφισµός οµάδων ως σύνθεση οµοµορφισµών και ορίζεται ως εξής :

h(n) =


(1) αν [n]3 = [0]3

(1 2 3) αν [n]3 = [1]3

(1 3 2) αν [n]3 = [2]3

(7) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : Z× Z −→ 2Z, (m,n) 7→ f(m,n) = 2m

Τότε η f είναι οµοµορφισµός οµάδων που δεν είναι ο τετριµµένος.

(8) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : 2Z −→ Z× Z, 2k 7→ f(2k) = (2k, 0)

Τότε εύκολα διαπιστώνουµε ότι η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(9) Ορίζουµε την απεικόνιση f : D4 −→ S3 ως εξής :

f(1) = (1)

f
(
(1 2)(3 4)

)
= (1)

f
(
(1 4)(2 3)

)
= (1)

f
(
(1 3)(2 4)

)
= (1)

και



f
(
(1 2 3 4)

)
= (1 2)

f
(
(1 4 3 2)

)
= (1 2)

f
(
(1 3)

)
= (1 2)

f
(
(2 4)

)
= (1 2)

Τότε η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(10) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : S3 −→ S4, σ 7−→ f(σ) = µ

όπου η µετάθεση µ ορίζεται ως εξής :

µ(i) =

 σ(i), 1 ≤ i ≤ 3

4, i = 4

Τότε έπεται άµεσα ότι η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(11) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : S4 −→ S3, σ 7−→ f(σ) =

 (1), ∀σ ∈ A4

(1 2), ∀σ ∈ S4 \A4

όπου A4 είναι η εναλλάσσουσα υποοµάδα. Τότε έχουµε ότι η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(12) Υπενθυµίζουµε ότι V4 = {e, a, b, c}, όπου a2 = b2 = c2 και c = ab.

Ορίζουµε την απεικόνιση

f : V4 −→ V4, x 7−→ f(x) =


e, x = e
b, x = a
a, x = b
c, x = c

Τότε έχουµε ότι η f είναι οµοµορφισµός οµάδων. □
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω G µια οµάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η G είναι αβελιανή.

(2) Η απεικόνιση f : G −→ G, f(x) = x−1
είναι οµοµορφισµός.

(3) Η απεικόνιση g : G −→ G, f(x) = x2 είναι οµοµορφισµός.

(4) Η απεικόνιση h : G × G −→ G, h(x, y) = xy είναι οµοµορφισµός.

Λύση. • (1) ⇒ (2) Υποθέτουµε ότι η οµάδα G είναι αβελιανή και έστω x, y ∈ G. Τότε :

f(xy) = (xy)−1 = y−1x−1 = x−1y−1 = f(x)f(y)

και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(2) ⇒ (1) ΄Εστω ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός οµάδων και έστω x, y ∈ G. Τότε : f(xy) = (xy)−1

f(x)f(y) = x−1y−1
=⇒ (xy)−1 = x−1y−1 =⇒ (xy)−1 = (yx)−1 =⇒ xy = yx

Συνεπώς η οµάδα G είναι αβελιανή.

• (1) ⇒ (3) Υποθέτουµε ότι η οµάδα G είναι αβελιανή και έστω x, y ∈ G. Τότε :

g(xy) = (xy)2 = xy · xy = xx · yy = x2y2 = g(x)g(y)

΄Αρα η g είναι οµοµορφισµός οµάδων.

(3) ⇒ (1) Υποθέτουµε αντίστροφα ότι η απεικόνιση g είναι οµοµορφισµός οµάδων και έστω x, y ∈ G.

Τότε :  g(xy) = (xy)2 = xyxy

g(x)g(y) = x2y2
=⇒ xyxy = x2y2 =⇒ xyxy = xxyy =⇒ yx = xy

΄Αρα η οµάδα G είναι αβελιανή.

• (1) ⇒ (4) ΄Εστω ότι η οµάδα G είναι αβελιανή και έστω x, y ∈ G. Τότε :

h
(
(x1, y1) · (x2, y2)

)
= h(x1x2, y1y2) = x1x2y1y2 = x1y1 · x2y2 = h(x1, y1)h(x2, y2)

και άρα η h είναι οµοµορφισµός οµάδων

(4) ⇒ (1) Υποθέτουµε ότι η απεικόνιση h είναι οµοµορφισµός οµάδων και έστω x, y ∈ G. Τότε έχουµε : h
(
(x, e) · (e, y)

)
= h(xe, ey) = h(x, y) = xy

q
h
(
(e, y) · (x, e)

)
= h(e, y)h(x, e) = ey · ex = yx

=⇒ xy = yx

Εποµένως η οµάδα G είναι αβελιανή. □

΄Ασκηση 16. (1) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(2) Πόσοι µονοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(3) Πόσοι επιµορφισµοί οµάδων Z −→ Z υπάρχουν ;

(4) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z −→ Z2 υπάρχουν ;

(5) Πόσοι οµοµορφισµοί οµάδων Z2 −→ Z υπάρχουν ;

Λύση. (1) Θα δείξουµε ότι µια απεικόνιση f : Z −→ Z είναι οµοµορφισµός αν και µόνο αν υπάρχει

k ∈ Z έτσι ώστε f = fk : Z −→ Z, fk(n) = nk.

Καταρχήν για κάθε k ∈ Z η fk είναι οµοµορφισµός αφού

fk(n1 + n2) = k(n1 + n2) = kn1 + kn2 = fk(n1) + fk(n2)
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΄Εστω f : Z −→ Z ένας οµοµοφισµός οµάδων και ϑέτουµε f(1) = k ∈ Z. ΄Εστω n ∈ Z. Τότε

έχουµε
n > 0: f(n) = f(1 + · · ·+ 1) = f(1) + · · ·+ f(1) = n · f(1) = nk = fk(n)

n = 0: f(0) = 0 = 0 · k = fk(0)

n < 0: f(n) = f(−(−n)) = −f(−n) = −(−n)k = kn = fk(n)

Συνεπώς για κάθε n ∈ Z έχουµε

f(n) = f(n · 1) = nf(1) = nk =⇒ f = fk

Επειδή fk = fλ αν και µόνο αν k = λ τότε υπάρχουν |Z| το πλήθος οµοµοµορφισµοί από το

Z −→ Z και δίνονται από τους οµοµοριφισµούς fk µε k ∈ Z. ∆ηλαδή η απεικόνιση

Z −→
{

οµοµορφισµοί : Z −→ Z
}
, k 7−→ fk

είναι 1-1 και επί.

(2) ΄Εστω f : Z −→ Z ένας µονοµορφισµός. ΄Αρα από το (1) έχουµε ότι f = fk, k ∈ Z, δηλαδή

fk(n) = kn για κάθε n ∈ Z. Τότε

fk(n) = 0 =⇒ kn = 0 =⇒ k = 0 ή n = 0

και άρα k ̸= 0. Επίσης για k ̸= 0 η f είναι µονοµορφισµός. Προφανώς αν k = 0 τότε Ker f = Z
και άρα η f δεν είναι µονοµορφισµός. Συνοψίζοντας έχουµε :

f : µονοµορφισµός ⇐⇒ f = fk, k ̸= 0

(3) Για παράδειγµα έστω ο οµοµορφισµός

ϕ : Z −→ Z, 1 7−→ ϕ(1) = 5

Τότε για κάθε z ∈ Z έχουµε ϕ(z) = 5z και άρα η εικόνα της ϕ είναι

ϕ(Z) = 5Z
Εποµένως η εικόνα της ϕ δεν είναι όλο το Z και άρα η ϕ δεν είναι επί. Γενικά λοιπόν παρατηρούµε

ότι αν ορίσουµε

ϕ : Z −→ Z, 1 7−→ ϕ(1) = a

τότε ϕ(Z) = aZ = ⟨a⟩. Για να είναι η ϕ επιµορφισµός ϑέλουµε να ισχύει η ισότητα : ⟨a⟩ = Z.

Αυτό όµως συµβαίνει αν και µόνο αν το a = ±1. Συνεπώς έχουµε δύο επιµορφισµούς από το Z
στο Z :
(αʹ) f1 : Z −→ Z, 1 7−→ 1, δηλαδή f1(n) = n, ∀n ∈ Z.

(ϐʹ) f−1 : Z −→ Z, 1 7−→ −1, δηλαδή f−1(n) = −n, ∀n ∈ Z.

Παρατηρείστε από το (2) ότι αυτοί είναι και οι µόνοι ισοµορφισµοί από το Z στο Z.

(4) Θεωρούµε τις παρακάτω δυο απεικονίσεις

f1 : Z −→ Z2, 1 7−→ f1(1) = [0]

f2 : Z −→ Z2, 1 7−→ f2(1) = [1]

Η απεικόνιση f1 είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός και για κάθε n ∈ Z έχουµε :

f2(n) = nf2(1) = n[1] = [n] =

 [0] αν n άρτιος

[1] αν n περιτός

Συνεπώς έχουµε 2 οµοµορφισµούς από το Z στο Z2.

(5) ΄Εστω f : Z2 −→ Z ένας οµοµορφισµός. ΄Αρα f([0]) = 0 και f([1]) = x για κάποιο x ∈ Z. Τότε

f([0]) = f([2]) = f([1] + [1]) = f([1]) + f([1]) = x+ x = 2x =⇒ 2x = 0 =⇒ x = 0

Εποµένως f([1]) = 0 και άρα ο µοναδικός οµοµορφισµός Z2 −→ Z είναι ο µηδενικός. □



13

΄Ασκηση 17. Να δείξετε ότι :

(1) Υπάρχουν µονοµορφισµοί οµάδων f : G −→ G οι οποίοι δεν είναι ισοµορφισµοί.

(2) Υπάρχουν επιµορφισµοί οµάδων f : G −→ G οι οποίοι δεν είναι ισοµορφισµοί.

Λύση. (1) Θεωρούµε την απεικόνιση

fk : Z −→ Z, n 7−→ fk(n) = kn

΄Οπως είδαµε στην ΄Ασκηση 16, η απεικόνιση fk είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, και επιπλέον

για k ̸= 0, 1,−1 η fk είναι µονοµορφισµός αλλά όχι ισοµορφισµός.

(2) ΄Εστω η απεικόνιση

f : C∗ −→ C∗, z 7−→ f(z) = zn

Είναι ϕανερό ότι η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

΄Εστω w = a+ bi = r cos θ + ir sin θ ∈ C∗
. Τότε υπάρχει ο µιγαδικός αριθµός

z = n
√
r
(
cos

θ

n
+ i sin

θ

n

)
∈ C∗

έτσι ώστε f(z) = zn = w και άρα η f είναι επιµορφισµός. ΄Οµως

Ker f = {z ∈ C∗ | f(z) = 1} = Un

δηλαδή η f δεν είναι µονοµορφισµός και άρα έχουµε ότι η f δεν είναι ισοµορφισµός. □

΄Ασκηση 18. ΄Εστω H και K δύο κανονικές υποοµάδες µιας οµάδας G.

(1) Να δείξετε ότι HK = KH και το υποσύνολο HK είναι µια κανονική υποοµάδα της G.

(2) Να δείξετε ότι η υποοµάδα H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της H και της K.

(3) Αν H ∩K = {e}, τότε να δείξετε ότι : hk = kh, ∀h ∈ H, ∀k ∈ K, και υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

HK
∼=−→ H ×K

Λύση. (1) Παρατηρούµε ότι επειδή η H είναι κανονική υποοµάδα της G, ϑα έχουµε gH = Hg, ∀g ∈ G.

Ιδιαίτερα:

∀k ∈ K : kH = Hk =⇒ KH = HK

Προφανώς e = ee ∈ HK διότι e ∈ H ∩K. ΄Εστω h1k1, h2k2 ∈ HK, όπου h1, h2 ∈ H και k1, k2 ∈ K. Τότε

(h1k1)(h2k2)
−1 = h1k1k

−1
2 h−1

2 ∈ h1Kh
−1
2 ⊆ h1KH = h1HK = HK

Εποµένως η HK είναι υποοµάδα της G.

Επιπλέον, επειδή ∀g ∈ G: g−1Hg = H και g−1Kg = K, ϑα έχουµε:

g−1HKg = g−1(HK)g = g−1(HeK)g = g−1(Hgg−1K)g = (g−1Hg)(g−1Kg) = HK

και εποµένως η HK είναι κανονική υποοµάδα της G.

(2) ΄Εστω h ∈ H. Τότε για κάθε g ∈ H ∩K, το στοιχείο h−1gh ανήκει στην H διότι g ∈ H, και επίσης

ανήκει και στην K διότι η K είναι κανονική υποοµάδα της G και g ∈ K. ΄Αρα ∀h ∈ H: h−1(H ∩K)h ∈
H ∩K και άρα η H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της H.

Παρόµοια δείχνουµε ότι η H ∩K είναι κανονική υποοµάδα της K.

(3) ΄Εστω h ∈ H και k ∈ K. Τότε

H ⊴ G =⇒ kh−1k−1 ∈ H & K ⊴ G =⇒ hk−1h−1 ∈ K

Τότε όµως ϑα έχουµε:

kh−1k−1 ∈ H & h ∈ H =⇒ hkh−1k−1 ∈ H

hkh−1 ∈ K & k−1 ∈ K =⇒ hkh−1k−1 ∈ K

΄Αρα:

hkh−1k−1 ∈ H ∩K = {e} =⇒ hkh−1k−1 = e =⇒ hk = kh
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Ορίζουµε απεικόνιση

f : HK −→ H ×K, f(hk) = (h, k)

η οποία είναι οµοµορφισµός. Πράγµατι : έστω g1, g2 ∈ HK. Τότε g1 = h1k1 και g2 = h2k2 για κάποια

h1, h2 ∈ H και ∀k1, k2 ∈ K. Χρησιµοποιώντας ότι hk = kh, ∀h ∈ H,∀k ∈ K, ϑα έχουµε:

f(g1g2) = f(h1k1h2k2) = f(h1h2k1k2) = (h1h2, k1k2) = (h1, k1)(h2, k2) = f(h1k1)f(h2k2) = f(g1)f(g2)

΄Αρα η απεικόνιση f είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων.

Προφανώς η f είναι επιµορφισµός, διότι αν (h, k) ∈ H ×K, τότε f(hk) = (h, k).

Τέλος έστω g1 = h1k1, g2 = h2k2 ∈ HK. Τότε
5

f(g1) = f(g2) =⇒ f(h1k1) = f(h2k2) =⇒ (h1, k1) = (h2, k2) =⇒ h1 = h2 & k1 = k2 =⇒

g1 = h1k1 = h2k2 = g2

Εποµένως η f είναι «1-1» και άρα η f είναι ισοµορφισµός οµάδων. □

΄Ασκηση 19. ΄Εστω G µια άπειρη οµάδα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η G είναι κυκλική.

(2) Κάθε υποοµάδα H ̸= {e} της G είναι ισόµορφη µε την G.

Λύση. (1) ⇒ (2) ΄Εστω ότι η G είναι κυκλική, δηλαδή υπάρχει στοιχείο a ∈ G έτσι ώστε G = ⟨a⟩. Τότε οι

υποοµάδες της G είναι οι ακόλουθες :

{e}, ⟨a⟩, ⟨a2⟩, ⟨a3⟩, · · · , ⟨an⟩, · · ·

΄Εστω H ̸= {e} υποοµάδα της G. Τότε H = ⟨ak⟩ για κάποιο k ≥ 1 και άρα η H είναι άπειρη κυκλική.

΄Οµως από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι κάθε δυο άπειρες κυκλικές οµάδες είναι ισοµόρφες. ΄Αρα έχουµε ότι

H ≃ G.

∆ιαφορετικά ϑα δείξουµε κατευθείαν το Ϲητούµενο ισοµορφισµό. Ορίζουµε την απεικόνιση

f : G = ⟨a⟩ −→ H = ⟨ak⟩, am 7→ f(am) = amk = (ak)m

΄Εχουµε

• Οµοµορφισµός Οµάδων : ΄Εστω am, an ∈ G. Τότε

f(aman) = f(am+n) = a(m+n)k = amk+nk = amkank = f(am)f(an)

και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

• ΄Ενα προς ένα : Αν f(am) = f(an) τότε

amk = ank =⇒ amk−nk = e

Επειδή o(a) = ∞ έπέται ότι mk − nk = (m − n)k = 0 και άρα m = n ή k = 0. Αν k = 0 τότε έχουµε

άτοπο διότι H ̸= {e}. Συνεπώς έχουµε am = an, δηλαδή η f είναι ένα προς ένα.

• Επί : Τα στοιχεία τηςH είναι της µορφής akλ µε λ ≥ 1. Τότε έχουµε το στοιχείο aλ ∈ G και f(aλ) = aλk.

Εποµένως η f είναι επί.

΄Αρα δείξαµε πράγµατι ότι : H ≃ G.

5
Εναλλακτικά:

Ker(f) =
{
hk ∈ HK | f(hk) = eH×K = (e, e)

}
=

{
hk ∈ HK | (h, k) = (e, e)

}
=

{
hk ∈ HK | h = e = k

}
= {ee} = {e}

΄Αρα η f είναι µονοµορφισµός.



15

(2) ⇒ (1) Επειδή η G είναι άπειρη υπάρχει στοιχείο a ∈ G µε a ̸= e. Θεωρούµε τη κυκλική υποοµάδα

H = ⟨a⟩ της G που παράγεται από το στοιχείο a. Τότε από την υπόθεση µας έπεται ότι H ≃ G και άρα η

οµάδα G είναι κυκλική. □


