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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότιG είναι µια κυκλική οµάδα. Να δεχιθεί ότι µια απεικόνιση f : G−→G είναι οµοµορφισµός
οµάδων αν και µόνον αν υπάρχει ακέραιος k ∈ Z έτσι ώστε : f(x) = xk, ∀x ∈ G.

Είναι ο ακέραιος k µοναδικός ;

Λύση. Επειδή η οµάδα G είναι κυκλική, υπάρχει a ∈ G έτσι ώστε G = ⟨a⟩.
(1) ΄Εστω ότι f : G−→G είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε f(a) ∈ ⟨a⟩ = G και εποµένως υπάρχει

k ∈ Z έτσι ώστε : f(a) = ak.
Αν x ∈ G, τότε υπάρχει r ∈ Z έτσι ώστε x = ar και τότε :

f(x) = f(ar) = f(a)r = (ak)r = akr = (ar)k = xk

΄Αρα ο οµοµορφισµός f είναι της µορφής f(x) = xk, ∀x ∈ G.
(2) ΄Εστω k ∈ Z ένας ακέραιος και ϑεωρούµε την απεικόνιση f : G−→G, f(x) = xk. Τότε, χρησιµοποι-

ώντας ότι η G, ως κυκλική, είναι αβελιανή, ϑα έχουµε:

f(x · y) = (x · y)k = xk · yk = f(x) · f(y)

και εποµένως η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός οµάδων.
Υποθέτουµε τώρα ότι f : G−→G είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, και τότε από τα παραπάνω υπάρχει

ακέραιος k ∈ Z έτυσι ώστε : f(x) = xk, ∀x ∈ G.

• ΄Εστω ότι η κυκλική οµάδα G = ⟨a⟩ είναι άπειρη, ισοδύναµα ο γεννήτορας a έχει άπειρή τάξη. Αν
υπάρχουν ακέραιοι k, l ∈ Z έτσι ώστε : f(x) = xk = xl, ∀x ∈ G, τότε ιδιαίτερα ϑα έχουµε f(a) = ak = al

και εποµένως ak−l = e. Επειδή το στοιχείο a έχει άπειρη τάξη, ϑα έχουµε k − l = 0 και άρα k = l, δηλαδή
το στοιχείο k είναι µοναδικό.

• ΄Εστω ότι η κυκλική οµάδα G = ⟨a⟩ είναι πεπερασµένη µε τάξη n , ισοδύναµα ο γεννήτορας a έχει τάξη
o(a) = n. Αν υπάρχουν ακέραιοι k, l ∈ Z έτσι ώστε : f(x) = xk = xl, ∀x ∈ G, τότε ιδιαίτερα ϑα έχουµε
f(a) = ak = al και εποµένως ak−l = e. Τότε n = o(a) | k − l και άρα k ≡ l (modn). Αντίστροφα, αν
k ≡ l (modn), τότε n | k − l και άρα k − l = nr για κάποιον ακέραιο r. ΄Ετσι k = l+ rn και, επειδή xn = e,
ϑα έχουµε:

f(x) = xk = xl+rn = xl · xrn = xl(xn)r = xl · er = xl · e = xl

΄Αρα το στοιχείο k είναι µοναδικό modn, όπου n = |G|. ■
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΄Ασκηση 2. ΄Εστω GL(n,R) η οµάδα των αντιστρέψιµων n×n πινάκων πραγµατικών αριθµών. Αν SL(n,R) ={
A ∈ GL(n,R) | det(A) = 1

}
, να δείξετε ότι το σύνολο SL(n,R) είναι µια κανονική υποοµάδα της GL(n,R),

και ακολούθως να περιγράψετε την οµάδα πηλίκο :

GL(n,R)
/
SL(n,R)

Λύση. Ορίζουµε απεικόνιση

f : GL(n,R) −→ R∗, f(A) = det(A)

Επειδή η απεικόνιση ορίζουσας ικανοποιεί τη σχέση det(A · B) = det(A) · det(B), έπεται ότι η απεικόνιση
f είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων από την GL(n,R) στην πολλαπλασιαστική οµάδα R∗ των µη-µηδενικών
πραγµατικών αριθµών.

Ο οµοµορφισµός f είναι επιµορφισµός, διότι για κάθε µη-µηδενικό πραγµατικό αριθµό x, έχουµε f(A) =
det(A) = x, όπου A είναι ο διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία στην διαγώνιο παντού 1, εκτός από την ϑέση (11),
όπου έχουµε το στοιχείο x.

Προφανώς Ker(f) = SL(n,R), και άρα η οµάδα SL(n,R) είναι µια κανονική υποοµάδα της GL(n,R).
Τέλος από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό:

GL(n,R)
/
SL(n,R)

∼=−→ R∗ ■

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε την πολλαπλασιαστική οµάδα GL(2,R) των αντιστρέψιµων πινάκων µε στοιχεία πραγ-
µατικούς αριθµούς.

(1) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

G =
{(

a b
0 d

)
∈ M2×2(R) | ad ̸= 0

}
είναι υποοµάδα της GL(2,R).

(2) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

H =
{(

1 b
0 1

)
∈ M2×2(R) | b ∈ R

}
είναι κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της G.

(3) Να κατασκευάσετε έναν ισοµορφισµό

H ∼= R

(4) Να δειχθεί ότι η οµάδα–πηλίκο G/H είναι αβελιανή.

Λύση. (1) ΄Εστω
(
a b
0 d

)
,
( x y
0 z

)
∈ G. Τότε(
a b
0 d

)
·
(
x y
0 z

)
=

(
ax ay + bz
0 dz

)
∈ G

διότι axdz ̸= 0 αφού ad ̸= 0 και xz ̸= 0. ΄Αρα το σύνολο G είναι κλειστό ως προς τη πράξη της
GL2(R). Προφανώς το ουδέτερο στοιχείο

(
1 0
0 1

)
της GL2(R) ανήκει και στη G. ΄Εστω

(
a b
0 d

)
∈ G. Τότε(

a b
0 d

)
·

(
1
a

−b
da

0 1
d

)
=

(
1 0
0 1

)
=⇒

(
a b
0 d

)−1

=

(
1
a

−b
da

0 1
d

)
∈ G

διότι ad ̸= 0. ΄Αρα G ≤ GL(2,R).
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(2) ΄Εστω
( x y
0 z

)
∈ G. Τότε(

x y
0 z

)−1

·
(
1 b
0 1

)
·
(
x y
0 z

)
=

(
1
x

−y
xz

0 1
z

)
·
(
1 b
0 1

)
·
(
x y
0 z

)

=

(
1
x

bz−y
xz

0 1
z

)
·
(
x y
0 z

)

=

(
1 bz

x

0 1

)
∈ H

Συνεπώς H � GL(2,R).
(3) Ορίζουµε απεικόνιση

g : H −→ R, g
((

1 b
0 1

))
= b

Η απεικόνιση g είναι οµοµορφισµός οµάδων, διότι :

g
((

1 b
0 1

)
·
(
1 b′
0 1

))
= g
((

1 b′+b
0 1

))
= b′ + b = b+ b′ = g

(
1 b
0 1

)
+ g
(
1 b′
0 1

)
και ϕανερά ο οµοµορφισµός g είναι επιµορφισµός. Τέλος ο οµοµορφισµός g είναι µονοµορφισµός
διότι :

Ker(g) =
{(

1 b
0 1

)
∈ H | g

((
1 b
0 1

))
= 0}

=
{(

1 b
0 1

)
∈ H | b = 0

)
}

=
{(

1 0
0 1

)
}

=
{
I2
}

΄Αρα η απεικόνιση g είναι ισοµορφισµός.
(4) Η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή αν και µόνο αν

∀A,B ∈ G : AH ·BH = BH ·AH ⇐⇒ (AB)H = (BA)H ⇐⇒ AB · (BA)−1 ∈ H

΄Εστω A =
(
a b
0 d

)
, B =

( x y
0 z

)
∈ G. ΄Εχουµε :

AB =

(
a b
0 d

)
·
(
x y
0 z

)
=

(
ax ay + bz
0 dz

)

BA =

(
x y
0 z

)
·
(
a b
0 d

)
=

(
xa xb+ yd
0 zd

)

(BA)−1 =

(
1
xa

−xb−yd
xazd

0 1
zd

)
και τότε

(AB) · (BA)−1 =

(
ax ay + bz
0 dz

)
·

(
1
xa

−xb−yd
xazd

0 1
zd

)
=

(
1 −ax2b−axyd+xa2y+xabz

xazd

0 1

)
∈ H

΄Αρα η οµάδα πηλίκο G/H είναι αβελιανή.

2ος Τρόπος: Θα δείξουµε τα (2) και (4) µε χρήση του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορφισµών:
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΄Εχοντας δείξει ότι η G είναι µια υποοµάδα της GL(2,R), ϑεωρούµε την οµάδα ευθύ γινόµενο R∗ ×R∗ της
πολλαπλασιαστικής οµάδας (R∗, ·) των µη-µηδενικών πραγµατικών αριθµών, και ορίζουµε µια απεικόνιση

φ : G −→ R∗ × R∗, φ(A) = φ
(
a b
0 d

)
= (a, d)

Η απεικόνιση φ είναι οµοµορφισµός οµάδων, διότι αν A =
(
a b
0 d

)
και B = ( x y

0 z ) είναι δύο στοιχεία της G, ϑα
έχουµε:

φ(A·B) = φ
( (

a b
0 d

)
·( x y

0 z )
)
= φ

( (
ax ay+bz
0 dz

) )
= (ax, dz) = (a, d)·(x, z) = φ

( (
a b
0 d

) )
·φ
(
( x y
0 z )

)
= φ(A)·φ(B)

Επιπλέον η φ είναι επιµορφισµός, διότι :

∀(a, d) ∈ R∗ × R∗, A =
(
a 0
0 d

)
∈ G και φ(A) = φ

(
(
(
a 0
0 d

)
= (a, d)

Υπολογίζουµε τον πυρήνα του επιµορφισµού φ:

Ker(φ) =
{ (

a b
0 d

)
∈ G | φ

( (
a b
0 d

) )
= (1, 1)

}
=
{ (

a b
0 d

)
∈ G | (a, d)) = (1, 1)

}
=
{ (

1 b
0 1

)
∈ G | b ∈ R

}
= H

΄Ετσι η απεικόνιση φ είναι ένας επιµορφισµός οµάδων µε πυρήνα την υποοµάδα H.

(2) Επειδή ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού είναι πάντα κανονική υποοµάδα, έπεται ότι το σύνολο H είναι
µια κανονική υποοµάδα της G.

(4) Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε ότι η απεικόνιση φ επάγει έναν ισοµορφισµό οµάδων

φ̃ : G/Ker(φ) = G/H
∼=−→ R∗ × R∗, φ̃(AH) = φ(A)

Επειδή η οµάδα R∗ × R∗ είναι αβελιανή (ως ευθύ γινόµενο αβελιανών οµάδων), έπεται ότι η οµάδα πηλίκο
G/H είναι αβελιανή (ως ισόµορφη µε µια αβελιανή οµάδα). ■

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G =
{
τa,b : R −→ R | τa,b(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0

}
το οποίο είναι οµάδα µε πράξη την σύνθεση απεικονίσεων.

(1) Να δείξετε ότι το υποσύνολο

H =
{
τ1,b ∈ G | b ∈ R

}
είναι κανονική (ορθόθετη) υποοµάδα της G.

(2) Να προσδιορίσετε την οµάδα–πηλίκο G/H.

Λύση. (1) Για κάθε a, b, c, d, x ∈ R µε a, c ̸= 0 έχουµε :

(τa,b ◦ τa−1,−a−1b)(x) = τa,b
(
τa−1,−a−1b(x)

)
= τa,b

(x
a
− b

a

)
= a

(x
a
− b

a

)
+ b = x

=⇒ τa,b ◦ τa−1,−a−1b = IdR

΄Οµοια δείχνουµε ότι
τa−1,−a−1b ◦ τa,b = IdR

και άρα
(τa,b)

−1 = τa−1,−a−1b (1)

Ιδιαίτερα ϐλέπουµε ότι το σύνολο G αποτελείται από 1-1 και επί απεικονίσεις από το R στο R,
και άρα είναι υποσύνολο της συµµετρικής οµάδας S(R) επί του συνόλου R. Παρατηρούµε ότι η
ταυτοτική απεικόνιση IdR : R−→R ανήκει στο σύνολο G διότι IdR = τ1,0.

Επίσης έχουµε



5

(τa,b ◦ τc,d)(x) = τa,b
(
τc,d(x)

)
= τa,b(cx+ d)

= a(cx+ d) + b = acx+ (ad+ b)

= τac,ad+b(x)

Συνεπώς έπεται ότι
τa,b ◦ τc,d = τac,ad+b (2)

Να σηµειώσουµε ότι επειδή η ταυτοτική απεικόνιση : R−→R ανήκει στο υποσύνολο G, οι σχέσεις
(1) και (2) δείχνουν ότι το σύνολο G είναι υποοµάδα της συµµετρικής οµάδας S(R) (της οποίας η
πράξη είναι η σύνθεση απεικονίσεων). Εποµένως το σύνολο G εφοδιασµένο µε τη πράξη της σύνθεσης
είναι οµάδα.

Για κάθε τa,b ∈ G έχουµε :

(τ−1
a,b ◦ τ1,r ◦ τa,b)(x) = τ−1

a,b

(
τ1,r(ax+ b)

)
= τ−1

a,b (ax+ b+ r)

= τa−1,−a−1b(ax+ (b+ r))

= a−1(ax+ b+ r)− a−1b

= x+ a−1b+ a−1r − a−1b

= x+ a−1r

= τ1,a−1r(x)

΄Αρα δείξαµε ότι

τ−1
a,b ◦ τ1,r ◦ τa,b = τ1,a−1r =⇒ τ−1

a,b ◦ τ1,r ◦ τa,b ∈ H, ∀τa,b ∈ G

Εποµένως έχουµε ότι η H είναι κανονική υποοµάδα της G.
(2) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : G/H −→ R∗, τa,bH 7−→ f
(
τa,bH

)
= a

΄Εχουµε
• Καλά ορισµένη : ΄Εστω τa,bH = τc,dH. Τότε έχουµε

τa,b ◦ τ−1
c,d ∈ H =⇒ τa,b ◦ τc−1,−c−1d ∈ H =⇒ τac−1,−ac−1d+b ∈ H =⇒ ac−1 = 1

=⇒ a = c

=⇒ f
(
τa,bH

)
= f

(
τc,dH

)
΄Αρα η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη.

• Οµοµορφισµός Οµάδων : ΄Εστω τa,bH, τc,dH ∈ G/H. Τότε

f
(
(τa,bH)(τc,dH)

)
= f

(
τa,b ◦ τc,dH

)
= f

(
τac,ad+bH

)
= ac = f

(
τa,bH

)
f
(
τc,dH

)
και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

• ΄Ενα προς ένα : ΄Εστω τa,bH ∈ G/H έτσι ώστε f
(
τa,bH

)
= 1. Τότε

a = 1 =⇒ τa,bH = τ1,bH =⇒ τa,bH = H

και άρα ο πυρήνας της f είναι ο τετριµµένος. Συνεπώς η f είναι 1-1.

• Επί : Για κάθε a ∈ R∗ υπάρχει το στοιχείο τa,bH ∈ G/H και από τον ορισµό της f έχουµε ότι
f
(
τa,bH

)
= a. Εποµένως η f είναι επί.
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Συνεπώς έχουµε ότι η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός, και άρα:

G/H ≃ R∗

2ος Τρόπος: Θα δείξουµε τα (1) και (2) µε χρήση του Πρώτου Θεωρήµατος Ισοµορφισµών:

∆είχνουµε πρώτα ότι το σύνολο G εφοδιασµένο µε την σύνθεση απεικονίσεων είναι οµάδα. Θεωρούµε την
πολλαπλασιαστική οµάδα (R∗, ·) των µη-µηδενικών πραγµατικών αριθµών, και ορίζουµε απεικόνιση

ϕ : G −→ R∗, ϕ(τa,b) = a

Τότε η απεικόνιση ϕ είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, διότι αν τa,b και τc,d είναι δύο στοιχεία της G, ϑα
έχουµε:

ϕ
(
τa,b ◦ τc,d

)
= ϕ

(
τac,ad+b

)
= ac = ϕ(τa,b) · ϕ(τc,d)

Επιπλέον η ϕ είναι επιµορφισµός, διότι :

∀a ∈ R∗, τa,0 ∈ G και ϕ(τa,0) = a

Υπολογίζουµε τον πυρήνα του επιµορφισµού ϕ:

Ker(ϕ) =
{
τa,b ∈ G | ϕ(τa,b) = 1

}
=
{
τa,b ∈ G | a = 1

}
=
{
τ1,b ∈ G | b ∈ R

}
= H

΄Ετσι η απεικόνιση ϕ είναι ένας επιµορφισµός οµάδων µε πυρήνα την υποοµάδα H.

(1) Επειδή ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού είναι πάντα κανονική υποοµάδα, έπεται ότι το σύνολο H είναι
µια κανονική υποοµάδα της G.

(2) Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε ότι η απεικόνιση ϕ επάγει έναν ισοµορφισµό οµάδων1

ϕ̃ : G/Ker(ϕ) = G/H
∼=−→ R∗, ϕ̃(τa,bH) = ϕ(τa,b) = a

Επειδή η οµάδα R∗ είνα αβελιανή (ως ευθύ γινόµενο αβελιανών οµάδων), έπεται ότι η οµάδα πηλίκο G/H
είναι αβελιανή (ως ισόµορφη µε µια αβελιανή οµάδα). ■

΄Ασκηση 5. ΄Εστω η πολλαπλασιαστική οµάδα C∗ των µη-µηδενικών µιγαδικών αριθµών.

(1) Αν T = {z ∈ C | |z| = 1} ≤ C∗ είναι η οµάδα του κύκλου, να δειχθεί ότι η οµάδα-πηλίκο C∗/T είναι
ισόµορφη µε την πολλαπλασιαστική οµάδα R+ των ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

(2) Να δείξετε ότι το σύνολο

G =

{(
a b

−b a

)
∈ M2×2(R) | (a, b) ̸= (0, 0)

}
εφοδιασµένο µε την πράξη πολλαπλασιασµού πινάκων είναι οµάδα και υπάρχει ισοµορφισµός :

G
∼=−→ C∗

Λύση. (1) Ορίζουµε την απεικόνιση

f : C∗/T −→ R+, zT 7→ f(zT) = |z|
΄Εχουµε
• Καλά ορισµένη : ΄Εστω zT = wT. Τότε έχουµε

z−1w ∈ T =⇒ |z−1w| = 1 =⇒ |z−1| · |w| = 1 =⇒ |z| = |w| =⇒ f(zT) = f(wT)

΄Αρα η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη.

1Ο ισοµορφισµός ϕ̃ συµπίπτει µε τον ισοµορφισµό f .
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• Οµοµορφισµός Οµάδων : ΄Εστω zT, wT ∈ C∗/T. Τότε

f
(
(zT)(wT)

)
= f(zwT) = |zw| = |z| · |w| = f(zT)f(wT)

και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

• ΄Ενα προς ένα : ΄Εστω zT ∈ Ker f . Τότε

f(zT) = 1 =⇒ |z| = 1 =⇒ z ∈ T =⇒ zT = T

Συνεπώς η f είναι ένα προς ένα διότι πυρήνας Ker f της f αποτελείται µόνο από το ουδέτερο στοιχείο
T της οµάδας C∗/T.

• Επί : Για κάθε r ∈ R+ το στοιχείο rT ∈ C∗/T και f(rT) = |r| = r. Εποµένως η f είναι επί.

΄Αρα δείξαµε πράγµατι ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

C∗/T ≃ R+

2ος Τρόπος: ΄Οπως και στις Ασκήσεις 1, 2, Θα δείξουµε τον ισχυρισµό µε χρήση του Πρώτου
Θεωρήµατος Ισοµορφισµών:

Ορίζουµε απεικόνιση
φ : C∗ −→ R+, φ(z) = |z|

η οποία είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, διότι αν z, w ∈ C∗,θα έχουµε:

φ(z · w) = |z · w| = |z| · |w| = φ(z) · φ(w)
Επιπλεόν ο οµοµορφισµός φ είναι επιµορφισµός, διότι :

∀r ∈ R+ : z = r + 0i ∈ C∗ και φ(z) = |z| = |r| = r

Υπλογίζουµε τον πυρήνα του οµοµορφισµού φ:

Ker(φ) =
{
z ∈ C∗ | φ(z) = 1

}
=
{
z ∈ C∗ | |z| = 1

}
= T

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών, ϑα έχουµε ότι η απεικόνιση φ επάγει έναν ισοµορφισµό
οµάδων2

φ̃ : C∗/Ker(φ) = C∗/T
∼=−→ R+, φ̃(zT ) = φ(z) = |z|

(2) ΄Εστω
(

a b
−b a

)
∈ G. Τότε παρατηρούµε ότι∣∣∣∣ a b

−b a

∣∣∣∣ = a2 + b2 ̸= 0

και άρα τα στοιχεία της G ανήκουν στην GL(2,R). Θα δείξουµε ότι η G είναι υποοµάδα της GL(2,R).
Είναι ϕανερό ότι το ουδέτερο στοιχείο της GL(2,R) ανήκει και στην G. ΄Εστω

(
a b
−b a

)
,
(

c d
−d c

)
∈ G.

Τότε (
a b
−b a

)
·
(

c d
−d c

)
=

(
ac− bd ad+ bc

−bc− ad −bd+ ac

)
∈ G

διότι ac − bd ̸= 0 και ad + bc ̸= 0. ΄Αρα το σύνολο G είναι κλειστό ως προς τη πράξη της GL2(R).
Επίσης για κάθε

(
a b
−b a

)
∈ G το αντίστροφο στοιχείο(

a b
−b a

)−1

=
1

a2 + b2

(
a b

−b a

)
=

(
a

a2+b2
− b

a2+b2
b

a2+b2
a

a2+b2

)
∈ G

ανήκει στην G και άρα G ≤ GL(2,R).

2Ο ισοµορφισµός φ̃ συµπίπτει µε τον ισοµορφισµό f .
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Θα δείξουµε ότι η G είναι ισόµορφη µε την C∗. Ορίζουµε την απεικόνιση

f : G −→ C∗,
(

a b
−b a

)
7→ f

((
a b
−b a

))
= a+ bi

που είναι καλά ορισµένη. ΄Εχουµε

• Οµοµορφισµός Οµάδων : ΄Εστω
(

a b
−b a

)
,
( x y
−y x

)
∈ G. Τότε

f
((

a b
−b a

)
·
( x y
−y x

))
= f

(( ax−by ay+bx
−bx−ay −by+ax

))
= (ax− by) + (ay + bx)i

= ax+ ayi+ bxi− by

= (a+ bi) · (x+ yi)

= f
((

a b
−b a

))
· f
(( x y

−y x

))
και άρα η f είναι οµοµορφισµός οµάδων.

• ΄Ενα προς ένα : ΄Εστω
(

a b
−b a

)
∈ Ker f . Τότε

f
((

a b
−b a

))
= 1 =⇒ a+ bi = 1 + 0i =⇒ a = 1 και b = 0

=⇒
(

a b
−b a

)
=
(
1 0
0 1

)
=⇒ Ker f =

{(
1 0
0 1

)}
Συνεπώς η f είναι ένα προς ένα διότι Ker f = 0G.

• Επί : Για κάθε µιγαδικό αριθµό x + yi ∈ C∗ το στοιχείο
( x y
−y x

)
∈ G και f

(( x y
−y x

))
= x + yi.

Εποµένως η f είναι επί.

΄Αρα έχουµε τον ισοµορφισµό :
G ≃ C∗ ■

΄Ασκηση 6 (Θεωρηµα Cauchy για αβελιανες οµαδες). ΄Εστω G µια πεπερασµένη αβελιανή οµάδα τάξης
> 1 και p ένας πρώτος διαιρέτης της τάξης o(G) της οµάδας. Τότε η G έχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο τάξης p.

Λύση. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή στην τάξη o(G) = n ≥ 2 της οµάδας.
(1) Αν o(G) = 2, τότε προφανώς κάθε στοιχείο της G εκτός του ταυτοτικού έχει τάξη 2 και το Θεώρηµα

ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.
(2) Επαγωγικη Υποθεση: Υποθέτουµε ότι για κάθε πεπερασµένη αβελιανή οµάδα K τάξης < o(G) και για

κάθε πρώτο διαιρέτη p της τάξης της οµάδας K, η K έχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο τάξης p.
(3) Υποθέτουµε ότι η τάξη της G είναι n ≥ 3.

(αʹ) Αν οι µόνες υποοµάδες της G είναι η τετριµµένη {e} και η ίδια η G, τότε όπως γνωρίζουµε η G
είναι κυκλική µε τάξη έναν πρώτο αριθµό, οποίος αναγκαστικά είναι ο πρώτος διαιρέτης p. Τότε
ο γεννήτορας της G έχει προφανώς τάξη p, και άρα η G έχει ένα στοιχείο τάξης p.

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η G έχει µια µη-τετριµµένη γνήσια υποοµάδα N . ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(i ) p | o(N).

Τότε επειδή G ̸= N ̸= {e}, έπεται ότι o(N) < o(G). Επειδή η N είναι αβελιανή
ως υποοµάδα αβελιανής οµάδας, από την Επαγωγική Υπόθεση, έπεται ότι η N έχει ένα
στοιχείο τάξης p. Τότε όµως και η G έχει ένα στοιχείο τάξης p.

(ii ) p ∤ o(N).
Επειδή η G είναι αβελιανή, η υποοµάδα N είναι κανονική υποοµάδα της G. Εποµένως

ορίζεται η οµάδα πηλίκο G/N , η οποία όπως γνωρίζουµε είναι αβελιανή. Επιπλέον η τάξη
της είναι

1 < o(G/N) =
o(G)

o(N)
< o(G)
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διότι αν o(G/N) = 1, τότε o(G) = o(N) απ΄ όπου G = N το οποίο είναι άτοπο, και αν
o(G)
o(N) = o(G), τότε o(N) = 1 απ΄ όπου N = {e} το οποίο είναι άτοπο. Επειδή ο αριθµός p

είναι πρώτος, ϑα έχουµε:

p | o(G) =
o(G)

o(N)
· o(N) & p ∤ o(N) =⇒ p | o(G)

o(N)
= o(G/N)

Επειδή η οµάδα πηλίκο G/N είναι αβελιανή και p | o(G/N) < o(G), από την Επαγωγική
Υπόθεση, έπεται ότι η οµάδα G/N) έχει ένα στοιχείο xN τάξης p, και ιδιαίτερα (xN)p =
xpN = N .

Εποµένως υπάρχει ένα στοιχείο e ̸= x ∈ G: xp ∈ N . ΄Εστω m = o(N). Τότε

(xp)m = (xm)p = ep = e

Θέτουµε y = xm. Τότε yp = e, και άρα o(y) | p. Επειδή p είναι πρώτος, είτε o(y) = 1 ή
o(y) = p. ΄Οµως αν o(y) = 1, τότε y = xm = e και άρα (xN)m = N το οποίο σηµαίνει ότι
p = o(xN) | m = o(N). Αυτό όµως είναι άτοπο διότι p ∤ o(N). Εποµένως o(y) = p, και
άρα η G έχει ένα στοιχείο τάξης p. ■

΄Ασκηση 7. Βρείτε την τάξη της δοθείσας οµάδας πηλίκο :

(1) Z6

/
⟨[3]6⟩

(2) (Z4 × Z12)
/
(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)

(3) (Z4 × Z2)
/
⟨([2]4, [1]2)⟩

(4) (Z3 × Z5)
/
({[0]3} × Z5)

(5) (Z2 × S3)
/
⟨([1]2, (123))⟩

Λύση. (1) Η τάξη της οµάδας πηλίκο Z6/⟨[3]6⟩ είναι :

o(Z6/⟨[3]6⟩) =
o(Z6)

o(⟨[3]6⟩)
=

o(Z6)

o([3]6)
=

6

o([3]6)

Επειδή

o([3]6) = o(3[1]6) =
o([1]6)

(3, o([1]6)
=

6

(3, 6)
=

6

3
= 2

ϑα έχουµε:

o(Z6/⟨[3]6⟩) =
oZ6

o([3]6)
=

6

2
= 3

(2) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z4 × Z12)/(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩) είναι :

o((Z4 × Z12)
/
(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)) =

o(Z4 × Z12)

o(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)
=

48

o(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)
Επειδή

⟨[2]4⟩ =
{
[0]2, [2]4

}
και ⟨[2]12⟩ =

{
[0]12, [2]2, [4]12, [6]12, [8]12, [10]12

}
έπεται ότι

o(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩) = 2 · 6 = 12

και εποµένως

o((Z4 × Z12)
/
(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)) =

48

o(⟨[2]4⟩ × ⟨[2]12⟩)
=

48

12
= 4
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(3) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z4 × Z2)
/
⟨([2]4, [1]2)⟩ είναι :

o
(
(Z4 × Z2)

/
⟨([2]4, [1]2)⟩) =

o(Z4 × Z2)

o(⟨([2]4, [1]2)
⟩)

=
4 · 2

[(o([2]4), o([1]2)]

=
8

[2, 2]

=
8

2
= 4

(4) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z3 × Z5)
/
({[0]3} × Z5) είναι :

o((Z3 × Z5)/({[0]3} × Z5)) =
o(Z3 × Z5)

o({[0]3} × Z5)
=

3 · 5
5

= 3

διότι προφανώς o({[0]3} × Z5) = o(Z5) = 5.

(5) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z2 × S3)
/
⟨([1]2, (123))⟩ είναι :

o((Z2 × S3)/⟨([1]2, (123))⟩) =
o(Z2 × S3)

o(⟨([1]2, (123))⟩)

=
2 · 6

[o([1]2), o((123))]

=
12

[2, 3]

=
12

6
= 2

■

΄Ασκηση 8. Βρείτε την τάξη του στοιχείου :

(1) [5]12 + ⟨[4]12⟩ στην οµάδα πηλίκο Z12

/
⟨[4]12⟩

(2) [26]60 + ⟨[12]60⟩ στην οµάδα πηλίκο Z60

/
⟨[12]60⟩

(3) ([2]3, [1]6) + ⟨([1]3, [1]6)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z3 × Z6)
/
⟨([1]3, [1]6)⟩

(4) ([2]6, [0]8) + ⟨([4]6, [4]8)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z6 × Z8)
/
⟨([4]6, [4]8)⟩

Λύση. Οι τάξεις των στοιχείων µπορούν να υπολογισθούν µε διάφορους τρόπους, συµπεριλαµβανοµένου του
ορισµού. Θα δούµε παρακάτω αρκετούς τέτοιους τρόπους.

(1) Η οµάδα Z12 είναι κυκλική µε γεννήτορα την κλάση [1]12. Επειδή η οµάδα Z12

/
⟨[4]12⟩ είναι πηλίκο

της κυκλικής οµάδας Z12, έπεται ότι η οµάδα Z12

/
⟨[4]12⟩ είναι επίσης κυκλική και µάλιστα µε

γεννήτορα το στοιχείο [1]12 + ⟨[4]12⟩. ΄Ετσι ϑα έχουµε:

o
(
[5]12 + ⟨[4]12⟩

)
= o
(
5[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
= o
(
5([1]12 + ⟨[4]12⟩)

)
=

o
(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
(5, o

(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
)

Επειδή το στοιχείο [1]12 + ⟨[4]12⟩ είναι γεννήτορας της κυκλικής µάδας, ϑα έχουµε

o
(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
= o(Z12/⟨[4]12⟩) =

o(Z12)

o(⟨[4]12⟩)
=

12

o([4]12)
=

12

3
= 4
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επειδή προφανώς o([4]12) = 3. Εποµένως :

o
(
[5]12 + ⟨[4]12⟩

)
=

o
(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
(5, o

(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
)
=

4

(5, 4)
=

4

1
= 4

Παρατηρούµε ότι επειδή η τάξη του στοιχείου [5]12 + ⟨[4]12⟩ στην οµάδα Z12/⟨[4]12⟩ είναι 4, δηλαδή
όσο και η τάξη της οµάδας, το στοιχείο [5]12 + ⟨[4]12⟩ είναι επίσης γεννήτορας της Z12/⟨[4]12⟩.

(2) Η οµάδα Z60 είναι κυκλική µε γεννήτορα την κλάση [1]60. Επειδή η οµάδα Z60

/
⟨[12]60⟩ είναι πηλίκο

της κυκλικής οµάδας Z60, έπεται ότι η οµάδα Z60

/
⟨[12]60⟩ είναι επίσης κυκλική και µάλιστα µε

γεννήτορα το στοιχείο [1]60 + ⟨[12]60⟩. Ιδιαίτερα ϑα έχουµε:

o([1]60 + ⟨[12]60⟩) = o(Z60

/
⟨[12]60⟩) =

o(Z60)

o(⟨[12]60⟩)
=

60

o(⟨[12]60⟩)
=

60

o([12]60)
=

60

5
= 12

διότι όπως µπορούµε να δούµε εύκολα o([12]60) = 5.
΄Ετσι ϑα έχουµε:

o
(
[26]60 + ⟨[12]60⟩

)
= o
(
26[1]60 + ⟨[12]60⟩

)
= o
(
26([1]60 + ⟨[12]60⟩)

)
=

=
o
(
[1]12 + ⟨[4]12⟩

)
(26, o

(
[1]12 + ⟨[12]60⟩

)
)
=

12

(26, 12)
=

12

2
= 6

(3) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z3 × Z6)
/
⟨([1]3, [1]6)⟩ είναι :

o((Z3 × Z6)
/
⟨([1]3, [1]6)⟩) =

o(Z3 × Z6)

o(⟨([1]3, [1]6)⟩)
=

3 · 6
o(([1]3, [1]6))

=
18

[o([1]3, o([1]6])
=

18

[3, 6]
=

18

6
= 3

΄Αρα η τάξη του στοιχείου ([2]3, [1]6) + ⟨([1]3, [1]6)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z3 × Z6)
/
⟨([1]3, [1]6)⟩ ϑα

είναι διαιρέτης της τάξης 3 της οµάδας και άρα ϑα είναι 1 ή 3. ΄Οµως η τάξη του στοιχείου δεν
µπορεί να είναι 1 διότι αν είναι 1, τότε ([2]3, [1]6) ∈ ⟨([1]3, [1]6)⟩ και άρα ([2]3, [1]6) = k([1]3, [1]6), για
κάποιον ακέραιο k. ∆ηλαδή ([2]3, [1]6) = k([k]3, [k]6) και εποµένως [2]3 = [k]3 και [1]6 = [k]6. Τότε
3 | k − 2 και 6 | k − 1. Προφανώς οι δύο τελευταίες σχέσεις διαιρετότητας µας οδηγούν σε άτοπο.
Εποµένως :

o(([2]3, [1]6) + ⟨([1]3, [1]6)⟩) = 3

(4) Η τάξη του στοιχείου ([2]6, [0]8)+ ⟨([4]6, [4]8)⟩ στην οµάδα πηλίκο (Z6×Z8)
/
⟨(4, 4)⟩ είναι 1, δηλαδή

([2]6, [0]8) + ⟨([4]6, [4]8)⟩ = ⟨(4, 4)⟩ διότι το στοιχείο ([2]6, [0]8) ανήκει στην υποοµάδα ⟨([4]6, [4]8)⟩.
Παραγµατικά: 8([4]6, [4]8) = ([32]6, [32]8) = ([2]6, [0]8). ΄Ετσι

o(([2]6, [0]8) + ⟨([4]6, [4]8)⟩) = 1 ■

΄Ασκηση 9. Αποδείξτε την ύπαρξη των παρακάτω ισοµορφισµών:

(1) (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [1]4)⟩ ∼= Z2

(2) (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [2]4)⟩ ∼= Z2 × Z2

(3) (Z2 × Z4)
/
⟨([1]2, [2]4)⟩ ∼= Z4

(4) (Z× Z× Z8)
/
⟨(0, 4, [0]8)⟩ ∼= Z× Z4 × Z8

(5) (Z× Z)
/
⟨(2, 2)⟩ ∼= Z2 × Z

Λύση. (1) Ορίζουµε απεικόνιση

f : Z2 × Z4 −→ Z2, ([x]2, [y]4) 7−→ f([x]2, [y]4)) = [x]2 .

Πολύ εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός οµάδων. Ο πυρήνας της f είναι :
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Ker(f) =
{
([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | f([x]2, [y]4) = [0]2

}
=

{
([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | [x]2 = [0]2

}
=

{
([0]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4

}
=

{
y([0]2, [1]4) ∈ Z2 × Z4 | y ∈ Z

}
= ⟨([0]2, [1]4)⟩

Εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έχουµε ότι

(Z2 × Z4)
/
Ker(f) ∼= Z2 =⇒ (Z2 × Z4)

/
⟨([0]2, [1]4)⟩ ∼= Z2 .

Ο παραπάνω ισοµορφισµός ορίζεται ως εξής :

f : (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [1]4)⟩ −→ Z2, f

(
([x]2, [y]4) + ⟨([0]2, [1]4)⟩

)
= [x]2

(2) Ορίζουµε απεικόνιση

f : Z2 × Z4 −→ Z2 × Z2, ([x]2, [y]4) 7−→ f([x]2, [y]4) = ([x]2, [y]2)

Η απεικόνιση f είναι καλά ορισµένη διότι αν ([x]2, [y]4) = ([x′]2, [y
′]4), τότε ([x]2 = [x′]2 και

[y]4 = [y′]4. Η τελευταία ισότητα δίνει ότι 4 | y− y′ και τότε 2 | y− y′, δηλαδή [y]2 = [y′]2. Εποµένως
([x]2, [y]2) = ([x′]2, [y

′]2) δηλαδή: f([x]2, [y]4) = f([x′]2, [y
′]4) και η f είναι καλά ορισµένη.

Πολύ εύκολα ϐλέπουµε ότι η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός οµάδων. Ο πυρήνας της f είναι :

Ker(f) = {([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | f([x]2, [y]4) = ([0]2, [0]2)}
= {([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | ([x]2, [y]2) = ([0]2, [0]2)}
= {([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | [x]2 = [0]2 και [y]2 = [0]2}
= {([x]2, [y]4) ∈ Z2 × Z4 | [x]2 = [0]2 και [y]4 = [0]4 ή [y]4 = [2]4}
=

{
([0]2, [0]4), ([0]2, [2]4

}
= ⟨([0]2, [2]4)⟩

Εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε ότι

(Z2 × Z4)
/
Ker(f) ∼= Z2 × Z2 =⇒ (Z2 × Z4)/⟨([0]2, [2]4)⟩ ∼= Z2 × Z2

Ο παραπάνω ισοµορφισµός ορίζεται ως εξής :

f : (Z2 × Z4)
/
⟨([0]2, [2]4)⟩ −→ Z2 × Z2, f

(
([x]2, [y]4) + ⟨([0]2, [2]4)⟩

)
= ([x]2, [y]2)

(3) Η τάξη της οµάδας πηλίκο (Z2 × Z4)/⟨([1]2, [2]4)⟩ είναι

o
(
(Z2 × Z4)

/
⟨(1, 2)⟩

)
=

o(Z2 × Z4)

o(⟨([1]2, [2]4)⟩)
=

8

2
= 4

όπου παραπάνω χρησιµοποιήσαµε ότι :

o(⟨([1]2, [2]4)⟩) = o([1]2, [2]4) = [o([1])2), o([2]4)] = [2, 2] = 2

Γνωρίζουµε ότι κάθε οµάδα τάξης 4 είναι ισόµορφη είτε µε την κυκλική τάξης 4 ή µε την οµάδα του
Klein. Επειδή η οµάδα (Z2 × Z4)/⟨([1]2, [2]4)⟩ έχει τάξη 4, ϑα είναι ισόµορφη µε την Z4 αν έχει ένα
στοιχείο τάξης 4. Παρατηρούµε ότι το στοιχείο

x = ([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩ ∈ (Z2 × Z4)/⟨([1]2, [2]4)⟩
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έχει τάξη 4, διότι :

4x = 4
(
([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩

)
= ([4]2, [4]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩ = ([0]2, [0]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩ = ⟨([1]2, [2]4)⟩

και όπως µπορούµε να δούµε εύκολα ο αριθµός k = 4 είναι ο µικρότερος ϕυσικός µε την ιδιότητα
kx = 0 στην οµάδα πηλίκο. Εποµένως το στοιχείο ([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩ είναι γεννήτορας της
οµάδας (Z2 × Z4)/⟨([1]2, [2]4)⟩, και άρα:

o
(
([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)

)
= 4 =⇒ (Z2 × Z4)

/
⟨([1]2, [2]4)⟩ ∼= Z4

Ο παραπάνω ισοµορφισµός µεταξύ κυκλικών οµάδων ίδιας τάξης, ϑα στέλνει τον γεννήτορα ([1]2, [1]4)+
⟨([1]2, [2]4)⟩ της (Z2 × Z4)/⟨([1]2, [2]4)⟩ στον γεννήτορα [1]4 της Z4. Εποµένως επειδή

(Z2 × Z4)
/
⟨([1]2, [2]4)⟩ =

{
k
(
([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩

)
| 0 ≤ k ≤ 3

}
ϑα έχουµε ότι ο Ϲητούµενος ισοµορφισµός ϑα είναι ο ακόλουθος

f : (Z2 × Z4)
/
⟨([1]2, [2]4)⟩ −→ Z4, f

(
k
(
([1]2, [1]4) + ⟨([1]2, [2]4)⟩

))
= k[1]4 = [k]4

(4) Ορίζουµε απεικόνιση

f : Z× Z× Z8 −→ Z× Z4 × Z8, f(m,n, [k]8) = (m, [n]4, [k]8)

Είναι πολύ εύκολο να δούµε ότι η f είναι καλά ορισµένη και επιµορφισµός. Ο πυρήνας της f είναι :

Ker(f) =
{
(m,n, [k]8) ∈ Z× Z× Z8 | f(m,n, [k]8) = (0, [0]4, [0]8)}

= {(m,n, k8) ∈ Z× Z× Z8 | (m, [n]4, [k]8) = (0, [0]4, [0]8)}
= {(0, n, 08) ∈ Z× Z× Z8 | 4 | n}
= {(0, n, 08) ∈ Z× Z× Z8 | n = 4r, r ∈ Z}
= {(0, 4r, 08) ∈ Z× Z× Z8 | r ∈ Z}
= ⟨(0, 4, [0]8)⟩

Εποµένως από το Πρώτο ϑεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε ότι

(Z× Z× Z8)
/
Ker(f) ∼= Z× Z4 × Z8 =⇒ (Z× Z× Z8)/⟨(0, 4, [0]8)⟩ ∼= Z× Z4 × Z8

Ο παραπάνω ισοµορφισµός ορίζεται ως εξής :

f : (Z× Z× Z8)
/
⟨(0, 4, [0]8)⟩ −→ Z× Z4 × Z8, f

(
(m,n, [k]8) + ⟨(0, 4, [0]8)⟩

)
= (m, [n]4, [k]8)

(5) Ορίζουµε απεικόνιση

f : Z× Z −→ Z2 × Z, f(n,m) = ([n]2,m− n)

Η f είναι προφανώς καλά ορισµένη και για κάθε (n,m), (n′,m′) ∈ Z× Z έχουµε:

f((n,m) + (n′,m′)) = f(n+ n′,m+m′)

= ([n+ n′]2, (m+m′)− (n+ n′))

= ([n]2 + [n′]2, (m− n) + (m′ − n′))

= ([n]2,m− n) + ([n′]2,m
′ − n′)

= f(n,m) + f(n′,m′)

Συνεπώς η f είναι οµοµορφισµός οµάδων. Επίσης για κάθε ([n]2,m) ∈ Z2 × Z υπάρχει το στοιχείο
(n,m+ n) ∈ Z× Z έτσι ώστε

f(n,m+ n) = ([n]2,m+ n− n) = ([n]2,m)
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και άρα η f είναι επιµορφισµός. Τέλος, ο πυρήνας της f είναι :

Ker(f) =
{
(n,m) ∈ Z× Z | f(n,m) = ([0]2, 0)

}
=

{
(n,m) ∈ Z× Z | ([n]2,m− n) = ([0]2, 0)

}
=

{
(n,m) ∈ Z× Z | 2 | n και m = n}

=
{
(2k, 2k) | k ∈ Z

}
= ⟨(2, 2)⟩

Εποµένως από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών έχουµε ότι

(Z× Z)
/
Ker(f) ∼= Z2 × Z =⇒ (Z× Z)

/
⟨(2, 2)⟩ ∼= Z2 × Z

Ο παραπάνω ισοµορφισµός ορίζεται ως εξής :

f : (Z× Z)
/
⟨(2, 2)⟩ −→ Z2 × Z, f

(
(n,m) + ⟨(2, 2)⟩

)
= ([n]2,m) ■

΄Ασκηση 10. (1) ΄Εστω G και H δύο οµάδες και a ∈ G και b ∈ H. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(αʹ) Τα στοιχεία a και b των G και H αντίστοιχα έχουν πεπερασµένη τάξη.
(ϐʹ) Το στοιχείο (a, b) της οµάδας ευθύ γινόµενο G×H έχει πεπερασµένη τάξη.
Επιπλέον αν τα στοιχεία a και b των G και H αντίστοιχα έχουν πεπερασµένη τάξη, τότε :

o((a, b)) = [o(a), o(b)]

(2) Αν G και H είναι πεπερασµένες κυκλικές οµάδες, να δείξετε ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο G ×H είναι
κυκλική αν και µόνον αν :

(o(G), o(H)) = 1 (†)
(3) Να δείξετε ότι :

Zn × Zm
∼= Znm ⇐⇒ (n,m) = 1 (††)

Λύση. (1) «=⇒» ΄Εστω ότι τα στοιχεία a και b των G και H αντίστοιχα έχουν πεπερασµένη τάξη, και έστω ότι
n = o(a) και m = o(b). Θα δείξουµε ότι το στοιχείο (a, b) έχει πεπερασµένη τάξη και µάλιστα o((a, b)) =
[n,m]. ΄Εστω k = [n,m]. Τότε υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί r, s έτσι ώστε k = nr και m = ms. Τότε ϑα έχουµε:

(a, b)k = (ak, bk) = (anr, bms) = ((an)r, (bm)s) = (erG, e
s
H) = (eG, eH)

Εποµένως το στοιχείο (a, b) έχει πεπερασµένη τάξη. Αν l είναι ένας ϕυσικός µε την ιδιότητα (a, b)l = (eG, eH),
τότε ϑα έχουµε:

(a, b)l = (eG, eH) =⇒ (al, bl) = (eG, eH) =⇒ al = eG & bl = eH =⇒ o(a) = n | l &o(b) = m | l
Εποµένως [n,m] | l και άρα k = [n,m] ≤ l. Αυτό δείχνει ότι o((a, b)) = [n,m] = [o(a), o(b)].

«⇐=» Αντίστροφα αν το στοιχείο (a, b) της οµάδας ευθύ γινόµενο G × H έχει πεπερασµένη τάξη, έστω
o((a, b)) = k, τότε ϑα έχουµε:

(a, b)k = (eG, eH) =⇒ (ak, bk) = (eG, eH) =⇒ ak = eG & bk = eH =⇒ o(a) < ∞ & o(b) < ∞

(2) Υποθέτουµε ότι οι κυκλικές οµάδες G = ⟨a⟩ και H = ⟨b⟩ είναι πεπερασµένες, και έστω:

o(G) = o(a) = n και o(H) = o(b) = m

Υποθέτουµε πρώτα ότι (n,m) = 1. Τότε σύµφωνα µε το µέρος (1) ϑα έχουµε ότι η τάξη του στοιχείου (a, b)
είναι [n,m] = nm, διότι (n,m) = 1. ΄Αρα η κυκλική υποοµάδα ⟨(a, b)⟩ της οµάδας G×H η οποία παράγεται
από το στοιχείο (a, b) έχει τάξη nm = o(G) · o(H) = o(G×H). Αυτό σηµαίνει ότι ⟨(a, b)⟩ = G×H και άρα
η οµάδα G×H είναι κυκλική µε γεννήτορα το στοιχείο (a, b).
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Αντίστροφα υποθέτουµε ότι η G × H είναι κυκλική και έστω G × H = ⟨(x, y)⟩. Τότε o((x, y)) = nm.
Επειδή x ∈ G και y ∈ H, και επειδή |G| = n και |H| = m, από το Θεώρηµα του Lagrange έπεται ότι o(x) | n
και o(y) | m και άρα n = o(x) · k και m = o(y) · l. Τότε3:

o(x)o(y)

(o(x), o(y))
= [o(x), o(y)] = o((x, y)) = n ·m = o(x) · k · o(y) · l =⇒ k · l · (o(x), o(y)) = 1

απ΄ όπου προφανώς έπεται ότι : k = l = (o(x), o(y)) = 1. Τότε o(x) = n, o(y) = m, και εποµένως (n,m) = 1.

(3) Αν οι οµάδες Zn × Zm και Znm είναι ισόµορφες, τότε η οµάδα Zn × Zm είναι κυκλική και εποµένως
από την ισοδυναµία (†) ϑα έχουµε ότι (n,m) = 1. Αντίστροφα αν (n,m) = 1, από την ισοδυναµία (†) ϑα
έχουµε ότι η οµάδα Zn × Zm είναι κυκλική. Επειδή κυκλικές οµάδες µε την ίδια τάξη είναι ισόµορφες,
έπεται ότι οι οµάδες Zn × Zm και Znm ϑα είναι ισόµορφες. ■

Παρατήρηση. Είναι εύκολο να δει κανείς, µε χρήση Μαθηµατικής Επαγωγής, ότι αν G1, · · · , Gk είναι οµάδες
και (a1, · · · , ak) είναι ένα στοιχείο της οµάδας ευθύ γινόµενο G1×· · ·×Gk, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Τα στοιχεία a1, a2, · · · , ak των οµάδων G1, · · · , Gk αντίστοιχα έχουν πεπερασµένη τάξη.
(2) Το στοιχείο (a1, · · · , ak) της οµάδας ευθύ γινόµενο G1 ×G2 · · · ×Gk έχει πεπερασµένη τάξη.

Επιπλέον αν τα στοιχεία στοιχεία a1, a2, · · · , ak έχουν πεπερασµένη τάξη, τότε :

o((a1, a2, · · · , ak)) = [o(a1), o(a2, · · · , o(ak)]

Επιπλέον αν οι οµάδες G1, · · · , Gk είναι πεπερασµένες κυκλικές, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

(3) Η οµάδα ευθύ γινόµενο G1 × · · · ×Gk είναι κυκλική.
(4)

1 ≤ i ̸= j ≤ n =⇒
(
o(Gi), o(Gj)

)
= 1

Ιδιαίτερα αν n1, · · · , nk είναι ϕυσικοί αριθµοί, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(5) Η οµάδα ευθύ γινόµενο Zn1 × · · · × Znk
είναι κυκλική.

(6)
1 ≤ i ̸= j ≤ n =⇒

(
ni, nj

)
= 1

Εποµένως αν n είναι ένας ϕυσικός αριθµός µε πρωτογενή ανάλυση

n = pa11 · · · pakk
τότε επειδή οι αριθµοί paii , 1 ≤ i ≤ k, είναι πρώτοι µεταξύ τους ανά δύο, έπεται ότι η οµάδα ευθύ γινόµενο
Zp

a1
1

× · · · × Zp
ak
k

ϑα είναι κυκλική τάξης n = pa11 · · · pakk . Εποµένως ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό

Zn
∼= Zp

a1
1

× · · · × Zp
ak
k

√

΄Ασκηση 11. Να εξετασθεί αν η οµάδα ευθύ γινόµενο G1 ×G2 δύο κυκλικών οµάδων G1 και G2 είναι επίσης
κυκλική.

Λύση. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

3Υπενθυµιζουµε ότι :
∀n,m ∈ N : (n,m) · [n,m] = n ·m
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(1) Οι κυκλικές οµάδες G1 και G2 είναι πεπερασµένες.

Τότε όπως γνωρίζουµε από την ΄Ασκηση 10:

η οµάδα G1 ×G2 είναι κυκλική ⇐⇒
(
o(G1), o(G2)

)
= 1

(2) Μια εκ των κυκλικών οµάδων G1 και G2 είναι άπειρη.

(αʹ) Αν η G1 είναι άπειρη κυκλική, και η G2 = {e} είναι η τετριµµένη υποοµάδα, τότε η οµάδα ευθύ
γινόµενο G1 ×G2 είναι προφανώς ισόµορφη µε την G1, µέσω του ισοµορφισµού

f : G1 × {e} −→ G1, f(g1, e) = g1

και άρα είναι κυκλική.
(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η G1 είναι άπειρη κυκλική, και G2 ̸= {e}

΄Εστω ότι η οµάδα G1×G2 είναι κυκλική. Επειδή η G1 είναι άπειρη έπεται ότι η G1×G2 είναι µια
άπειρη κυκλική οµάδα. Επειδή σε µια άπειρη κυκλική οµάδα το µόνο στοιχείο πεπερασµένης
τάξης είναι το ταυτοτικό στοιχείο, έπεται ότι η κυκλική οµάδα G2 είναι άπειρη. Πράγµατι, αν
η G2 είναι πεπερασµένη, τότε υπάρχει γεννήτορας e2 ̸= g2 ∈ G2 και o(g2) = n < ∞, και τότε
καταλήγουµε σε άτοπο

(e1, g2)
n = (en1 , g

n
2 ) = (e1, e2) =⇒ o(e1, g2) < ∞ =⇒ (e1, g2) = (e1, e2) =⇒ g2 = e2

΄Αρα και η G2 είναι άπειρη κυκλική. Υποθέτουµε ότι :

G1 = ⟨a⟩ και G2 = ⟨b⟩

΄Εστω (x, y) ∈ G1 ×G2 ένας γεννήτορας της : G1 ×G2 = ⟨(x, y)⟩. Τότε :

(x, y) = (ar, bs), όπου r ∈ Z και s ∈ Z
Τότε υπάρχει ακέραιος n ∈ Z:

(a, e) = (x, y)n = (xn, yn) = ((ar)n, (bs)n = (arn, bsn) =⇒ a = arn και bsn = e2

΄Αρα
arn−1 = e1 και bsn = e2

Επειδή το µόνο στοιχείο της G2 µε πεπερασµένη τάξη είναι το ταυτοτικό στοιχείο της, έπεται ότι
είτε b = e2 ή sn = 0. Αν b = e2, τότε επειδή G2 = ⟨b⟩ και η G2 είναι άπειρη καταλήγουµε σε
άτοπο. ΄Αρα sn = 0 και εποµένως s = 0 ή n = 0. Από την άλλη πλευρά, επειδή arn−1 = e1 για
τον ίδιο λόγο ϑα έχουµε ότι είτε a = e1 ή rn = 1. Η εκδοχή a = e1 απορρίπτεται διότι το στοιχείο
G1 = ⟨a⟩ και η G1 είναι άπειρη. ΄Αρα ισχύει rn = 1 και εποµένως ϑα έχουµε και s = 0. Τότε
όµως y = e2 και ϑα υπάρχει m ∈ Z έτσι ώστε :

(e1, b) = (x, y)m = (xm, ym) = (xm, em2 ) = (xm, e2) =⇒ b = e2

το οποίο είναι άτοπο διότι G2 = ⟨b⟩ και η οµάδα G2 είναι άπειρη.

΄Αρα καταλήξαµε σε άτοπο και εποµένως η οµάδα G1 ×G2 δεν είναι κυκλική.
Συνοψίζουµε : η οµάδα ευθύ γινόµενο G1 ×G2 είναι κυκλική αν και µόνον αν :

(1) Είτε οι οµάδες G1 και G2 είναι πεπερασµένες και
(
o(G1), o(G2)

)
= 1,

(2) ή µία εκ των οµάδων G1 και G2 είναι η τετριµµένη οµάδα.
Ιδιαίτερα έπεται ότι το ευθύ γινόµενο δύο άπειρων κυκλικών οµάδων δεν είναι ποτέ κυκλική οµάδα. ■

΄Ασκηση 12. ΄Εστω G = ⟨a⟩ µια κυκλική οµάδα. Να ϐρεθούν όλοι οι οµοµορφισµοί οµάδων f : G−→G.
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Λύση. Από την ΄Ασκηση 1, γνωρίζουµε ότι οι οµοµορφισµοί οµάδων f : G−→G είναι της µορφής fk : G−→G,
fk(x) = xk, όπου k ∈ Z. ΄Αρα αρκεί να εξετάσουµε ποιοί από τους οµοµορφισµούς fk, k ∈ Z, συµπίπτουν.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(1) Η G είναι άπειρη οµάδα. Τότε : k = l ⇐⇒ fk = fl.

Πράγµατι, αν k = l, τότε προφανώς fk = fl. Αντίστροφα, αν fk = fl, τότε f(x) = xk = xl, ∀x ∈ G,
και εποµένως από την ΄Ασκηση 1 ϑα έχουµε k = l.

΄Αρα όλοι οι, ανά δύο διαφορετικοί, οµοµορφισµοί f : G−→G είναι οι άπειροι σε πλήθος οµοµορ-
ϕισµοί

fk : G−→G, fk(x) = xk, όπου k ∈ Z
(2) Η G είναι πεπερασµένη οµάδα τάξης n. Τότε : fk = fl ⇐⇒ k ≡ l (modn).

Πράγµατι, αν k ≡ l (modn), τότε όπως είδαµε στην ΄Ασκηση 1 ϑα έχουµε fk = fl. Αντίστροφα, αν
fk = fl, τότε f(x) = xk = xl, ∀x ∈ G, και εποµένως από την ΄Ασκηση 1 ϑα έχουµε k ≡ l (modn).

΄Αρα όλοι οι, ανά δύο διαφορετικοί, οµοµορφισµοί f : G−→G είναι οι n σε πλήθος οµοµορφισµοί

fk : G−→G, fk(x) = xk, όπου k = 0, 1, 2, · · · , n− 1 ■

Παρατήρηση. Από την παραπάνω ΄Ασκηση έπεται ότι :

(1) οι ανα δύο διαφορετικοί οµοµορφισµοί οµάδων : Z−→Z είναι οι απεικονίσεις

fk : Z−→Z, fk(x) = kx, k ∈ Z

(2) οι ανα δύο διαφορετικοί οµοµορφισµοί οµάδων : Zn−→Zn είναι οι απεικονίσεις

fk : Zn−→Zn, fk([x]n) = [kx]n, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1

Η επόµενη ΄Ασκηση περιγράφει όλους τους ανά δύο διαφορετικούς οµοµορφισµούς οµάδων : Zn−→Zm. ▲

΄Ασκηση 13. Να ϐρεθούν όλοι οι οµοµορφισµοί οµάδων f : Zn−→Zm.

Λύση. (1) Αν f : Zn−→Zm είναι ένας οµοµορφισµός οµάδων, τότε υπάρχει k ∈ Z έτσι ώστε : f([x]n) =
[kx]m, ∀[x]n ∈ Zn.

Πράγµατι, τότε f([1]n) ∈ Zm και εποµένως υπάρχει ακέραιος k ∈ Z έτσι ώστε f([1]n) = [k]n.
Προφανώς, για κάθε στοιχείο [x]m ∈ Zm ϑα έχουµε [kx]m = k[x]m = [k]m · [x]m. Για κάθε [x]n ∈ Zn,
ϑα έχουµε:

f([x]n) = f(x[1]n) = xf([1]n) = x[k]m = [xk]m

(2) ΄Εστω k ∈ Z. Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση

fk : Zn−→Zm, f([x]n) = [kx]m

είναι οµοµορφισµός οµάδων4 αν και µόνον αν m | kn.

Πράγµατι, αν m | kn, τότε υπάρχει r ∈ Z έτσι ώστε kn = mr. ΄Εστω [x]n = [y]n. Τότε n | x − y
και εποµένως x − y = ns για κάποιον ακέραιο s ∈ Z. Τότε kx − ky = kns = mrs και εποµένως
kx− ky ≡ 0 (modm), δηλαδή [kx]m = [ky]m. ΄Αρα fk([x]n) = fk([y]n) και η fk είναι καλά ορισµένη
απεικόνιση. Τέλος η fk είναι οµοµορφισµός διότι

fk([x]n + [y]n) = fk([x+ y]n) = [k(x+ y)]m = [kx+ ky]m = [kx]m + [ky]m = fk([x]n) + fk([y]n)

4Το κρίσιµο σηµείο στον ισχυρισµό είναι αν η απεικόνιση fk είναι καλά ορισµένη.
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Αντίστροφα, αν η απεικόνιση fk είναι οµοµορφισµός οµάδων, τότε ϑα έχουµε:

[0]m = fk([0]n) = fk([n]n) = fk(n[1]n) = nfk([1]m) = n[k · 1]m = n[k]m = [nk]m =⇒ kn ≡ 0 (modm)

και εποµένως : m | kn.
(3) ΄Εστω k, l ∈ Z είναι δύο ακέραιοι έτσι ώστε m | kn και m | ln. Τότε από το µέρος (2) έπεται ότι

ορίζονται οι οµοµορφισµοί οµάδων fk και fl.

Θα δείξουµε ότι : fk = fl ⇐⇒ k ≡ l (modm).

Πράγµατι, αν k ≡ l (modm), τότε υπάρχει r ∈ Z έτσι ώστε k − l = rm και άρα k = l + rm. Τότε
ϑα έχουµε, ∀[x]n:

fk([x]n) = [kx]m = [(l + rm)x]m = [lx+ rmx]m = [lx]m + [rmx]m = [lx]m = fl([x]n)

και άρα fk = fl.

Αντίστροφα, έστω fk = fl. Τότε :

fk([1]n) = fl([1]n) =⇒ [k · 1]m = [l · 1]m =⇒ [k]m = [l]m =⇒ k ≡ l (modm)

(4) Από τα µέρη (1) και (2) οι δυνατοί οµοµορφισµοί οµάδων f : Zn−→Zm είναι όλες οι διαφορετικές
ανά δύο απεικονίσεις fk : Zn−→Zm, όπου k ∈ Z και m | kn. Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το µέρος (3),
αναζητούµε µεταξύ των m σε πλήθος διαφορετικών ανά δύο απεικονίσεων fk για τις οποίες ισχύει ότι
m | kn. Με άλλα λόγια Ϲητάµε τα ανά δύο διαφορετικά στοιχεία [k]n ∈ Zm για τα οποία m | kn.
Εποµένως αναζητούµε τις διακεκριµένες λύσεις k στο Zm της γραµµικής ισοτιµίας

kn ≡ 0 (modm)

Από την Θεωρία Αριθµών γνωρίζουµε ότι οι ανά δύο ανισότιµες modm λύσεις της παραπάνω ισοτιµίας
είναι οι

k = 0, 1, 2, · · · , d− 1, όπου d = (n,m)

΄Αρα, καταλήγουµε, όλοι οι ανά δύο διαφορετικοί, οµοµορφισµοί f : Zn−→Zm είναι οι εξής :

fk : Zn−→Zm, fk([x]n) = [kx]m, όπου k = 0,
m

d
, 2

m

d
, 3

m

d
, · · · , (d− 1)

m

d
, d = (n,m) ■

΄Ασκηση 14. (1) ∆είξτε ότι το σύνολο Aut(G) όλων των αυτοµορφισµών5 µιας οµάδας G είναι οµάδα µε
πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων.

(2) Να προσδιορισθεί η οµάδα αυτοµορφισµών Aut(G), όταν :
(αʹ) G είναι µια άπειρη κυκλική οµάδα.
(ϐʹ) G είναι µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα.

Λύση. (1) Επειδή η σύνθεση αυτοµορφισµών είναι αυτοµορφισµός, και επειδή η σύνθεση απεικονίσεων
ικανοποιεί την προσεταιριστική ιδιότητα, αρκεί να δείξουµε την ύπαρξη ταυτοτικού στοιχείου και
την ύπαρξη αντίστροφου στοιχείου. ΄Οµως προφανώς η ταυτοτική απεικόνιση είναι αυτοµορφισµός,
και επειδή η αντίστροφη απεικόνιση ενός αυτοµορφισµού είναι προφανώς αυτοµορφισµός, έπεται
ότι το σύνολο Aut(G) όλων των αυτοµορφισµών µιας οµάδας G είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση
απεικονίσεων.

(2) (αʹ) Υποθέτουµε ότι η G είναι µια άπειρη κυκλική οµάδα.

΄Εστω G = ⟨a⟩ ένας γεννήτορας της G. Τότε προφανώς για κάθε αυτοµορφισµό f : G−→G της G,
το στοιχείο f(a) είναι επίσης γεννήτορας της G. Επειδή η G είναι άπειρη κυκλική, γνωρίζουµε ότι
η G έχει ακριβώς δύο γεννήτορες : το στοιχείο a και το στοιχείο a−1. ΄Ετσι f(a) = a ή f(a) = a−1.

5Υπενθυµίζουµε ότι µια απεικόνιση f : G−→G καλείται αυτοµορφισµός της G, αν η f είναι ισοµορφισµός.



19

Επειδή G = ⟨a⟩, αν f(a) = a, έπεται ότι f = IdG, και αν f(a) = a−1, τότε f(x) = x−1, ∀x ∈ G.
Αντίστροφα οι απεικονίσεις IdG και φ : G−→G,φ(x) = x−1 είναι αυτοµορφισµοί της G. ΄Αρα
Aut(G) = {IdG, φ}, όπου προφανώς φ2 = IdG. Εποµένως η Aut(G) είναι ισόµορφη µε την
κυκλική οµάδα Z2, µέσω του ισοµορφισµού IdG 7−→ [0]2 και φ 7−→ [1]2:

Aut(G) ∼= Z2

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η G είναι µια πεπερασµένη κυκλική οµάδα.

΄Εστω
G = ⟨a⟩ =

{
e, a, a2, · · · , an−1

}
Αν n = 1, τότε G = {e} και Z1 = [0]1 και τότε προφανώς Aut(G) = {IdG} ∼= {IdZ1} ∼= U(Z1).

Υποθέτουµε ότι n > 1. ΄Εστω f : G−→G ένας αυτοµορφισµός της G. Τότε το στοιχείο f(a) ∈ G
είναι γεννήτορας της G. Γνωρίζουµε από την Θεωρία ότι οι γεννήτορες µιας κυκλικής οµάδας
τάξης n µε γεννήτορα το στοιχείο a, είναι της µορφής ak, όπου 1 ≤ k ≤ n − 1 και (k, n) = 1.
Εποµένως ϑα έχουµε f(a) = ak, για ένα µοναδικό στοιχείο k, όπου 1 ≤ k ≤ n− 1 και (k, n) = 1
(αν k = 0, τότε f(a) = e και άρα a = e διότι η f αυτοµορφισµός, δηλαδή G = {e} το οποίο είναι
άτοπο). ΄Ετσι ϑα έχουµε [k]n ∈ U(Zn), και εποµένως µπορούµε να ορίσουµε µια απεικόνιση

Φ : Aut(G) −→ U(Zn), Φ(f) = [k]n, όπου f(a) = ak

• ΄Εστω f, g ∈ Aut(G) και έστω ότι Φ(f) = Φ(g), δηλαδή: [k]n = [l]n, όπου f(a) = ak και
g(a) = al. Τότε n | k − l και επειδή 1 ≤ k, l ≤ n και (k, n) = 1 = (l, n), έπεται ότι k = l.
Εποµένως f(a) = g(a) και τότε προφανώς f = g, διότι επειδή οι f, g είναι οµοµορφισµοί και
∀x ∈ G, x = am, ϑα έχουµε: f(x) = f(am) = f(a)m = g(a)m = g(am) = g(x). Εποµένως η
απεικόνιση Φ είναι 1-1.

• ΄Εστω [k]n ∈ U(Zn), δηλαδή 1 ≤ k ≤ n− 1 και (k, n) = 1. Ορίζουµε µια απεικόνιση

fk : G −→ G, f(am) = akm

Η απεικόνιση fk είναι οµοµορφισµός, διότι :

fk(a
m1am2) = fk(a

m1+m2) = a(m1+m2)k = am1k+m2k = am1kam2k = fk(a
m1)f(am2)

Αν fk(a
m) = e, τότε amk = e, και άρα n | mk. Επειδή (n, k) = 1, έπεται ότι n | m. Τότε

όµως αναγκαστικά m = 0, διότι 0 ≤ m ≤ n − 1. ΄Αρα am = a0 = e και ο οµοµορφισµός fk
είναι µονοµορφισµός. Τότε όµως ο οµοµορφισµός fk είναι αυτοµορφισµός διότι o(G) = n < ∞.
Τέλος, εξ΄ ορισµού ϑα έχουµε Φ(fk) = [k]n, διότι fk(a) = ak, και άρα η απεικόνιση Φ είναι επί.

• Μένει να δείξουµε ότι η Φ είναι οµοµορφισµός οµάδων. ΄Εστω f, g ∈ Aut(G). Τότε ϑα έχουµε
Φ(f) = ak, Φ(g) = al, όπου f(a) = ak, g(a) = al, και 1 ≤ k, l ≤ n − 1 και (k, n) = 1 = (l, n).
Υποθέτουµε ότι Φ(f ◦ g) = am, όπου 1 ≤ m ≤ n − 1, (n,m) = 1, και (f ◦ g)(a) = am. ΄Οµως
(f ◦ g)(a) = f(g(a)) = f(al) = f(a)l = (ak)l = akl. Τότε : akl = am και εποµένως akl−m = e.
Επειδή o(a) = n, ϑα έχουµε n | kl −m και εποµένως [kl]n = [m]n, δηλαδή: [k]k[l]n = [m]n.
Τότε :

Φ(f ◦ g) = [m]n = [kl]n = [k]n[l]n = Φ(f)Φ(g)

και άρα η απεικόνιση Φ είναι οµοµορφισµός. Εποµένως η Φ είναι ισοµορφισµός, και άρα:

Aut(G) ∼= U(Zn) ■
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Υπενθυµίζουµε ότι αν A είναι ένα µη-κενό σύνολο, τότε S(A) συµβολίζει την οµάδα µεταθέσεων επί του
συνόλου A, δηλαδή το σύνολο των «1-1» και «επί» απεικονίσεων : A−→A, το οποίο αποτελεί οµάδα µε πράξη
την σύνθεση απεικονίσεων.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω X και Y δύο µη-κενά σύνολα µε το ίδιο πλήθος στοιχείων : |X| = |Y |. Τότε υπάρχει ένας
ισοµορφισµός οµάδων

φ̃ : S(X)
∼=−→ S(Y )

Λύση. Επειδή |X| = |Y |, έπεται ότι υπάρχει µια «1-1» και «επί» απεικόνιση φ : X −→Y . Ορίζουµε µια
απεικόνιση:

φ̃ : S(X) −→ S(Y ), φ̃(f) = φ ◦ f ◦ φ−1

∆ηλαδή η απεικόνιση φ̃ στέλνει την «1-1» και «επί» απεικόνιση f : X −→X στην απεικόνιση φ̃(f) η οποία
ορίζεται ως η εξής σύνθεση:

Y

φ−1

��

φ̃(f) // Y

X
f // Y

φ

OO

(1) Η φ̃ είναι καλά ορισµένη: ΄Εστω f ∈ S(X). Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση φ̃(f) ανήκει στο σύνολο
S(Y ), δηλαδή είναι «1-1» και «επί». Αυτό όµως είναι άµεσο διότι φ̃(f) = φ ◦ f ◦ φ−1 είναι «1-1» και
«επί» ως σύνθεση απεικονίσεων οι οποίες είναι «1-1» και «επί».

(2) Η φ̃ είναι «1-1»: ΄Εστω f, g ∈ S(X), και υποθέτουµε ότι φ̃(f) = φ̃(g). Τότε συνθέτοντας από αριστερά
µε την φ−1 και από τα δεξιά µε την φ, ϑα έχουµε:

φ̃(f) = φ̃(g) =⇒ φ ◦ f ◦ φ−1 = φ ◦ g ◦ φ−1 =⇒ f ◦ φ−1 = g ◦ φ−1 =⇒ f = g

Εποµένως η φ̃ είναι «1-1».
(3) Η φ̃ είναι «επί»: Αν h : Y −→Y είναι µια «1-1» και «επί» απεικόνιση, δηλαδή ένα στοιχείο της οµάδας

S(Y ), τότε ϑεωρούµε την απεικόνιση

φ−1 ◦ h ◦ φ : X −→ X

η οποία είναι «1-1» και «επί» ως σύνθεση απεικονίσεων οι οποίες είναι «1-1» και «επί», και άρα ανήκει
στην οµάδα S(X). Επιπλέον

φ̃(φ−1 ◦ h ◦ φ) = φ ◦ φ−1 ◦ h ◦ φ ◦ φ−1 = h

Εποµένως η απεικόνιση φ̃ είναι επί.
(4) Η φ̃ είναι οµοµορφισµός: ΄Εστω f, g ∈ S(X). Τότε :

φ̃(f ◦ g) = φ ◦ (f ◦ g) ◦ φ−1 = φ ◦ f ◦ g ◦ φ−1 = φ ◦ f ◦ IdY ◦ g ◦ φ−1 =

= φ ◦ f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ g ◦ φ−1 = φ̃(f) ◦ φ̃(g)
Συνοψίζοντας, δείξαµε ότι η απεικόνιση φ̃ : S(X)−→ S(Y ) είναι ένας ισοµορφισµός οµάδων. ■

Εφαρµογή: Αν X είναι ένα σύνολο µε πλήθος στοιχείων |X| = n, τότε από την ΄Ασκηση 15, έπεται ότι
υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων

S(X)
∼=−→ Sn

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Cayley, για κάθε οµάδα G υπάρχει µονοµορφισµός οµάδων

L : G −→ S(G), L(g) := lg, όπου lg : G −→ G, lg(x) = gx
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και εποµένως η G είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(L) =
{
lg ∈ S(G) | g ∈ G

}
≤ S(G). Η υποοµάδα

Im(L) καλείται η αριστερή κανονική αναπαράσταση της G.
Η δεξιά κανονική αναπαράσταση της G είναι η υποοµάδα Im(R) ≤ S(G), όπου R είναι ο µονοµορφισµός

οµάδων
R : G −→ S(G), R(g) := rg, όπου rg : G −→ G, rg(x) = xg−1

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση της κυκλικής οµάδας τάξης 3.

Λύση. Θα υπολογίσουµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση της κυκλικής οµάδας τάξης 3:

G = ⟨a⟩ =
{
e, a, b

}
όπου o(a) = 3, και άρα b = a2 και e = a3.

Επειδή o(G) = 3, έπεται ότι η G ϑα είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(L) της οµάδας µεταθέσεων
S({e, a, b}) επί του συνόλου G = {e, a, b}, και η οποία µε τη σειρά της είναι ισόµορφη µε την τρίτη συµµετρική
οµάδα S3. Θα έχουµε:

Im(L) =
{
le, la, lb

}
≤ S({e, a, b}) ∼= S3

Ο πίνακας Cayley του πολλαπλασιασµού της οµάδας G είναι :

G =
{
e, a, b

}
:

· e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Θα προσδιορίσουµε τις µεταθέσεις le, la, lb:
(1) Η µετάθεση

le : G −→ G, le(x) = ex

΄Αρα:
le(e) = ee = e, le(a) = ea = a, le(b) = eb = b

Εποµένως η απεικόνιση le είναι η ταυτοτική µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b, c}:

le =

(
e a b
e a b

)
(2) Η µετάθεση

la : G −→ G, la(x) = ax

΄Αρα:

la(e) = ae = a, la(a) = aa = a2 = b, la(b) = ab = e, la(c) = ac = b

Εποµένως η απεικόνιση la είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b}:

la =

(
e a b
a b e

)
(3) Η µετάθεση

lb : G −→ G, lb(x) = bx

΄Αρα:
lb(e) = be = b, lb(a) = ba = e, lb(b) = b2 = a

Εποµένως η απεικόνιση lb είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b, c}:

lb =

(
e a b
b e a

)
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Από µτα παραπάνω έπεται ότι η G είναι ισόµορφη µε τη ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της
S(G)):

Im(L) =

{(
e a b
e a b

)
,

(
e a b
a b e

)
,

(
e a b
b e a

)}
Χρησιµοποιώντας την «1-1» και «επί» απεικόνιση

G = {e, a, b} −→ {1, 2, 3}, όπου e ⇆ 1, a ⇆ 2, b ⇆ 3

από την ΄Ασκηση 15 ϑα έχουµε ότι η S(G) είναι ισόµορφη µε την S3.
Εποµένως η G είναι ισόµορφη µε τη ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της S3):{

ι =

(
1 2 3
1 2 1

)
, ρ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)}
΄Αρα:

L : G
∼= //

{
ι, ρ1, ρ2

}
= ⟨ρ1⟩ ≤ S3

Απο τα παραπάνω µπορούµε να σχηµατίσουµε τον πίνακα Cayley της αριστερής κανονικής αναπαράστασης
Im L της G:

Im L =
{
le, la, lb

}
:

· le la lb
le le la lb
la la le lc
lb lb lc le

■

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί η αριστερή κανονική αναπαράσταση της οµάδας V =
{
e, a, b, c

}
του Klein.

Λύση. Θα υπολογίσουµε την αριστερή κανονική αναπαράσταση της οµάδας του Klein τάξης 4:

G =
{
e, a, b, c

}
όπου a2 = b2 = c2 = e, και c = ab.

Επειδή o(G) = 4, έπεται ότι η G ϑα είναι ισόµορφη µε την υποοµάδα Im(LG) της συµµετρικής οµάδας
S({e, a, b, c}) η οποία µε τη σειρά της είναι ισόµορφη µε την S4. Θα έχουµε:

Im(LG) =
{
le, la, lb, lc

}
≤ S({e, a, b, c}) ∼= S4

Ο πίνακας Cayley του πολλαπλασιασµού της οµάδας G είναι :

G =
{
e, a, b, c

}
:

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Θα προσδιορίσουµε τις µεταθέσεις le, la, lb, lc:

(1) Η µετάθεση
le : G −→ G, le(x) = ex

΄Αρα:

le(e) = ee = e2 = e, le(a) = ea = a, le(b) = eb = b, le(c) = ec = c

Εποµένως η απεικόνιση le είναι η ταυτοτική µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b}:

le =

(
e a b c
e a b c

)



23

(2) Η µετάθεση
la : G −→ G, la(x) = ax

΄Αρα:

la(e) = ae = a, la(a) = aa = a2 = e, la(b) = ab = c, la(c) = ac = b

Εποµένως η απεικόνιση la είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b, c}:

la =

(
e a b c
a e c b

)
= (e a)(b c)

(3) Η µετάθεση
lb : G −→ G, lb(x) = bx

΄Αρα:
lb(e) = be = b, lb(a) = ba = c, lb(b) = b2 = e, , lb(c) = bc = a

Εποµένως η απεικόνιση lb είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b, c}:

lb =

(
e a b c
b c e a

)
= (e b)(a c)

(4) Η µετάθεση
lc : G −→ G, lc(x) = cx

΄Αρα:
lc(e) = ce = c, lc(a) = ca = b, lc(b) = cb = a, lc(c) = c2 = e

Εποµένως η απεικόνιση lc είναι η ακόλουθη µετάθεση του συνόλου G = {e, a, b, c}:

lc =

(
e a b c
c b c e

)
= (e c)(a b)

Εποµένως η G είναι ισόµορφη µε τη ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της S(G)):

Im(LG) =
{
(e), (e a)(b c), (e b)(a c), (e c)(a b)

}
Χρησιµοποιώντας την 1-1 και επί απεικόνιση

G = {e, a, b, c} −→ {1, 2, 3, 4}, όπου e ⇆ 1, a ⇆ 2, b ⇆ 3, c ⇆ 4

από την ΄Ασκηση 15 ϑα έχουµε ότι η S(G) είναι ισόµορφη µε την S4.
Εποµένως η G είναι ισόµορφη µε τη ακόλουθη οµάδα µεταθέσεων (υποοµάδα της S4):

Im(LG) =
{
(e), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
΄Αρα:

L : G
∼= //

{
(e), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

}
≤ S4

Απο τα παραπάνω µπορούµε να σχηµατίσουµε τον πίνακα Cayley της Im LG:

Im LG =
{
le, la, lb, lc

}
:

· le la lb lc
le le la lb lc
la la le lc lb
lb lb lc le la
lc lc lb la le

■

΄Ασκηση 18. ΄Εστω f : G −→ G′ ένας οµοµορφισµός οµάδων.

(1) Αν H είναι µια κανονική υποοµάδα της G, να δείξετε ότι η f(H) είναι µια κανονική υποοµάδα της
Im(f) = f(G).



24

(2) Αν K είναι µια κανονική υποοµάδα της G′, να δείξετε ότι η f−1(K) είναι κανονική υποοµάδα της G.

Λύση. (1) ΄Εστω H µια κανονική υποοµάδα της G και έστω y ∈ Im(f). Τότε y = f(g) για κάποιο στοιχείο
g ∈ G. Επειδή η f είναι οµοµορφσιµός, για κάθε στοιχείο f(h) ∈ f(H), ϑα έχουµε:

y−1f(h)y = f(g)−1f(h)f(g) = f(g−1)f(h)f(g) = f(g−1hg) ∈ f(H)

διότι επειδή η H είναι κανονοκή υποοµάδα της G, έπεται ότι ϑα έχουµε: g−1hg ∈ H, για κάθε g ∈ G
και για κάθε h ∈ H. ΄Αρα δείξαµε ότι ∀y ∈ f(G), ∀f(h) ∈ f(H): y−1f(h)y ∈ f(H), και εποµένως η
υποοµάδα f(H) είναι κανονική υποοµάδα της f(G).

(2) ΄Εστω K µια κανονική υποοµάδα της G′, και έστω g ∈ G και h ∈ f−1(K). Τότε f(h) = k ∈ K, και
λόγω κανονικότητας της K στην G′, ϑα έχουµε:

f(g−1hg) = f(g−1)f(h)f(g) = f(g)−1kf(g) ∈ K

Αυτό όµως σηµαίνει ότι : g−1hg ∈ f−1(K). Εποµένως η υποοµάδα f−1(K) είναι µια κανονική
υποοµάδα της G. ■

΄Ασκηση 19. (∆ευτερο Θεωρηµα Ισοµορφισµων) ΄Εστω G µια οµάδα, H ≤ G µια υποοµάδα της G, και N ⊴ G
µια κανονική υποοµάδα της G. Να δείξετε ότι :

(1) Το υποσύνολο HN =
{
hn ∈ G | h ∈ H & n ∈ N

}
είναι µια υποοµάδα της G και N ⊴ HN .

(2) H ∩N ⊴ H , και υπάρχει ένας ισοµορφισµός οµάδων:

HN
/
N ∼= H

/
(H ∩N)

Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε ο παραπάνω ισοµορφισµός έχει την ακόλουθη µορφή:

H +N
/
N ∼= H

/
(H ∩N)

Ως εφαρµογή να δείξετε ότι, αν G = Z, H = 3Z, N = 4Z, τότε υπάρχει ισοµορφισµός :

3Z
/
12Z ∼= Z4

Λύση. (1) Προφανώς e = ee ∈ HN .

΄Εστω g1, g2 ∈ HN . Τότε g1 = h1n1 και g2 = h2n2, και εποµένως :

g1g
−1
2 = h1n1(h2n2)

−1 = h1n1n
−1
2 h−1

2 = h1n1en
−1
2 h−1

2 = h1n1h
−1
2 h2n

−1
2 h−1

2 = h1n1h
−1
2 n′

όπου n′ = h2n
−1
2 h−1

2 = (h−1
2 )−1n−1

2 h−1
2 ∈ N διότι N ⊴ G

Παρόµοια :

h1n1h
−1
2 n′ = h1en1h

−1
2 n′ = h1h

−1
2 h2n1h

−1
2 n′ = h1h

−1
2 n′′n′ ∈ HN

όπου n′′ = h2n1h
−1
2 = (h−1

2 )−1n1h
−1
2 ∈ N διότι N ⊴ G

Εποµένως ϑα έχουµε:
g1g

−1
2 ∈ HN και άρα HN ≤ G

΄Εστω τώρα hn ∈ HN και n′ ∈ N , Τότε ϑα έχουµε:

(hn)−1n′(hn) = n−1h−1n′hn = n−1(h−1n′h)n ∈ N

διότι, επειδή N ⊴ G, το στοιχείο h−1n′h ∈ N και n−1, n ∈ N . ΄Αρα N ⊴ HN .
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(2) Ορίζουµε απεικόνιση
f : H −→ HN/N, f(h) = hN

ϑεωρώντας το στοιχείο h ∈ H ⊆ HN .
Η f είναι προφανώς οµοµορφισµός οµάδων. Ο πυρήνας της f είναι :

Ker(f) =
{
h ∈ H | f(h) = N

}
=
{
h ∈ H | hN = N

}
=
{
h ∈ H | h ∈ N

}
= H ∩N

και εποµένως η υποοµάδα H ∩N είναι κανονική υποοµάδα της H.
Η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός, διότι :

∀(hn)N ∈ HN/N : (hn)N = hN διότι h−1(hn) = (h−1h)n = en = n ∈ N και άρα

f(h) = hN = (hn)N

Από το Πρώτο Θεώρηµα Ισοµορφισµών ϑα έχουµε ότι ο επιµορφισµός f ορίζει έναν ισοµορφισµό

f : H/H ∩N
∼=−→ HN/N, f(h(H ∩N)) = hN

Εφαρµογή: Τέλος έστω G = Z, H = 3Z, και N = 4Z. Χρησιµοποιώντας προσθετικό συµβολισµό (επειδή
όλες οι εµπλεκόµενες οµάδες είναι προσθετικές), ϑα έχουµε:

3Z+ 4Z =
{
3m+ 4n ∈ Z | m,n ∈ Z

}
και έτσι από ότι αποδείξαµε πριν ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό οµάδων:

3Z
/
(3Z ∩ 4Z) ∼= (3Z+ 4Z)

/
4Z (∗)

Θα ταυτοποιήσουµε πρώτα τις οµάδες 3Z+ 4Z και 3Z ∩ 4Z.

Επειδή (3, 4) = 1, έπεται ότι υπάρχουν x, y ∈ Z έτσι ώστε 3x+ 4y = 1. Εποµένως αν k ∈ Z, τότε

k = k1 = k(3x+ 4y) = 3(kx) + 4(ky) ∈ 3Z+ 4Z

και άρα:
3Z+ 4Z = Z

Εποµένως
(3Z+ 4Z)/4Z = Z/4Z ∼= Z4 (∗∗)

Από την άλλη πλευρά, 3Z ∩ 4Z = 12Z. Πραγµατικά, έστω x ∈ 3Z ∩ 4Z, και άρα x = 3n = 4m, δηλαδή 3 | x
και 4 | x. Επειδή (3, 4) = 1, ϑα έχουµε 12 = 3 · 4 | x και άρα x = 12k για κάποιο k ∈ Z, δηλαδή x ∈ 12Z
και έτσι : 3Z∩ 4Z ⊆ 12Z. Αντίστροφα, έστω x ∈ 12Z, δηλαδή x = 12k για κάποιο k ∈ Z. Τότε x = 3(4k) και
άρα x ∈ 3Z και x = 4(3k) και άρα x ∈ 4Z. Εποµένως x ∈ 3Z ∩ 4Z και έτσι 12Z ⊆ 3Z ∩ 4Z.

Συνοψίζοντας ϑα έχουµε

3Z ∩ 4Z = 12Z και άρα 3Z/(3Z ∩ 4Z) = 3Z/12Z (∗ ∗ ∗)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) ϑα έχουµε έναν ισοµορφισµό:

3Z
/
12Z ∼= Z4

√
■

Πρόβληµα. Ως γενίκευση της Εφαρµογής της ΄Ασκησης 19, να εξετάσετε αν υπάρχει ισοµορφισµός

[n,m]Z
/
mZ ∼= nZ

/
(n,m)Z

όπου n,m ∈ Z+.
√
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΄Ασκηση 20. (1) ΄Εστω G µια οµάδα και g ∈ G. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

ig : G −→ G, x 7−→ ig(x) = gxg−1

είναι αυτοµορφισµός, ο οποίος καλείται ο εσωτερικός αυτοµορφισµός της G ο οποίος αντιστοιχεί
στο g.

(2) Υπολογίστε τις υποοµάδες i(123)(H) και i(23)(K) για τις υποοµάδες H = ⟨(12)⟩ και K = ⟨(132)⟩ της
οµάδας S3.

Λύση. (1) • Η απεικόνιση ig είναι οµοµορφισµός, διότι :

ig(xy) = g(xy)g−1 = gxyg−1 = gxeyg−1 = gxg−1gyg−1 = ig(x)ig(y)

• Η απεικόνιση ig είναι επιµορφισµός, διότι :

∀y ∈ G, ∃ g−1yg ∈ G : ig(g
−1yg) = g(g−1yg)g−1 = (gg−1)y(gg−1) = eye = y

• Η απεικόνιση ig είναι µονοµορφισµός, διότι :

Ker(ig) =
{
x ∈ G | ig(x) = e

}
=
{
x ∈ G | gxg−1 = e

}
=
{
x ∈ G | gx = g

}
=
{
x ∈ G | x = e

}
= {e}

Εποµένως η απεικόνιση ig είναι αυτοµορφισµός της G.

(2) Θα υπολογίσουµε τον εσωτερικό αυτοµορφισµό i(123)(H) για την υποοµάδα H = {(1), (12)} της
οµάδας S3. ΄Εχουµε:
• i(123)((1)) = (123)(1)(123)−1 = (123)(123)−1 = (1)

• i(123)((12)) = (123)(12)(123)−1 = (13)(123)−1 = (13)(132) = (23)

΄Αρα i(123)(H) =
{
(1), (23)

}
Θα υπολογίσουµε τον εσωτερικό αυτοµορφισµό i(23)(K) για την υποοµάδα K = {(1), (132)} της

οµάδας S3. ΄Εχουµε:
• i(23)((1)) = (23)(1)(23)−1 = (23)(23)−1 = (1)

• i(23)((132)) = (23)(132)(23)−1 = (23)(132)(23) = (12)(23) = (123)

΄Αρα i(123)(K) =
{
(1), (123)

}
. ■

΄Ασκηση 21. ΄Εστω G µια πολλαπλασιαστική οµάδα και ∅ ≠ S ⊆ G ένα µη-κενό υποσύνολο της G.

(1) Το υποσύνολο

⟨S⟩ =
⋂{

H ≤ G | S ⊆ H
}

είναι η µικρότερη υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S.
Η υποοµάδα ⟨S⟩ καλείται η υποοµάδα της G η οποία παράγεται από το S.

(2) Να δείξετε ότι :

⟨S⟩ =
{
sa11 sa22 · · · sann ∈ G | n ≥ 0, ai ∈ Z, si ∈ S

}
Αν η οµάδα G είναι προσθετική, τότε η παραπάνω ισότητα έχει την ακόλουθη µορφή:

⟨S⟩ =
{
a1s1 + a2s2 + · · ·+ ansn ∈ G | n ≥ 0, ai ∈ Z, si ∈ S

}
Λύση. (1) Η συλλογή υποοµάδων

{
H ≤ G | S ⊆ H

}
της G είναι µη-κενή διότι διότι περιέχει την

υποοµάδα G. ΄Ετσι το σύνολο ⟨S⟩ =
⋂{

H ≤ G | S ⊆ H
}

, ως τοµή υποοµάδων της G είναι µια
υποοµάδα της G. Αν K ≤ G και S ⊆ K, τότε η υποοµάδα K ανήκει στην συλλογή

{
H ≤ G | S ⊆ H

}
και αρα ⟨S⟩ =

⋂{
H ≤ G | S ⊆ H

}
⊆ K. Εποµένως πράγµατι η υποοµάδα ⟨S⟩ είναι η µικρότερη

υποοµάδα της G η οποία περιέχει το υποσύνολο S.
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(2) Θέτουµε : R =
{
sa11 sa22 · · · sann ∈ G | n ≥ 0, ai ∈ Z, si ∈ S

}
.

Αν H είναι µια υποοµάδα της G η οποία περιέχει το S, τότε προφανώς η H ϑα περιέχει και κάθε
στοιχείο της µορφής sa11 sa22 · · · sann , όπου n ≥ 0, ai ∈ Z, και si ∈ S. Εποµένως κάθε στοιχείο του
συνόλου R ανήκιε σε κάθε υποοµάδα H της G η οποία περιέχει το S, και άρα:

R ⊆ ⟨S⟩

Αντίστροφα, αν δείξουµε ότι το υποσύνολο R αποτελεί µια υποοµάδα της G, τότε επειδή προφανώς
S ⊆ R, ϑα έχουµε ότι ⟨S⟩ ⊆ R, και εποµένως R = ⟨S⟩. Το υποσύνολο R είναι υποοµάδα, διότι :
• Είναι R ̸= ∅, διότι S ⊆ R.
• ΄Εστω x, y ∈ R. Τότε

x = sa11 sa22 · · · sann και y = tb11 tb22 · · · tbmm , όπου n,m ≥ 0, ai, bj ∈ Z, si, tj ∈ S

Τότε :

xy−1 = sa11 sa22 · · · sann (tbmm )−1 · · · (tb22 )−1(tb11 )−1 = sa11 sa22 · · · sann t−bm
m · · · (t−b2

2 t−b1
1 ∈ R

Εποµένως το υποσύνολο R αποτελεί µια υποοµάδα της G. ■

΄Ασκηση 22. (1) ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής αβελιανής οµάδας Q. Να
δείξετε ότι η υποοµάδα ⟨S⟩ η οποία παράγεται από το S είναι άπειρη κυκλική.

(2) ΄Εστω T ένα πεπερασµένο σύνολο στοιχείων της προσθετικής αβελιανής οµάδας Q/Z. Να δείξετε ότι η
υποοµάδα ⟨T ⟩ η οποία παράγεται από το T είναι πεπερασµένη κυκλική.

Λύση. (1) Θεωρούµε ένα πεπερασµένο υποσύνολο

S =
{a1
b1

,
a2
b2

, · · · , ak
bk

}
⊆ Q

Τότε η υποοµάδα της Q η οποία παράγεται από το S είναι :

⟨S⟩ =
{
n1

a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

∈ Q | ni ∈ Z
}

΄Εστω
x = n1

a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

ένα τυχόν στοιχείο της ⟨S⟩. Θέτουµε :

c1 = b2b3 · · · bk, c2 = b1b3 · · · bk, · · · , ck = b1b2 · · · bk−1

Τότε

x = n1
a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

=
n1c1a1 + n2c2a2 + · · ·+ nkckak

b1b2 · · · bk
(†)

Ο αριθµητής του παραπάνω κλάσµατος ανήκει στην υποµµάδα της Z η οποία παράγεται από τα
στοιχεία

{
c1a1, c2a2, · · · , ckak

}
:

n1c1a1 + n2c2a2 + · · ·+ nkckak ∈ ⟨c1a1, c2a2, · · · , ckak⟩

Επειδή όλες οι υποοµάδες της προσθετικής οµάδας Z είναι κυκλικές, έπεται ότι υπάρχει ξ ∈ Z:

⟨c1a1, c2a2, · · · , ckak⟩ = ⟨ξ⟩

και άρα ο αριθµητής στο κλάσµα (†) γράφεται :

n1c1a1 + n2c2a2 + · · ·+ nkckak = ρ ξ για κάποιο ρ ∈ Z (∗)
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και εποµένως η σχέση (†) γράφεται

x = n1
a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

= ρ
ξ

b1b2 · · · bk
Αυτό σηµαίνει ότι το τυχόν στοιχείο x ∈ ⟨S⟩ ανήκει στην κυκλική υποοµάδα της Q η οποία παράγεται
από το στοιχείο

ξ

b1b2 · · · bk
∈ Q

και άρα:

⟨S⟩ =
{
n1

a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

∈ Q | ni ∈ Z
}

⊆
〈 ξ

b1b2 · · · bk

〉
Αντίστροφα αν

x ∈
〈 ξ

b1b2 · · · bk

〉
τότε υπάρχει z ∈ Z έτσι ώστε :

x = z
ξ

b1b2 · · · bk
=

zξ

b1b2 · · · bk
Από την σχέση (∗), ϑα έχουµε ότι ξ ∈ ⟨c1a1, c2a2, · · · , ckak⟩ και άρα υπάρχουν ακέραιοι
m1,m2, · · · ,mk έτσι ώστε :

ξ = m1c1a1 +m2c2a2 + · · ·+mkckak

και τότε :

x =
zξ

b1b2 · · · bk
=

zm1c1a1 + zm2c2a2 + · · ·+ zmkckak
b1b2 · · · bk

=
zm1c1a1
b1b2 · · · bk

+
zm2c2a2
b1b2 · · · bk

+ · · ·+ zmkckak
b1b2 · · · bk

=
zm1b2b3 · · · bka1

b1b2 · · · bk
+

zm2b1b3 · · · bka2
b1b2 · · · bk

+ · · ·+ zmkb1b2 · · · bk−1ak
b1b2 · · · bk

=
zm1a1
b1

+
zm2a2
b2

+ · · ·+ zmkak
bk

= zm1
a1
b1

+ zm2
a2
b2

+ · · ·+ zmk
ak
bk

∈
〈a1
b1

,
a2
b2

, · · · , ak
bk

〉
΄Αρα: 〈 ξ

b1b2 · · · bk

〉
⊆ ⟨S⟩ =

{
n1

a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

∈ Q | ni ∈ Z
}

και εποµένως καταλήγουµε ότι :

⟨S⟩ =
{
n1

a1
b1

+ n2
a2
b2

+ · · ·+ nk
ak
bk

∈ Q | ni ∈ Z
}

=
〈 ξ

b1b2 · · · bk

〉
δηλαδή η υποοµάδα της προσθετικής οµάδας Q η οποία παράγεται από το σύνολο S είναι κυκλική

µε γεννήτορα τον ϱητό αριθµό ξ
b1b2···bk . Επειδή από την σχέση (∗) ο ακέραιος ξ είναι γεννήτορας µιας

κυκλικής υποοµάδας της προσθετικής οµάδας Z και επειδή κάθε µη-τετριµµένη (κυκλική) υποοµάδα
της Z είναι άπειρη, έπεται ότι το στοιχείο ξ

b1b2···bk έχει άπειρη τάξη και άρα η υποοµάδα ⟨S⟩ είναι
άπειρη.
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(2) Θεωρούµε ένα πεπερασµένο υποσύνολο

T =
{a1
b1

+ Z,
a2
b2

+ Z, · · · , ak
bk

+ Z
}

⊆ Q/Z

Θέτοντας

S =
{a1
b1

,
a2
b2

, · · · , ak
bk

}
⊆ Q

έπεται ότι ϑα έχουµε:
⟨T ⟩ = ⟨S⟩+ Z

και άρα σύµφωνα µε το (1), ϑα έχουµε ότι η υποοµάδα της Q η οποία παράγεται από το S είναι η
κυκλική οµάδα:

⟨S⟩ =
〈 ξ

b1b2 · · · bk

〉
για κάποιο ξ ∈ Z.

Αυτό όµως προφανώς σηµαίνει ότι το στοιχείο ξ
b1b2···bk + Z είναι γεννήτορας της οµάδας ⟨T ⟩, και

εποµένως :

⟨T ⟩ =
〈 ξ

b1b2 · · · bk
+ Z

〉
΄Αρα η υποοµάδα ⟨T ⟩ της Q/Z η οποία παράγεται από το σύνολο T είναι κυκλική µε γεννήτορα το
στοιχείο ξ

b1b2···bk + Z. Επειδή

b1b2 · · · bk ·
( 1

b1b2 · · · bk
+ Z

)
= 1 + Z = Z

ο γεννήτορας της ⟨T ⟩ έχει πεπερασµένη τάξη και εποµένως η κυκλική υποοµάδα ⟨T ⟩ είναι πεπερα-
σµένη. ■

Παρατήρηση. Μια (προσθετική) αβελιανή οµάδα G καλείται τοπικά κυκλική αν η υποοµάδα η οποία πα-
ϱάγεται από κάθε πεπερασµένο υποσύνολο της G είναι κυκλική.

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 22, οι αβελιανές οµάδες Q και Q/Z είναι τοπικά κυκλικές. Αντίστροφα αποδει-
κνύεται ότι κάθε τοπικά κυκλική οµάδα είνα υποοµάδα είτε της Q ή της Q/Z.

Αν G είναι µια τοπικά κυκλική (αβελιανή) οµάδα, τότε :

(1) είτε κάθε στοιχείο της G έχει πεπερασµένη τάξη
(2) ή κάθε µη-ταυτοτικό στοιχείο της G έχει άπειρη τάξη.

Βλέπετε γιατί ; ▲

΄Ασκηση 23. Να δοθούν παραδείγµατα :

(1) ΄Απειρης οµάδας G, όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν πεπερασµένη τάξη.
(2) Οµάδας G η οποία να µην έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης > 1 αλλά να έχει µια οµάδα-πηλίκο G/H ,

της οποίας όλα τα στοιχεία να έχουν πεπερασµένη τάξη.
(3) ΄Απειρης οµάδας G η οποία να έχει µια κανονική υποοµάδα H όλα τα στοιχεία της οποίας έχουν

πεπερασµένη τάξη, και η οµάδα πηλίκο G/H να µην έχει στοιχεία πεπερασµένης τάξης.

Λύση. (1) Θεωρούµε την προσθετική αβελιανή οµάδα Q/Z.
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Τότε η οµάδα Q/Z είναι άπειρη διότι, όπως µπορούµε να δούµε πολύ εύκολα, το σύνολο{ 1
n
+ Z ∈ Q/Z | n ∈ N

}
είναι άπειρο. Από την άλλη πλευρά ϑεωρούµε τυχόν µη-µηδενικό στοιχείο x+Z ∈ Q/Z, όπου x ∈ Q
και προφανώς µπορούµε να υποθέσουµε ότι x = p

q , όπου q > 0, p ∈ Z. Τότε :

q(
p

q
+ Z) = q

p

q
+ Z = p+ Z = Z =⇒ o(

p

q
+ Z) < ∞

΄Αρα κάθε στοιχείο της Q/Z έχει πεπερασµένη τάξη.
(2) Η προσθετική οµάδα Q των ϱητών αριθµών, δεν έχει προφανώς κανένα µη-ταυτοτικό στοιχείο πεπε-

ϱασµένης τάξης. Η υποοµάδα Z της Q είναι κανονική διότι η Q είναι αβελιανή, και όπως είδαµε στο
(1), κάθε στοιχείο της οµάδας πηλίκο Q/Z έχει πεπερασµένη τάξη.

(3) Θεωρούµε την οµάδα πηλίκο R/Z η οποία είναι προφανώς άπειρη. ΄Εστω r + Z ένα τυχόν στοιχείο
της R/Z. Τότε :

o(r + Z) < ∞ ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : n(r + Z) = Z ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : nr + Z = Z ⇐⇒

∃ n ≥ 1 : nr ∈ Z ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : nr = s ∈ Z ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : r =
s

n
⇐⇒ r ∈ Q

΄Αρα κάθε στοιχείο της υποοµάδας Q/Z της R/Z έχει πεπερασµένη τάξη. Από το Τρίτο Θεώρηµα
Ισοιµορφισµών, για την οµάδα πηλίκο ϑα έχουµε:

R/Z
/
Q/Z ∼= R/Q

Τότε :

o(r +Q) < ∞ ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : n(r +Q) = Q ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : nr +Q = Q ⇐⇒

∃ n ≥ 1 : nr ∈ Q ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : nr =
p

q
∈ Q ⇐⇒ ∃ n ≥ 1 : r =

p

nq
⇐⇒ r ∈ Q

και εποµένως το µόνο στοιχείο της οµάδας πηλίκο R/Q µε πεπερασµένη τάξη είναι το µηδενικό. ■


