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΄Ασκηση 1. (1) Τµήµα Α΄: ΄Εστω ότι ένας πίνακας C µπορεί να γραφεί ως C = (A|B), όπου

οι A και B είναι πίνακες µε πλήθος γραµµών ίσο µε το πλήθος γραµµών του C. Να δειχθεί

ότι r(C) ≤ r(A) + r(B).

(2) Τµήµα Β΄: Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R2 −→ R2[t], f(x, y) = (x+ y) + (x− y)t+ (−x)t2

και έστω οι ακόλουθες ϐάσεις των R2
και R2[t] αντίστοιχα :

B1 =
{
~e1 = (1, 0), ~e2 = (0, 1)

}
και B′1 =

{
~e

′

1 = (1, 2), ~e
′

2 = (2, 1)
}

B2 =
{
~ε1 = 1, ~ε2 = t, ~ε3 = t2

}
και B′2 =

{
~ε

′

1 = 1, ~ε
′

2 = 1+ t, ~ε′3 = 1+ t+ t2
}

(α΄) Να ϐρεθούν οι πίνακες A = MB2

B1
(f) και M

B′
2

B′
1
(f) της f ως προς τα Ϲεύγη ϐάσεων

{B1,B2} και {B′1,B′2}.
(ϐ΄) Να προσδιοριστούν αντιστρέψιµοι πίνακες P και Q έτσι ώστε : Q−1 · A · P = B.

Λύση. (1) Τµήµα Α΄ ΄Εστω A ∈ Mm×n1(K) και B ∈ Mm×n2(K) όπου K ένα σώµα. Τότε ο

πίνακας

C =

 a11 · · · a1n1 a1n2 · · · a1nn2+1

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

am1 · · · amn1 amn2 · · · amnn2+1

 ∈Mm×(n1+n2)(K)

όπου

A =

 a11 · · · a1n1

.

.

.
.
.
.

am1 · · · amn1

 ∈Mm×n1(K) και B =

 a1n2 · · · a1nn2+1

.

.

.
.
.
.

amn2 · · · amnn2+1

 ∈Mm×n2(K)

΄Εστω

V1 =
〈 a11

.

.

.

am1

 , · · · ,

 a1n1

.

.

.

amn1

〉
ο υπόχωρος που παράγεται από τις στήλες του πίνακα A και

V2 =
〈 a1n2

.

.

.

amn2

 , · · · ,

 a1nn2+1

.

.

.

amnn2+1

〉



2

ο υπόχωρος που παράγεται από τις στήλες του πίνακα B. Επίσης, συµβολίζουµε µε V τον

υπόχωρο που παράγεται από τις στήλες του πίνακα C. Τότε V = V1 + V2 και άρα έχουµε

r(C) = dimK V = dimK(V1 + V2) = dimK V1 + dimK V2 − dimK V1 ∩ V2

= r(A) + r(B)− dimK V1 ∩ V2

Εποµένως έχουµε πράγµατι ότι r(C) ≤ r(A) + r(B). 2

(2) Τµήµα Β΄ ΄Εχουµε :

f(~e1) = f(1, 0) = (1 + 0) + (1− 0)t+ (−1)t2 = 1 + t− t2 = 1 · 1 + 1 · t+ (−1) · t2

f(~e2) = f(0, 1) = (0 + 1) + (0− 1)t = 1− t = 1 · 1 + (−1) · t+ 0 · t2

΄Αρα ο πίνακας της f ως προς το Ϲεύγος ϐάσεων {B1,B2} είναι

A =MB2

B1
(f) =

 1 1
1 −1
−1 0


Επίσης έχουµε :

f(~e
′

1 ) = f(1, 2) = (1 + 2) + (1− 2)t+ (−1)t2 = 3− t− t2 = 4 · 1 + 0 · (1 + t) + (−1) · (1 + t+ t2)

f(~e
′

2 ) = f(2, 1) = (2 + 1) + (2− 1)t+ (−2)t2 = 3 + t− 2t2 = 2 · 1 + 3 · (1 + t)− 2 · (1 + t+ t2)

΄Αρα ο πίνακας της f ως προς το Ϲεύγος ϐάσεων {B′1,B′2} είναι

B =M
B′

2

B′
1
(f) =

 4 2
0 3
−1 −2


Ο πίνακας P που ψάχνουµε είναι ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B1 στην B′1. ΄Αρα:{

~e
′
1 = (1, 2) = 1~e1 + 2~e2
~e

′
2 = (2, 1) = 2~e1 + 1~e2

=⇒ P =M
B′

1

B1
=

(
1 2
2 1

)
Ο πίνακας Q είναι ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B2 στην B′2. Εποµένως έχουµε : ~ε

′
1 = 1 = 1~ε1 + 0~ε2 + 0~ε3
~ε

′
2 = 1 + t = 1~ε1 + 1~ε2 + 0~ε3
~ε

′
3 = 1 + t+ t2 = 1~ε1 + 1~ε2 + 1~ε3

=⇒ Q =M
B′

2

B2
=

1 1 1
0 1 1
0 0 1


Τότε ο πίνακας Q−1 είναι ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B′2 στην B2, δηλαδή: ~ε1 = 1 = 1~ε

′
1 + 0~ε

′
2 + 0~ε

′
3

~ε2 = t = −1~ε ′
1 + 1~ε

′
2 + 0~ε

′
3

~ε3 = t2 = 0~ε
′
1 − 1~ε

′
2 + 1~ε

′
3

=⇒ Q−1 =MB2

B′
2
=

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1


Συνεπώς προσδιορίσαµε αντιστρέψιµους πίνακες P και Q έτσι ώστε : Q−1 ·A ·P = B. 2


