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Παρασκευή 15 Οκτωβρίου 2021

Υπενθυµίζουµε ότι ένας πίνακας A καλείται διαγώνιος, αν είναι τετραγωνικός και τα µόνα στοιχεία του

τα οποία ενδεχοµένως είναι µη-µηδενικά ϐρίσκονται στην κύρια διαγώνιο. ΄Ενας διαγώνιος πίνακας καλείται

ϐαθµωτός αν τα διαγώνια στοιχεία του είναι όλα ίσα µεταξύ τους. ΄Ενας τετραγωνικός n × n πίνακας

A = (aij) καλείται συµµετρικός, αν aij = aji, ∀i, j = 1, 2, · · · , n. ΄Ενας τετραγωνικός n × n πίνακας

A = (aij) καλείται αντισυµµετρικός, αν aij = −aji, ∀i, j = 1, 2, · · · , n. ΄Ενας τετραγωνικός n× n πίνακας

A = (aij) καλείται άνω τριγωνικός, αντίστοιχα αυστηρά άνω τριγωνικός, αν aij = 0, ∀i > j, αντίστοιχα

aij = 0, ∀i ≥ j. ΄Ενας τετραγωνικός n × n πίνακας A = (aij) καλείται κάτω τριγωνικός, αντίστοιχα

αυστηρά κάτω τριγωνικός, αν aij = 0, ∀i < j, αντίστοιχα aij = 0, ∀i ≤ j. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A
καλείται ταυτοδύναµος, αν A2 = A. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας A καλείται µηδενοδύναµος, αν υπάρχει

µη-αρνητικός ακέραιος k έτσι ώστε Ak = O.

΄Ασκηση 1. Να δοθούν παραδείγµατα : ϐαθµωτού, διαγώνιου, άνω τριγωνικού, κάτω τριγωνικού, συµµετρικού,

αντισυµµετρικού, αντιστρέψιµου, ταυτοδύναµου, και µηδενοδύναµου 4× 4 πίνακα.

΄Ασκηση 2. Για ποιές τιµές των α, β, γ ∈ K είναι οι ακόλουθοι πίνακες (i) ϐαθµωτοί, (ii) διαγώνιοι, (iii)
συµµετρικοί, (iv) αντισυµµετρικοί, (v) άνω τριγωνικοί, (vi) κάτω τριγωνικοί :

A =

α 0 0
α β 0
0 0 β

 , B =

 α β γ
α α γ

−γ −γ α

 , C =

β β β
α β γ
α α β

 , D =

1 β β
α 1 0
α 0 1

 .

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι για δύο m× n πίνακες A και B ισχύει : −(A+B) = (−A) + (−B).

΄Ασκηση 4. ΄Εστω n ∈ N µε n ≥ 2.

(1) Να δειχθεί ότι κάθε n× n πίνακας A είναι ίσος µε ένα άθροισµα πινάκων D +D′
, όπου ο D είναι άνω

τριγωνικός και ο D′
κάτω τριγωνικός. Ακολούθως να εξεταστεί το κατά πόσο αυτή η παράσταση τού A

είναι µοναδική.

(2) Να δειχθεί ότι κάθε n × n πίνακας A είναι ίσος µε ένα άθροισµα πινάκων E + E′
, όπου ο E είναι

αυστηρά άνω τριγωνικός και ο E′
είναι κάτω τριγωνικός. Ακολούθως να εξεταστεί το κατά πόσο αυτή η

παράσταση τού A είναι µοναδική.
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΄Ασκηση 5. Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα

T =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


Είναι οι πίνακες Tn, ∀n ≥ 1, αντιστρέψιµοι ;

΄Ασκηση 6. Να υπολογιστεί το γινόµενο πινάκων:

(
x y 1

)
·

a h g
h b f
g f c

 ·

x
y
1


και κατόπιν να εκφραστούν ως γινόµενα πινάκων οι παρακάτω ισότητες :

(1) x2 + 9xy + y2 + 8x+ 5y + 2 = 0,

(2)
x2

α2 + y2

β2 = 1,

(3) xy = α2
,

(4) y2 = 4αx.

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθούν όλοι οι πίνακες X ∈ M2(K) για τους οποίους ισχύει ότι :

(1)

(
1 3
1 2

)
·X =

(
1 1
1 1

)
.

(2) X ·
(
−1 1
3 −4

)
=

(
−2 −1
3 4

)
.

(3)

(
2 −1
4 −2

)
·X =

(
1 3
2 6

)
.

(4) X ·
(
2 −1
4 −2

)
=

(
1 3
6 2

)
.

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε τον πίνακα A = (aij) ∈ Mn(R), όπου aij = 1
n , ∀i, j = 1, · · · , n. Να δείξετε ότι

A2 = A. Είναι ο A αντιστρέψιµος ;

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθούν οι πίνακες :1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

2

,


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


2

,


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


2

,


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0


2

,

Με ϐάση τους παραπάνω υπολογισµούς, να δειχθεί ότι :

(α) οι πίνακες

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

 και


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 είναι αντιστρέψιµοι και να ϐρεθεί ο αντίστροφός

τους.

(β) οι πίνακες


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 και


0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

 δεν είναι αντιστρέψιµοι.
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΄Ασκηση 10. Αν A =

2 −1 3
1 2 4
3 1 1

, να δειχθεί ότι

A3 − 5A2 − 4A+ 30I3 = 0

Ακολούθως να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο A−1
.

΄Ασκηση 11. Για κάθε m,n ∈ N και για κάθε i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , n, ϑεωρούµε τους πίνακες :

Eij ∈ Mm×n(K), όπου (Eij)kl =

{
1, αν k = i & l = j

0, διαφορετικά

Με άλλα λόγια ο πίνακας Eij είναι ο m × n πίνακας ο οποίος έχει κάθε στοιχείο του ίσο µε 0 εκτός από το

στοιχείο του στη ϑέση (i, j) το οποίο είναι ίσο µε 1. Να δειχθεί ότι :

Eij · Ekl = δklEil, όπου δkl =

{
1, αν k = l

0, αν k ̸= l
είναι το δέλτα του Kronecker

Ειδικές περιπτώσεις πινάκων Eij αναφέρονται στις επόµενες δύο ασκήσεις.

΄Ασκηση 12. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Υποθέτουµε ότι :

∀i = 1, 2, · · · , n : Ei1 ·A = A · Ei1

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ϐαθµωτός, δηλαδή υπάρχει λ ∈ K έτσι ώστε : A = λIn.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Υποθέτουµε ότι :

∀i = 1, 2, · · · , n : Eii ·A = A · Eii

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι διαγώνιος, δηλαδή υπάρχουν λ1, λ2, · · · , λn ∈ K έτσι ώστε :

A =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 · · · λn


΄Ασκηση 14. ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) και m ≥ 1. Αν AB = BA, να δειχθεί ότι :

(A+B)m =

m∑
k=0

(
m

k

)
AkBm−k

όπου (
m

k

)
=

m!

k! (m− k)

είναι ο διωνυµικός συντελεστής. Να δοθεί παράδειγµα πινάκων για τους οποίους ο παραπάνω τύπος δεν ισχύει.

Υπενθυµίζουµε ότι το ίχνος ενός n× n τετραγωνικού πίνακα A = (aij) είναι ο αριθµός

Tr(A) =

n∑
k=1

akk = a11 + a22 + · · ·+ ann

΄Ασκηση 15. ΄Εστω A,B δύο n× n τετραγωνικοί πίνακες. Αν λ ∈ K, να δειχθεί ότι :

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(λA) = λTr(A), Tr(In) = n
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΄Ασκηση 16. Να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν n× n πίνακες A και B έτσι ώστε :

AB −BA = In

΄Ασκηση 17. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Υποθέτουµε ότι :

∀X ∈ Mn(K) : Tr(A ·X) = 0

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ο µηδενικός : A = O.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω A,B ∈ M1×n(K) και υποθέτουµε ότι A · tB ̸= −1. Να δειχθεί ότι ο πίνακας In + tB · A
είναι αντιστρέψιµος.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω ο πίνακας πραγµατικών αριθµών

A =


1 −1 1 −1

−1 1 1 −1
1 1 1 1

−1 −1 1 1


Να υπολογισθεί ο πίνακας A2

. Είναι ο A αντιστρέψιµος ;

Υπενθυµίζουµε ότι ένας n × n πίνακας A καλείται µηδενοδύναµος αν υπάρχει ϑετικός ακέραιος k έτσι

ώστε : Ak = 0. Για παράδειγµα ο 3× 3 πίνακας

A =

0 −3 −5
0 0 5
0 0 0


είναι µηδενοδύναµος. Επίσης υπενθυµίζουµε ότι ένας (άνω ή κάτω) τριγωνικός n × n πίνακας καλείται

αυστηρά (άνω ή κάτω) τριγωνικός αν όλα τα διαγώνια στοιχεία του είναι ίσα µε µηδέν.

΄Ασκηση 20. Να δειχθεί ότι ένας αυστηρά (άνω ή κάτω) τριγωνικός n×n πίνακας A, n ≥ 2, είναι µηδενοδύνα-

µος.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω A ένας µηδενοδύναµος 2× 2 πίνακας. Να δειχθεί ότι Tr(A) = 0.

΄Ασκηση 22. ∆ίνονται οι πίνακες

A =

 0 −1
2 4

−2 0

 και B =

1 −1
0 −1
2 1


Να εξετασθεί αν υπάρχουν 3× 2 πίνακες X,Y έτσι ώστε

−2X + 7Y = A και X − 3Y = B

΄Ασκηση 23. Να δειχθεί ότι για τους πίνακες

A =

(
0 1
0 1

)
και B =

(
−1 −1
0 0

)
,

είναι (A+B)2 ̸= A2 + 2AB +B2
, µολονότι (A+B)3 = A3 + 3A2B + 3AB2 +B3

.
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΄Ασκηση 24. Να προσδιορισθούν όλοι οι 2× 2 πίνακες A µε στοιχεία από ένα σώµα K για τους οποίους ισχύει

ότι

(1) A2 = I2.

(2) A2 = O.

΄Ασκηση 25. Να ϐρεθεί η m-οστή δύναµη του n× n πίνακα

A =



0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0
. . . 1 0

0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0


΄Ασκηση 26. Ας είναι A ένας αυστηρά άνω τριγωνικός n× n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K. Να δειχθεί

ότι An = O.

΄Ασκηση 27. Να εξεταστεί αν ο πίνακας

A =



1 1 1 1 · · · 1 1
1 0 1 1 · · · 1 1
1 1 0 1 · · · 1 1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

1 1 1 1
. . . 1 1

1 1 1 1 · · · 0 1
1 1 1 1 · · · 1 0


είναι αντιστρέψιµος. Αν είναι αντιστρέψιµος, ποιός είναι ο αντίστροφός του ;

΄Ασκηση 28. Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του k × k πίνακα

Jk(λ) =



λ 1 0 0 · · · 0 0
0 λ 1 0 · · · 0 0
0 0 λ 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0
. . . 1 0

0 0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 0 · · · 0 λ


Πότε ο πίνακας Jk(λ) είναι αντιστρέψιµος ; Αν είναι αντιστρέψιµος, ποιός είναι ο αντίστροφός του ;

΄Ασκηση 29. ΄Εστω ότι A και B είναι δύο αντιστρέψιµοι n× n πίνακες. Να δειχθεί ότι οι ακόλουθες συνθήκες

είναι ισοδύναµες.

(1) AB = BA.

(2) AB−1 = B−1A.

(3) A−1B = BA−1
.

(4) A−1B−1 = B−1A−1
.
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Υπενθυµίζουµε ότι ο ανάστροφος ενός m × n πίνακα A = (aij) ορίζεται να είναι ο n × m πίνακας
tA,

όπου

(tA)ij = aji

δηλαδή οι γραµµές (στήλες) του
tA είναι οι στήλες (γραµµές) του A.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω A και B δύο m× n πίνακες. Να δειχθεί ότι :

t(A+B) = tA+ tB, t(λA) = λtA

Αν οι πίνακες είναι τετραγωνικοί, n = m, τότε να δειχθεί ότι :

t(AB) = tB tA

Τέλος αν ο τετραγωνικός πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, τότε και ο πίνακας
tA είναι αντιστρέψιµος και :

(tA)−1 = t(A−1)

Υπενθυµίζουµε ότι ένας τετραγωνικός πίνακας A = (aij) καλείται :

(1) συµµετρικός, αν :
tA = A,

(2) αντισυµµετρικός, αν :
tA = −A.

΄Ασκηση 31. (1) Να δειχθεί ότι το γινόµενο δύο συµµετρικών n× n πινάκων είναι συµµετρικός πίνακας.

(2) Να δειχθεί ότι ο αντίστροφος ενός αντιστρέψιµου συµµετρικού πίνακα είναι συµµετρικός πίνακας.

(3) Να δειχθεί ότι ο αντίστροφος ενός αντιστρέψιµου αντισυµµετρικού πίνακα είναι αντισυµµετρικός πίνακας.

(4) Να δειχθεί ότι το γινόµενο δύο αντισυµµετρικών n× n πινάκων A και B είναι συµµετρικός πίνακας αν

και µόνον αν AB = BA.

(5) Να δειχθεί ότι το γινόµενο δύο αντισυµµετρικών n× n πινάκων A και B είναι αντισυµµετρικός πίνακας

αν και µόνον αν AB = −BA.

΄Ασκηση 32. Να λυθεί η εξίσωση n× n πινάκων

1 1 1 1 · · · 1 1
0 1 1 1 · · · 1 1
0 0 1 1 · · · 1 1
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0
. . . 1 1

0 0 0 0 · · · 1 1
0 0 0 0 · · · 0 1


· X =



1 2 3 4 · · · n− 1 n
0 1 2 3 · · · n− 2 n− 1
0 0 1 2 · · · n− 3 n− 2
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0
. . . 2 3

0 0 0 0 · · · 1 2
0 0 0 0 · · · 0 1


΄Ασκηση 33. Να δειχθεί ότι, για κάθε m ≥ 1, η m-οστή δύναµη ενός άνω τριγωνικού (αντίστοιχα αυστηρά άνω

τριγωνικού) n× n πίνακα είναι επίσης άνω τριγωνικός (αντίστοιχα αυστηρά άνω τριγωνικός) n× n πίνακας.

΄Ασκηση 34. Να εξεταστεί αν ο αντίστροφος ενός αντιστρέψιµου άνω τριγωνικού πίνακα n × n πίνακα είναι

επίσης άνω τριγωνικός πίνακας.

΄Ασκηση 35. Να δειχθεί ότι A είναι ένας µηδενοδύναµος 2× 2 πίνακας, τότε A2 = O.

΄Ασκηση 36. Να ϐρεθούν οι τιµές του n για τις οποίες ισχύει ότι :
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(1) Να ϐρεθούν οι τιµές του n για τις οποίες ισχύει ότι : ένας πίνακας A ∈ Mn(K) είναι αντιστρέψιµος αν

και µόνον αν Tr(A) ̸= 0.

(2) Αν A,B ∈ Mn(K), τότε να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ K για τις οποίες ισχύει ότι : AB −BA = λIn.


