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Παρασκευή 5 Νοεµβρίου 2021

΄Ασκηση 1. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K, όπου n ≥ 2.
Χρησιµοποιώντας ότι η ορίζουσα του A µπορεί να υπολογιστεί ως το ανάπτυγµα της κατά τα στοιχεία τυχο-

ύσας στήλης ή γραµµής και ότι η ορίζουσα του πίνακα δεν αλλάζει αν σε µια γραµµή ή στήλη προσθέσουµε
πολλαπλάσιο µιας άλλης γραµµής ή στήλης αντίστοιχα, να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) Αν ο πίνακας A έχει δύο διαδοχικές στήλες ίσες ή δύο γραµµές ίσες, τότε |A| = 0.
(2) Αν στον πίνακα A εναλλάξουµε αµοιβαία δύο διαδοχικές στήλες ή γραµµές, τότε η ορίζουσα του πίνακα

A αλλάζει πρόσηµο. ∆ηλαδή, αν 1 ≤ k ≤ n− 1,τότε :

A � Σk↔Σk+1 // A′ =⇒ |A′| = −|A|
(3) Αν ο πίνακας A έχει δύο στήλες ίσες ή δύο γραµµές ίσες, τότε |A| = 0.

Λύση. Εργαζόµαστε µε στήλες (η διαδικασία για γραµµές είναι ανάλογη).
Χάριν ευκολίας, ϑα ϑεωρούµε τον πίνακα A ως το σύνολο των n το πλήθος στηλών του και ϑα γράφουµε :

A =
(
Σ1 · · ·Σi · · ·Σj · · ·Σn

)
, όπου Σj =


a1j
a2j
...

anj

 , 1 ≤ j ≤ n

(1) Υποθέτουµε ότι οι διαδοχικές στήλες Σk και Σk+1 είναι ίσες : Σk = Σk+1. Θα δείξουµε µε επαγωγή στο
n ότι : |A| = 0.

• Αν n = 2, τότε Σ1 = Σ2 και ο πίνακας A ϑα είναι της µορφής A =

(
a11 a11
a12 a12

)
. Προφανώς τότε

ϑα έχουµε |A| = a11a12 − a11a12 = 0.

• Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι κάθε (n−1)× (n−1) πίνακας, όπου n ≥ 3, µε δύο διαδοχικές
στήλες ίσες, έχει ορίζουσα ίση µε µηδέν.

• ΄Εστω τώρα ο n× n πίνακας A µε Σk = Σk+1 =


a1k
a2k

...
ank

. Τότε ϑα έχουµε :

|A| =
∣∣∣Σ1 · · ·Σk Σk · · ·Σn

∣∣ Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της k-γραµµής
ak1Ak 1 + ak2Ak 2 + · · ·+ aknAk n

Επειδή οι ελάσσονες ορίζουσες ∆k1,∆k2, · · · ,∆k k−1,∆k k+2, · · ·∆k n είναι ορίζουσες (n−1)× (n−1)
πινάκων µε δύο στήλες ίσες, την k-στήλη και την (k+1)-στήλη, από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει
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ότι ∆k1 = ∆k2 = · · · = ∆k k−1 = ∆k k+2 = · · · = ∆k n = 0. Εποµένως Ak1 = Ak2 = · · · = Ak k−1 =
Ak k+2 = · · · = Ak n = 0. Τότε η ορίζουσα του πίνακα A ϑα είναι :

|A| = ak kAk k + ak k+1Ak k+1 = ak kAk k + ak kAk k+1 = akk
(
Ak k +Ak k+1

)
Επειδή οι πίνακες οι οποίοι προκύπτουν µετά τη διαγραφή της k-στήλης και της k-γραµµής, και τη
διαγραφή της (k + 1)-στήλης και της k-γραµµής, είναι ίσοι, έπεται ότι ∆k k = ∆k k+1. Τότε ϑα έχουµε :

|A| = akk
(
Ak k +Ak k+1

)
akk

(
(−1)k+k∆k k + (−1)k+k+1∆k k+1 =

= akk
(
(−1)k+k∆k k + (−1)k+k+1∆k k

)
= ak k∆k k

(
(−1)k+k + (−1)k+k+1

)
= 0

Εποµένως δείξαµε, για τον n × n πίνακα A µε δύο διαδοχικές στήλες ίσες, ότι ισχύει |A| = 0. ΄Αρα,
σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, κάθε τετραγωνικός πίνακας µε δύο διαδοχικές στήλες
ίσες έχει ορίζουσα ίση µε µηδέν.

(2) Υποθέτουµε ότι

A =
(
Σ1 · · ·Σk Σk+1 · · ·Σn

) � Σk↔Σk+1 // A′ =
(
Σ1 · · ·Σk+1 Σk · · ·Σn

)
Τότε, χρησιµοποιώντας γνωστές ιδιότητες οριζουσών και το µέρος (1), ϑα έχουµε :

|A′| =
∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 Σk · · ·Σn

∣∣∣ Σk→Σk+Σk+1
∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 +Σk Σk · · ·Σn

∣∣∣ Σk+1→Σk+1−Σk∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 +Σk Σk − Σk+1 − Σk · · ·Σn

∣∣∣ = ∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 +Σk − Σk+1 · · ·Σn

∣∣∣ =
=

∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 − Σk+1 · · ·Σn

∣∣∣+ ∣∣∣Σ1 · · ·Σk − Σk+1 · · ·Σn

∣∣∣ =
= −

∣∣∣Σ1 · · ·Σk+1 Σk+1 · · ·Σn

∣∣∣− ∣∣∣Σ1 · · ·Σk Σk+1 · · ·Σn

∣∣∣ = 0− |A| = −|A|

Εποµένως : |A′| = −|A|.
(3) Υποθέτουµε ότι 1 ≤ i < j ≤ n και έστω ότι Σi = Σj . Τότε µε διαδοχικές αµοιβαίες εναλλαγές δύο

διαδοχικών στηλών µπορούµε να µετατρέψουµε τον πίνακα A σε έναν πίνακα B στον οποίο οι δύο
ίσες στήλες Σi και Σj είναι διαδοχικές. Τότε όµως από το µέρος (1) προκύπτει ότι |B| = 0. Επειδή
ο πίνακας B έχει προκύψει από τον A µε διαδοχικές αµοιβαίες εναλλαγές στηλών του, έπεται ότι
0 = |B| = (−1)k|A|, όπου k είναι το πλήθος των αµοιβαίων αναλλαγών στηλών του A. Τότε όµως
|A| = 0. ΄Αρα κάθε πίνακας µε δύο στήλες ίσες έχει ορίζουσα ίση µε µηδέν.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A =

(
a b
c d

)
ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K. Να δειχθεί ότι :

|A| = 0 ⇐⇒ είτε υπάρχει λ ∈ K : a = λc και b = λd είτε υπάρχει µ ∈ K : c = µa και d = µb

Με άλλα λόγια, η ορίζουσα ενός 2× 2 πίνακα είναι ίση µε µηδέν αν και µόνον αν µία από τις δύο γραµµές είναι
ϐαθµωτό πολλαπλάσιο της άλλης1.

Λύση. (1) ‘‘⇐=’’ Αν a = λc και b = λd για κάποιο λ ∈ K, τότε |A| =
∣∣∣∣ λc λd

c d

∣∣∣∣ = λcd − λcd = 0.

Παρόµοια αν c = µa και d = µb για κάποιο µ ∈ K, τότε : |A| =
∣∣∣∣ a b
µa µb

∣∣∣∣ = µab− µab = 0.

(2) ‘‘=⇒’’ ΄Εστω ότι |A| = 0 και εποµένως ad = bc. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Υποθέτουµε ότι d ̸= 0.

(i) Αν c ̸= 0, τότε ορίζονται τα κλάσµατα a
c = b

d := λ ∈ K και τότε προφανώς ϑα έχουµε a = λc
και b = λd.

(ii) Αν c = 0, τότε ad = 0 και επειδή d ̸= 0, ϑα έχουµε a = 0. Επειδή d ̸= 0, ορίζεται το κλάσµα
b
d := λ ∈ K και τότε ϑα έχουµε b = λd και a = 0 = λ · 0 = λc.

΄Αρα αν d ̸= 0, υπάρχει πάντα λ ∈ K έτσι ώστε : a = λc και b = λd.
(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι d = 0.

1Το συµπέρασµα της ΄Ασκησης εξακολουθεί να ισχύει αν αντικαταστήσουµε τις γραµµές µε τις στήλες, δηλαδή: η ορίζουσα ενός
2× 2 πίνακα είναι ίση µε µηδέν αν και µόνον αν µία από τις δύο στήλες του είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο της άλλης.
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(i) Αν b ̸= 0, τότε επειδή 0 = ad = bc, ϑα έχουµε c = 0. Θέτοντας µ = 0, ϑα έχουµε : µ·a = 0 = c
και µ · b = 0 = d.

(ii) Αν b = 0, τότε διακρίνουµε περιπτώσεις :
(Αʹ) Αν c = 0, τότε ϑέτοντας µ = 0, ϑα έχουµε µa = 0 = c και µb = 0 = d.
(Βʹ) Αν c ̸= 0, τότε εξετάζουµε το στοιχείο a. Αν a = 0, τότε ϑέτοντας µ = 0, ϑα έχουµε :

µ · a = 0 = c και µ · b = 0 = d. Αν a ̸= 0, τότε ορίζεται το κλάσµα c
a := µ και τότε :

µ · a = c και µ · b = 0 = d.
΄Αρα αν d = 0, υπάρχει πάντα µ ∈ K έτσι ώστε : µa = c και µb = d.

΄Ασκηση 3. Χωρίς να υπολογιστεί, να ϐρεθεί η ορίζουσα του πίνακα:
a b c d

−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a


Λύση. Θεωρούµε τον ανάστροφο πίνακα tA του A και υπολογίζουµε τον πίνακα A · tA:

A · tA =


a b c d

−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

 ·


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

 =

=


a2 + b2 + c2 + d2 0 0 0

0 a2 + b2 + c2 + d2 0 0
0 0 a2 + b2 + c2 + d2 0
0 0 0 a2 + b2 + c2 + d2


Χρησιµοποιώντας ότι |tA| = |A|, ϑα έχουµε :

(a2 + b2 + c2 + d2)4 = |A · tA| = |A| · |tA| = |A| · |A| = |A|2 =⇒ |A| = (a2 + b2 + c2 + d2)2

΄Ασκηση 4. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


1 2 −4 4
2 −1 4 −8
1 0 1 −2
0 1 −2 3


Λύση. Θα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 −4 4
2 −1 4 −8
1 0 1 −2
0 1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −4 4
0 −5 12 −16
0 −2 5 −6
0 1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυξη κατά τα στοιχεία

της πρώτης γραµµής

∣∣∣∣∣∣
−5 12 −16
−2 5 −6
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+2Γ3

∣∣∣∣∣∣
−5 12 −16
0 1 0
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ Ανάπτυξη κατά τα στοιχεία

της δεύτερης γραµµής
(−1)2+2 ·

∣∣∣∣ −5 −16
1 3

∣∣∣∣ = −15 + 16 = 1

΄Ασκηση 5. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1
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Λύση. Αναπτύσσοντας κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής ϑα έχουµε :

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+6 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 0 2
0 0 0 3 2
0 0 4 3 2
0 5 4 3 2
6 5 4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+6 · (−1)1+5 · 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 3
0 0 4 3
0 5 4 3
6 5 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)1+6 · (−1)1+5 · 2 · (−1)1+4 · 3

∣∣∣∣∣∣
0 0 4
0 5 4
6 5 4

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+6 · (−1)1+5 · 2 · (−1)1+4 · 3 · (−1)1+3 · 4
∣∣∣∣ 0 5
6 5

∣∣∣∣ =
= (−1)1+6 · (−1)1+5 · 2 · (−1)1+4 · 3 · (−1)1+3 · 4 · (−1) · 5 · 6 = −6!

΄Ασκηση 6. Χωρίς να υπολογιστούν οι ορίζουσες, να δειχθεί ότι∣∣∣∣∣∣
1 11 111
2 22 222
3 33 333

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1 −11 111
−2 22 −222
3 −33 333

∣∣∣∣∣∣
Λύση. Θα έχουµε :∣∣∣∣∣∣

1 −11 111
−2 22 −222
3 −33 333

∣∣∣∣∣∣ Γ2→−Γ2
(−1)

∣∣∣∣∣∣
1 −11 111
2 −22 222
3 −33 333

∣∣∣∣∣∣ Σ2→−Σ2
(−1)2

∣∣∣∣∣∣
1 11 111
2 22 222
3 33 333

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 11 111
2 22 222
3 33 333

∣∣∣∣∣∣
΄Ασκηση 7. Να υπολογιστεί η ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 + b 1 + c
1 + 2a 1 + 2b 1 + 2c
1 + 3a 1 + 3b 1 + 3c

∣∣∣∣∣∣
Λύση. Θα έχουµε :∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 + b 1 + c
1 + 2a 1 + 2b 1 + 2c
1 + 3a 1 + 3b 1 + 3c

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3−Γ2

∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 + b 1 + c
1 + 2a 1 + 2b 1 + 2c

a b c

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 + b 1 + c
a b c
a b c

∣∣∣∣∣∣ = 0

διότι ο τελευταίος πίνακας έχει δύο γραµµές ίσες.

΄Ασκηση 8. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ

β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣.
Λύση. ΄Εχουµε :∣∣∣∣∣∣

1 1 1
α β γ

β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2+Γ3

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

α+ β + γ β + γ + α γ + α+ β
β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣ =
= (α+ β + γ) ·

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1

β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣ = (α+ β + γ) · 0 = 0

όπου η προτελευταία ισότητα προέκυψε διότι ο πίνακας

 1 1 1
α β γ

β + γ γ + α α+ β

 έχει δύο γραµµές ίσες.
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΄Ασκηση 9. Αν α, β και γ είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε να δείξετε ότι∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ
α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ = (β − α)(γ − α)(γ − β) (ορίζουσα Vandermonde τρίτης τάξης)

Λύση. ΄Εχουµε∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ
α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1−Σ2

∣∣∣∣∣∣
0 1 1

α− β β γ
α2 − β2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

(α− β) · 0 1 1
(α− β) · 1 β γ

(α− β) · (α+ β) β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ =

= (α− β) ·

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 β γ

α+ β β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2−Σ3
(α− β) ·

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 β − γ γ

α+ β β2 − γ2 γ2

∣∣∣∣∣∣ =

= (α− β) ·

∣∣∣∣∣∣
0 (β − γ) · 0 1
1 (β − γ) · 1 γ

α+ β (β − γ) · (β + γ) γ2

∣∣∣∣∣∣ = (α− β) · (β − γ) ·

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 1 γ

α+ β β + γ γ2

∣∣∣∣∣∣ =
Ανάπτυξη κατά τα στοιχεία

της πρώτης γραµµής
(α− β) · (β − γ) ·

∣∣∣∣ 1 1
α+ β β + γ

∣∣∣∣ = (α− β) · (β − γ) · (β + γ − α− β) =

= (α− β) · (β − γ) · (γ − α)

΄Ασκηση 10. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3
1 + α2β1 1 + α2β2 1 + α2β3
1 + α3β1 1 + α3β2 1 + α3β3

∣∣∣∣∣∣.
Λύση. ΄Εχουµε∣∣∣∣∣∣

1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3
1 + α2β1 1 + α2β2 1 + α2β3
1 + α3β1 1 + α3β2 1 + α3β3

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3

(α2 − α1)β1 (α2 − α1)β2 (α2 − α1)β3
(α3 − α1)β1 (α3 − α1)β2 (α3 − α1)β3

∣∣∣∣∣∣
= (α2 − α1)(α3 − α1)

∣∣∣∣∣∣
1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3

β1 β2 β3
β1 β2 β3

∣∣∣∣∣∣ = 0

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα µε δύο ίσες γραµµές είναι ίση µε
µηδέν.

΄Ασκηση 11. Να υπολογίσετε την ορίζουσα ∆ =

∣∣∣∣∣∣
sin2(x) 1 cos2(x)
sin2(y) 1 cos2(y)
sin2(z) 1 cos2(z)

∣∣∣∣∣∣
Λύση. ΄Εχουµε :∣∣∣∣∣∣

sin2(x) 1 cos2(x)
sin2(y) 1 cos2(y)
sin2(z) 1 cos2(z)

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ3

∣∣∣∣∣∣
sin2(x) + cos2(x) 1 cos2(x)
sin2(y) + cos2(y) 1 cos2(y)
sin2(z) + cos2(z) 1 cos2(z)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 cos2(x)
1 1 cos2(y)
1 1 cos2(z)

∣∣∣∣∣∣ = 0

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι η ορίζουσα ενός πίνακα µε δύο ίσες στήλες είναι ίση µε µηδέν.
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΄Ασκηση 12. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ορίζουσα |A| του 4× 4 πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2


Λύση. ΄Εχουµε∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−Γ1

Γ4→Γ4−Γ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 3
0 1− λ2 0 0
2 3 1 5
0 0 0 4− λ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της τέταρτης γραµµής

= (4− λ2)

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 1− λ2 0
2 3 1

∣∣∣∣∣∣ ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της δεύτερης γραµµής
(4− λ2)(1− λ2)

∣∣∣∣ 1 2
2 1

∣∣∣∣ = −3(1− λ2)(4− λ2)

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε έναν πίνακα A ∈ M3(K) ο οποίος ικανοποιεί την σχέση :

A2 + 2 ·A = O

Να δείξετε ότι ο πίνακας A+ I3 είναι αντιστρέψιµος, να ϐρείτε τον (A+ I3)
−1, και να υπολογίσετε την ορίζουσα

|A| του A.

Λύση. Στην ισότητα 3× 3 πινάκων A2 + 2 ·A = O προσθέτουµε και στα δύο µέλη τον µοναδιαίο 3× 3 πίνακα
I3 και ϑα έχουµε :

A2 + 2 ·A = O =⇒ A2 + 2 ·A+ I3 = O + I3 = I3 =⇒ (A+ I3) · (A+ I3) = I3

Εποµένως (A+ I3) · (A+ I3) = I3 = (A+ I3) · (A+ I3) και άρα ο πίνακας A+ I3 είναι αντιστρέψιµος και

(A+ I3)
−1 = A+ I3

Από τη σχέση A2 + 2 ·A = O έπεται ότι

A · (A+2I3) = O =⇒ |A · (A+2I3)| = |O| =⇒ |A| · |A+2I3| = 0 =⇒ |A| = 0 ή |A+2I3| = 0

Αν |A| ≠ 0, τότε γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και εποµένως υπάρχει ο αντίστροφός του A−1.
Πολλαπλασιάζοντας από τα αριστερά τη σχέση A2 + 2A = O µε τον πίνακα A−1 ϑα έχουµε :

A−1 · (A2 + 2A) = A−1 ·O =⇒ A−1 ·A · (A+ 2I3) = O =⇒ I3 · (A+ 2I3) = O =⇒ A+ 2I3 = O

=⇒ A = −2I3
Θεωρώντας ορίζουσες και στα δύο µέλη ϑα έχουµε :

|A| = | − 2I3| = (−2)3|I3| = −8

Συνοψίζοντας δείξαµε ότι :

|A| =

{
0, αν ο πίνακας δεν είναι αντιστρέψιµος

−8, αν ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος

΄Ασκηση 14. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.

(1) Αν ο n είναι περιττός και K = R, να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν πίνακες A ∈ Mn(R) έτσι ώστε : A2+In =
O.

(2) Αν ο n είναι περιττός και K = C, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες A ∈ Mn(C) έτσι ώστε : A2+ In = O.
(3) Αν ο n είναι άρτιος και K = R, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες A ∈ Mn(C) έτσι ώστε : A2 + In = O.

Λύση. (1) ΄Εστω ότι ο n είναι περιττός και υπάρχει πίνακας A ∈ Mn(R) έτσι ώστε A2 + In = O. Τότε
A2 = −In και εποµένως χρησιµοποιώντας ότι ο n είναι περιττός, ϑα έχουµε :

|A2| = | − In| =⇒ |A|2 = (−1)n|In| =⇒ |A|2 = (−1)n =⇒ |A|2 = −1

Επειδή A ∈ Mn(R), ϑα έχουµε |A| ∈ R και εποµένως η παραπάνω σχέση είναι αδύνατη. ΄Αρα δεν
υπάρχει πίνακας A ∈ Mn(R) έτσι ώστε A2 + In = O.
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(2) Θεωρούµε τον διαγώνιο 3× 3 πίνακα µιγαδικών αριθµών

A =

i 0 0
0 i 0
0 0 i


Τότε

A2 =

i2 0 0
0 i2 0
0 0 i2

 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 = −I3 =⇒ A2 + I2 = O

(3) Θεωρούµε τον διαγώνιο 2× 2 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
0 1

−1 0

)
Τότε

A2 =

(
−1 0
0 −1

)
= −I2 =⇒ A2 + I2 = O

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε 2× 2 πίνακες A και B µε στοιχεία από το σώµα K και υποθέτουµε ότι :

A ·B =

(
1 0
2 4

)
και B ·A =

(
y x− 1
−x 1

)
όπου x, y ∈ K. Να ϐρεθούν οι αριθµοί x, y. Αν ο πίνακας A είναι γνωστός, µπορεί να προσδιοριστεί ο πίνακας
B;

Λύση. Γνωρίζουµε ότι, για τυχόντες n× n πίνακες A και B, ισχύει ότι :

|A ·B| = |A| · |B| = |B| · |A| = |B ·A|

και

Tr(AB) = Tr(BA)

Εποµένως ϑα έχουµε :

4 = |A ·B| = |B ·A| = y + x(x− 1) και 5 = Tr(AB) = Tr(BA) = y + 1

Εποµένως

y = 4 και x(x− 1) = 0 =⇒ y = 4 και x =


0

ή

1

΄Ετσι ϑα έχουµε

B ·A =

(
4 −1
0 1

)
ή B ·A =

(
4 0

−1 1

)
Αν ο πίνακας A είναι γνωστός : A =

(
a b
c d

)
, τότε έστω B =

(
x y
z w

)
. Εποµένως ϑα έχουµε :

A =

(
1 0
2 4

)
=

(
a b
c d

)(
x y
z w

)
=

(
ax+ bz ay + bw
cx+ dz cy + dw

)
δηλαδή

(Σ)


ax+ bz = 1

ay + bw = 0

cx+ dz = 2

cy + dw = 4
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Το (Σ) είναι ένα γραµµικό σύστηµα µε αγνώστους x, y, z, w και ο πίνακας των συντελεστών του (Σ) είναι ο

C =


a 0 b 0
0 a 0 b
c 0 d 0
0 c 0 d


΄Ετσι το σύστηµα (Σ) γράφεται

(Σ) C


x
y
z
w

 =


1
0
2
4


Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα C κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, εύκολα ϐλέπουµε ότι :

|C| = (ad− bc)2 = |A|2

Επειδή 4 = |AB| = |A|·|B|, προκύπτει ότι |A| ≠ 0 και εποµένως |C| ≠ 0. Τότε ο πίνακας C είναι αντιστρέψιµος
και άρα το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση 

x
y
z
w

 = C−1


1
0
2
4


Εποµένως ο πίνακας B προσδιορίζεται µοναδικά αν γνωρίζουµε τον πίνακα A.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας αντισυµµετρικός n× n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K = Q ή R ή C. Αν ο n
είναι περιττός, να δειχθεί ότι |A| = 0. Ακολούθως να δοθούν παραδείγµατα αντισυµµετρικών 2 × 2 και 4 × 4
πινάκων µε µη µηδενική ορίζουσα.

Λύση. Από τον ορισµό αντισυµµετρικού πίνακα, έχουµε tA = −A. Εποµένως, επειδή οι πίνακες tA και A
έχουν τιν ίδια ορίζουσα, ϑα έχουµε :

|A| = |tA| = | −A| = (−1)n|A|
Αν ο n είναι περιττός, τότε |A| = −|A| απ΄ όπου 2|A| = 0, δηλαδή |A| = 0.

Οι ακόλουθοι πίνακες είναι αντισυµµετρικοί µε µη-µηδενική ορίζουσα:

(
0 1

−1 0

)
και


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0



΄Ασκηση 17. Να λυθεί η εξίσωση

∣∣∣∣∣∣
2− x 1 i
1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0, όπου i2 = −1.

Λύση. ΄Εχουµε∣∣∣∣∣∣
2− x 1 i
1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1−Γ2

∣∣∣∣∣∣
1− x −1 + x 0
1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣ = (1− x)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2+Σ1

(1− x)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 3− x i
−i −2i 2− x

∣∣∣∣∣∣ = (1− x)

∣∣∣∣ 3− x i
−2i 2− x

∣∣∣∣ = (1− x)(x2 − 5x+ 4)

’ρα, έπεται ότι

(1− x)(x2 − 5x+ 4) = 0 =⇒ (1− x)(x− 1)(x− 4) = 0 =⇒
{

x = 1, πολλαπλότητας 2.
x = 4, απλή.
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΄Ασκηση 18. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Λύση. Αφαιρώντας διαδοχικά την πρώτη γραµµή από τις υπόλοιπες γραµµές, έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−Γ1, Γ3→Γ3−Γ1

··· ,Γn→Γn−Γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 −1 0 · · · 0
0 0 −1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι η ορίζουσα ενός άνω τριγωνικού πίνακα είναι ίση µε το
γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του.

΄Ασκηση 19. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 · · · n
...

...
...

. . .
...

−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Λύση. Προσθέτοντας την πρώτη γραµµής σε όλες τις υπόλοιπες ϑα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 · · · n
...

...
...

. . .
...

−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+Γ1, Γ3→Γ3+Γ1

··· ,Γn→Γn+Γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
0 2 2 · 3 · · · 2 · n
0 0 3 · · · 2 · n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n = n!

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι η ορίζουσα ενός άνω τριγωνικού πίνακα είναι ίση µε το
γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του.

΄Ασκηση 20. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 1 1 · · · 1 1
1 2 2 · · · 2 2
1 2 3 · · · 3 3
...

...
...

. . .
...

...
1 2 3 · · · n− 1 n− 1
1 2 3 · · · n− 1 n


Λύση. Θα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
1 2 2 · · · 2 2
1 2 3 · · · 3 3
...

...
...

. . .
...

...
1 2 3 · · · n− 1 n− 1
1 2 3 · · · n− 1 n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Σk→Σk−kΣk−1

2≤k≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −2 · · · −(n− 2) −(n− 1)
1 0 −1 · · · −(n− 3) −(n− 2)
1 0 0 · · · −(n− 4) −(n− 3)
...

...
...

. . .
...

...
1 0 0 · · · 0 −1
1 0 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Ανάπτυγµα κατα τα στοιχεία

της τελευταίας γραµµής
(−1)n+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 · · · −(n− 1)
0 −1 · · · −(n− 2)
...

...
. . .

...
0 0 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)n+1 · (−1)n−1 = (−1)2n = 1

΄Ασκηση 21. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Λύση. Θέτουµε

An =


3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3


Αν n = 1, τότε |A1| = 3 = 21+1 − 1.

Αν n = 2, τότε |A2| = 9− 2 = 7 = 22+1 − 1.

Αν n = 3, τότε µε τον κανόνα του Sarrus, υπολογίζουµε εύκολα ότι |A3| = 15 = 23+1 − 1.

Με χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, ϑα δείξουµε ότι :

(1) |An| = 2n+1 − 1

Από την παραπάνω ανάλυση, έπεται ότι η σχέση (1) ισχύει οταν n = 1, 2, 3.

Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι :

|Ak| = 2k+1 − 1, για κάθε 1 ≤ k ≤ n

΄Εστω n ≥ 3. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα An κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής, ϑα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 · · · 0
0 3 2 · · · 0
0 0 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3|An−1| − 2|An−2|

Να σηµειώσουµε ότι οι ορίζουσες µετά την δεύτερη ισότητα είναι (n−1)×(n−1), και η ορίζουσα |An−2| πρόεκυψε
αναπτύσσοντας την ορίζουσα πριν την τελευταία ισότητα κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης. Εποµένως,
χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση, ϑα έχουµε :

|An+1| = 3|An|−2|An−1| = 3·(2n+1−1)−2·(2n−1) = 3·2n+1−2·2n−3+2 = 3·2n+1−2n+1−1 = 2·2n+1−1 =

= 2n+2 − 1 = 2(n+1)+1 − 1

Εποµένως η σχέση (1) είναι αληθής και για k = n+ 1. Τότε από την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, έπεται
ότι η σχέση (1) είναι αληθής για κάθε n ≥ 1.
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΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



9 5 0 · · · 0 0 0
4 9 5 · · · 0 0 0
0 4 9 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 9 5 0
0 0 0 · · · 4 9 5
0 0 0 · · · 0 4 9


Λύση. • Αν n = 1, τότε

|A1| = 9 = 25− 16 = 51+1 − 41+1

• Αν n = 2, τότε
|A2| = 61 = 125− 64 = 52+1 − 42+1

• Αν n = 3, τότε µε τον κανόνα του Sarrus, υπολογίζουµε εύκολα ότι

|A3| = 369 = 549− 180
609

3
= 53+1 − 43+1

Με χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, ϑα δείξουµε ότι :

(2) |An| = 5n+1 − 4n+1

Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι :

|Ak| = 5k+1 − 4k+1 για κάθε 1 ≤ k < n

Θα προσδιορίσουµε στη συνέχεια έναν αναδροµικό τύπο ο οποίος συνδέει την ορίζουσα του πίνακα An µε τις
ορίζουσες των πινάκων An−1 και An−2.

Θα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 5 0 · · · 0 0 0
4 9 5 · · · 0 0 0
0 4 9 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 9 5 0
0 0 0 · · · 4 9 5
0 0 0 · · · 0 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης στήλης

= 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 0 0 · · · 0 0 0
4 9 5 · · · 0 0 0
0 4 9 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 9 5 0
0 0 0 · · · 4 9 5
0 0 0 · · · 0 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

πρώτης γραµµής της δεύτερης ορίζουσας

= 9|An−1| − 4 · 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 5 · · · 0 0 0
4 9 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 9 5 0
0 0 · · · 4 9 5
0 0 · · · 0 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9|An−1| − 20|An−2|
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΄Αρα, ∀n ≥ 1:

(3) |An| = 9|An−1| − 20|An−2|

Τότε χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση, ϑα έχουµε :

|An| = 9|An−1|−20|An−2| = 9
(
5n−1+1−4n−1+1

)
−20

(
5n−2+1−4n−2+1

)
= 9

(
5n−4n

)
−20

(
5n−1−4n−1

)
=

= 9 · 5n − 9 · 4n − 4 · 5n + 5 · 4n = 5 · 5n − 4 · 4n = 5n+1 − 4n+1

΄Αρα µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικης Επαγωγής έπεται ότι, ∀n ≥ 1:

|An| = 5n+1 − 4n+1

΄Ασκηση 23. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



7 5 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7


Λύση. • Αν n = 1, τότε

|A1| = 7 =
21

3
=

51+1 − 21+1

5− 2

• Αν n = 2, τότε

|A2| = 39 =
117

3
=

52+1 − 22+1

5− 2

• Αν n = 3, τότε µε τον κανόνα του Sarrus, υπολογίζουµε εύκολα ότι

|A3| = 203 =
609

3
=

53+1 − 23+1

5− 2

Με χρήση της Αρχής Μαθηµατικής Επαγωγής, ϑα δείξουµε ότι :

(4) |An| =
5n+1 − 2n+1

5− 2
=

5n+1 − 2n+1

3

Από την παραπάνω ανάλυση, έπεται ότι η σχέση (4) ισχύει οταν n = 1, 2, 3.

Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουµε ότι :

|Ak| =
5k+1 − 2k+1

3
για κάθε 1 ≤ k < n

Θα προσδιορίσουµε στη συνέχεια έναν αναδροµικό τύπο ο οποίος συνδέει την ορίζουσα του πίνακα An µε τις
ορίζουσες των πινάκων An−1 και An−2.
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Θα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

πρώτης στήλης

= 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 0 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

πρώτης γραµµής της δεύτερης ορίζουσας

= 7|An−1| − 2 · 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 · · · 0 0 0
2 7 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 7 5 0
0 0 · · · 2 7 5
0 0 · · · 0 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 7|An−1| − 10|An−2|

΄Αρα, ∀n ≥ 1:

(5) |An| = 7|An−1| − 10|An−2|

Τότε χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση, ϑα έχουµε :

|An| = 7|An−1| − 10|An−2| = 7
5n−1+1 − 2n−1+1

3
− 10

5n−2+1 − 2n−2+1

3
= 7

5n − 2n

3
− 10

5n−1 − 2n−1

3
=

=
7 · 5n − 7 · 2n − 2 · 5 · 5n−1 + 5 · 2 · 2n−1

3
=

7 · 5n − 7 · 2n − 2 · 5n + 5 · 2n

3
=

5 · 5n − 2 · 2n

3
=

5n+1 − 2n+1

3
΄Αρα µε χρήση της Αρχής Μαθηµατικης Επαγωγής έπεται ότι, ∀n ≥ 1:

|An| =
5n+1 − 2n+1

3

΄Ασκηση 24. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



α+ β αβ 0 · · · 0 0
1 α+ β αβ · · · 0 0
0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · α+ β αβ
0 0 0 · · · 1 α+ β


Λύση. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα |An| κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής, έχουµε :

|An| = (α+ β)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ · · · 0 0
1 α+ β · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · α+ β αβ
0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− αβ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 αβ · · · 0 0
0 α+ β · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · α+ β αβ
0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Να σηµειώσουµε ότι οι παραπάνω ορίζουσες είναι (n− 1)× (n− 1). Παρατηρούµε ότι η πρώτη ορίζουσα είναι
η αρχική που ξεκινήσαµε αλλά µεγέθους (n− 1)× (n− 1) και αν αναπτύξουµε την δεύτερη ορίζουσα ως προς
την πρώτη στήλη, τότε καταλήγουµε στην αναδροµική σχέση:

(6) |An| = (α+ β)|An−1| − αβ|An−2|
Για να καταλάβουµε ποια έιναι η τιµή της ορίζουσας |An|, ξεκινάµε πρώτα υπολογίζοντας τις παρακάτω ορίζου-
σες :

|A1| = α+ β

|A2| =
∣∣∣∣ α+ β αβ

1 α+ β

∣∣∣∣ = α2 + αβ + β2

|A3| =

∣∣∣∣∣∣
α+ β αβ 0
1 α+ β αβ
0 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣ = α3 + α2β + αβ2 + β3

Με ϐάση τους παραπάνω υπολογισµούς ϑα δείξουµε µε Μαθηµατική Επαγωγή ότι :

|Ak| = αk + αk−1β + αk−2β2 + · · ·+ α2βk−2 + αβk−1 + βk , k ≥ 1. (∗)
1. Για k = 1, η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει αφού |A1| = α+ β.
2. Υπόθεση Επαγωγής: ΄Εστω ότι η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει για k ≤ n, δηλαδή δεχόµαστε ότι :

|Ak| = αk + αk−1β + αk−2β2 + · · ·+ α2βk−2 + αβk−1 + βk

3. Θα δείξουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει για k = n+ 1. ΄Εχουµε

|An+1|
(6)
= (α+ β)|An| − αβ|An−1| = (α+ β)(αn + αn−1β + · · ·+ αβn−1 + βn)

−αβ(αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1)

= αn+1 + αnβ + · · ·+ αβn + βn+1

Εποµένως, έχουµε, ∀n ≥ 1:

|An| = αn + αn−1β + αn−2β2 + · · ·+ α2βn−2 + αβn−1 + βn

΄Ασκηση 25. Να υπολογισθεί η 2n× 2n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 · · · 0 β
0 α · · · β 0
...

...
. . .

...
...

0 β · · · α 0
β 0 · · · 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Λύση. Αν αναπτύξουµε την ορίζουσα |A2n| ως προς την πρώτη στήλη, τότε έχουµε :

|A2n| = α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 · · · β 0
0 α · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

β 0 · · · α 0
0 0 · · · 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 β
α 0 · · · β 0
...

...
. . .

...
...

0 β · · · 0 0
β 0 · · · α 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Να σηµειώσουµε ότι οι παραπάνω ορίζουσες είναι (2n− 1)× (2n− 1). Αν αναπτύξουµε την πρώτη ορίζουσα ως
προς τη τελευταία γραµµή και τη δεύτερη ορίζουσα ως προς τη πρώτη γραµµή, τότε καταλήγουµε

(7) |A2n| = α2|A2n−2| − β2|A2n−2| = (α2 − β2)|A2n−2|
Για να καταλάβουµε ποια έιναι η τιµή της ορίζουσας |A2n|, ξεκινάµε πρώτα υπολογίζοντας τις παρακάτω
ορίζουσες :
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|A2| =
∣∣∣∣ α β
β α

∣∣∣∣ = α2 − β2

|A4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α 0 0 β
0 α β 0
0 β α 0
β 0 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (α2 − β2)2

|A6| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 0 0 0 β
0 α 0 0 β 0
0 0 α β 0 0
0 0 β α 0 0
0 β 0 0 α 0
β 0 0 0 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (α2 − β2)3

Με ϐάση τους παραπάνω υπολογισµούς ϑα δείξουµε µε Μαθηµατική Επαγωγή ότι :

|A2k| = (α2 − β2)k , k ≥ 1. (∗)
1. Για k = 1, η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει αφού |A2| = α2 − β2.
2. Υπόθεση Επαγωγής: ΄Εστω ότι ισχύει για k < n, δηλαδή δεχόµαστε ότι :

|A2k| = (α2 − β2)k

3. Θα δείξουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει για k = n. ΄Εχουµε

|A2n|
(7)
= (α2 − β2)|A2n−2| = (α2 − β2)(α2 − β2)n−1 = (α2 − β2)n

’ρα, έχουµε |A2n| = (α2 − β2)n , ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 26. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του ακόλουθου n× n πίνακα A, όπου x ∈ R:

A =



1 + x2 x 0 0 · · · 0 0
x 1 + x2 x 0 · · · 0 0
0 x 1 + x2 x · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 + x2 x 0
0 0 0 · · · x 1 + x2 x
0 0 0 · · · 0 x 1 + x2


.

Λύση. Αν αναπτύξουµε την ορίζουσα |An| ως προς την πρώτη γραµµή, τότε έχουµε :

|An| = (1 + x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x · · · 0 0
x 1 + x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x x · · · 0 0
0 1 + x2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 + x2 x
0 0 · · · x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Να σηµειώσουµε ότι οι παραπάνω ορίζουσες είναι (n− 1)× (n− 1). Παρατηρούµε ότι η πρώτη ορίζουσα είναι η
αρχική που ξεκινήσαµε αλλά διάστασης (n− 1)× (n− 1) και αν αναπτύξουµε την δεύτερη ορίζουσα ως προς
την πρώτη στήλη, τότε έχουµε

(8) |An| = (1 + x2)|An−1| − x2|An−2|
Για να καταλάβουµε ποια έιναι η τιµή της ορίζουσας |An|, ξεκινάµε πρώτα υπολογίζοντας τις παρακάτω ορίζου-
σες :

|A1| = 1 + x2
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|A2| =
∣∣∣∣ 1 + x2 x

x 1 + x2

∣∣∣∣ = 1 + x2 + x4

|A3| =

∣∣∣∣∣∣
1 + x2 x 0

x 1 + x2 x
0 x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣ = 1 + x2 + x4 + x6

Με ϐάση τους παραπάνω υπολογισµούς ϑα δείξουµε µε Μαθηµατική Επαγωγή ότι :

|Ak| = 1 + x2 + x4 · · ·+ x2k , k ≥ 1. (∗)

1. Για k = 1, η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει αφού |A1| = 1 + x2.
2. Υπόθεση Επαγωγής: ΄Εστω ότι ισχύει για k ≤ n, δηλαδή δεχόµαστε ότι :

|Ak| = 1 + x2 + · · ·+ x2k

3. Θα δείξουµε ότι η Ϲητούµενη σχέση (∗) ισχύει για k = n+ 1. ΄Εχουµε

|An+1|
(8)
= (1 + x2)|An| − x2|An−1| = (1 + x2)(1 + x2 + · · ·+ x2n)− x2(1 + x2 + · · ·+ x2(n−1))

= 1 + x2 + · · ·+ x2n+2

Εποµένως, έχουµε |An| = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n , ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 27. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα:

An =



1− n 1 1 1 · · · 1 1
1 1− n 1 1 · · · 1 1
1 1 1− n 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1− n 1 1
1 1 1 · · · 1 1− n 1
1 1 1 · · · 1 1 1− n


.

Λύση. Θα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 1 1 1 · · · 1 1
1 1− n 1 1 · · · 1 1
1 1 1− n 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1− n 1 1
1 1 1 · · · 1 1− n 1
1 1 1 · · · 1 1 1− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γn→Γn+Γ1+Γ2+···+Γn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 1 1 1 · · · 1 1
1 1− n 1 1 · · · 1 1
1 1 1− n 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1− n 1 1
1 1 1 · · · 1 1− n 1

n− n n− n n− n · · · n− n n− n n− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 1 1 1 · · · 1 1
1 1− n 1 1 · · · 1 1
1 1 1− n 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1− n 1 1
1 1 1 · · · 1 1− n 1
0 0 0 · · · 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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΄Ασκηση 28. Να λυθεί η εξίσωση ως προς x: |A| = 0, όπου A είναι ο ακόλουθος n× n πίνακας :

A =



1 1 1 1 · · · 1 1
1 1− x 1 1 · · · 1 1
1 1 2− x 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · n− 2− x 1 1
1 1 1 · · · 1 n− 1− x 1
1 1 1 · · · 1 1 n− x


.

Λύση. Αφαιρώντας την πρώτη γραµµή από όλες τις υπόλοιπες, ϑα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 · · · 1 1
1 1− x 1 1 · · · 1 1
1 1 2− x 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · n− 2− x 1 1
1 1 1 · · · 1 n− 1− x 1
1 1 1 · · · 1 1 n− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−Γ1, Γ3→Γ3−Γ1

··· ,Γn→Γn−Γ1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 · · · 1 1
0 −x 0 0 · · · 0 0
0 0 1− x 0 · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0 · · · n− 3− x 0 0
0 0 0 · · · 0 n− 2− x 0
1 1 1 · · · 1 1 n− 1− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−x)(1− x)(2− x) · · · (n− 1− x)

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι η ορίζουσα ενός άνω τριγωνικού πίνακα είναι ίση µε το
γινόµενο των διαγωνίων στοιχείων του. Εποµένως

|A| = 0 =⇒ (−x)(1− x)(2− x) · · · (n− 1− x) = 0 =⇒ x = 0 ή x = 1 ή x = 2 ή · · · ή x = n− 1

∆ηλαδή οι ϱίζες της εξίσωσης |A| = 0 είναι οι αριθµοί : 0, 1, 2, · · · , n− 1.

΄Ασκηση 29. Πόσες διαφορετικές τιµές µπορεί να έχει η ορίζουσα ενός 5× 5 πίνακα τής µορφής

A =


⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

 ;

(Με «⋆» συµβολίζουµε αυθαίρετες τιµές στοιχείων του K).

Λύση. Θεωρουµε το πέµπτο στοιχείο τής τέταρτης γραµµής του πίνακα A.

(1) Πρώτη Περίπτωση Αν το πέµπτο στοιχείο τής τέταρτης γραµµής είναι µηδέν, τότε ο πίνακας A έχει την
µορφή

A =


⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
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Αναπτύσσοντας την ορίζουσα κατά τα στοιχεία τής πρώτης γραµµής ϐλέπουµε ότι οφείλουµε να υπολο-
γίσουµε δύο ορίζουσες 4× 4 πινάκων που και οι δυό τους έχουν τη µορφή

A =


⋆ 0 0 0
⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆


Οι τελευταίοι 4 × 4 πίνακες είναι κάτω τριγωνικοί µε µηδενικό στοιχείο στην κύρια διαγώνιό τους και
συνεπώς η ορίζουσά τους ισούται µε µηδέν. ΄Ωστε, σε αυτή την περίπτωση έχουµε :

|A| = 0

(2) ∆εύτερη Περίπτωση Αν το πέµπτο στοιχείο τής τέταρτης γραµµής δεν είναι µηδέν, τότε αφαιρώντας ένα
κατάλληλο πολλαπλάσιο τής τέταρτης γραµµής από την πέµπτη, µπορούµε να µηδενίσουµε το πέµπτο
στοιχείο τής πέµπτης γραµµής. ΄Ετσι προκύπτει ο πίνακας

B =


⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0


και εκ΄ κατασκευής έχουµε |A| = |B|.

Στον πίνακα B εναλλάσσουµε την πέµπτη µε την τέταρτη γραµµή. ΄Ετσι προκύπτει ένας πίνακας τής
µορφής

C =


⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ 0 0 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 0
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆


και εκ΄ κατασκευής έχουµε |C| = −|B|.

΄Οµως ο πίνακας C είναι της µορφής που µελετήσαµε στην πρώτη περίπτωση, και εποµένως έχουµε
|C| = 0. Συµπεραίνουµε ότι καιµστην δεύτερη περίπτωση έχουµε :

|A| = |B| = −|C| = 0

΄Αρα σε κάθε περίπτωση, έχουµε : |A| = 0.

Η ακολουθία Fibonacci Fn, n ≥ 0, είναι η ακολουθία ϕυσικών αριθµών η οποία ορίζεται ως εξής :

F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8, F6 = 13, F7 = 21, F8 = 34, F9 = 55

και κάθε όρος της, εκτός του µηδενικού, είναι το άθροισµα των δύο προηγούµενων, δηλαδή, ∀n ≥ 1:

Fn+1 = Fn + Fn−1

΄Ασκηση 30. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 1, η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0 0
0 −1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · −1 1 1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1





19

συµπίπτει µε τον n-οστό όρο της ακολουθίας Fibonacci, δηλαδή: |An| = Fn, ∀n ≥ 1.

Λύση. Για n = 1, έχουµε |A1| = 1 = F1.

Για n = 2, έχουµε |A2| = 1 =

∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = 2 = F2.

Για κάθε n ≥ 3, ϑα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0 0
0 −1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · −1 1 1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης στήλης

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0 0
0 −1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · −1 1 1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0 0
0 −1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · −1 1 1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Στο παραπάνω άθροισµα οριζουσών, οι ορίζουσες είναι µεγέθους (n−1)× (n−1), και η πρώτη είναι προφανώς
η ορίζουσα του πίνακα An−1. Αναπτύσσοντας την δεύτερη ορίζουσα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραµµής, η
ορίζουσα η οποία ϑα προκύψει είναι µεγέθους (n − 2) × (n − 2) και προφανώς συµπίπτει µε την ορίζουσα του
πίνακα An−2. Εποµένως, από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε :

|An| = |An−1|+ |An−2|

΄Ετσι, χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση, έχουµε |A3| = |A2| + |A1| = 2 + 1 = 3 = F3. ΄Ετσι, οι τρεις
πρώτες ορίζουσες, συµπίπτουν µε τους τρεις πρώτους όρους της ακολουθίας Fibonacci, και κάθε µια από τις
υπόλοιπες ορίζουσες προκύπτει ως το άθροισµα των δύο προηγούµενων. Αυτό σηµαίνει ότι |An| = Fn.

΄Ασκηση 31. ΄Εστω ότι x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



x y 0 · · · 0 0
0 x y · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x y
y 0 0 · · · 0 x


Λύση. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του An κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, έχουµε :

|A|n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0
0 x y · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x y
y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0
0 x y · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x y
0 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ορίζουσα τάξηςn−1

+(−1)1+ny

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y 0 0 · · · 0 0
x y 0 · · · 0 0
0 x y · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · y 0
0 0 0 · · · x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ορίζουσα τάξηςn−1

=

= x · xn−1 + (−1)n+1y · yn−1 = xn + (−1)n+1yn
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Εποµένως :
|An| = xn + (−1)n+1yn

΄Ασκηση 32. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 n n · · · n n
n 2 n · · · n n
n n 3 · · · n n
...

...
...

. . .
...

...
n n n · · · n− 1 n
n n n · · · n n


Λύση. Θα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 n n · · · n n
n 2 n · · · n n
n n 3 · · · n n
...

...
...

. . .
...

...
n n n · · · n− 1 n
n n n · · · n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γi→Γi−Γn

1≤i≤n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− n 0 0 · · · 0 0
0 2− n 0 · · · 0 0
0 0 3− n · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · n− 1− n 0
n n n · · · n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ορίζουσα (n− 1)× (n− 1)

κάτω τριγωνικού πίνακα
n(−1)(−2) · · · (3− n)(2− n)(1− n) =

= (−1)n−11 · 2 · · · (n− 3) · (n− 2) · (n− 1) · n = (−1)n−1n!

Εποµένως
|A| = (−1)n−1n!

΄Ασκηση 33. ΄Εστω ότι x είναι ένας πραγµατικός αριθµός. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



a x x · · · x x
x a x · · · x x
x x a · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · a x
x x x · · · x a


Λύση. Θα έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a x x · · · x x
x a x · · · x x
x x a · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · a x
x x x · · · x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Σ1→Σ1+Σ2+···+Σn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ (n− 1)x x x · · · x x
a+ (n− 1)x a x · · · x x
a+ (n− 1)x x a · · · x x

...
...

...
. . .

...
...

a+ (n− 1)x x x · · · a x
a+ (n− 1)x x x · · · x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
(
a+ (n− 1)x

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x · · · x x
1 a x · · · x x
1 x a · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
1 x x · · · a x
1 x x · · · x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γi+1→Γi+1−Γi

1≤i≤n−1
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(
a+ (n− 1)x

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x · · · x x
0 a− x 0 · · · 0 0
0 x− a a− x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a− x 0
0 0 0 · · · x− a a− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης στήλης

(
a+ (n− 1)x

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− x 0 · · · 0 0
x− a a− x · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
0 0 · · · a− x 0
0 0 · · · x− a a− x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ορίζουσα (n− 1)× (n− 1)

κάτω τριγωνικοί πίνακα

=
(
a+ (n− 1)x

)
(a− x)n−1

Εποµένως

|An| =
(
a+ (n− 1)x

)
(a− x)n−1

Η επόµενη ΄Ασκηση αποτελεί γενίκευση της ΄Ασκησης 33.

΄Ασκηση 34. ΄Εστω ότι x, a1, a2, · · · , an είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x an


Λύση. Η τελευταία στήλη του πίνακα A µπορεί να γραφεί

x
x
x
...
x
an


=



x
x
x
...
x
x


+



0
0
0
...
0

an − x


Γνωρίζουµε ότι αν µια στήλη Σj ενός πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα Σ′

j + Σ′′
j δύο στηλών Σ′

j και Σ′′
j , τότε

η ορίζουσα του πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα των οριζουσών |A′|+ |A′′| δύο πινάκων A′ και A′′, οι οποίοι
προκύπτουν από τον A αντικαθιστώντας την j-στήλη του A µε τις στήλες Σ′

j και Σ′′
j αντίστοιχα.

Εφαρµόζοντας την παραπάνω ιδιότητα στην τελευταία στήλη του πίνακα A έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x 0
x a2 x · · · x 0
x x a3 · · · x 0
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 0
x x x · · · x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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• Αναπτύσσοντας την δεύτερη ορίζουσα κατά τα στοιχεία της τελευταίας στήλης, έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x 0
x a2 x · · · x 0
x x a3 · · · x 0
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 0
x x x · · · x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (an − x) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (an − x)|An−1|

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε διότι η τελευταία ορίζουσα είναι µεγέθους (n−1)×(n−1) και άρα ταυτίζεται
µε την ορίζουσα του πίνακα An−1.

• Για την πρώτη ορίζουσα εργαζόµαστε ως εξής : αφαιρούµε την τελευταία στήλη από όλες τις υπόλοιπες
και έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − x 0 0 · · · 0 x
0 a2 − x 0 · · · 0 x
0 0 a3 − x · · · 0 x
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · an−1 − x x
0 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x(a1−x)(a2−x) · · · (an−1−x)

όπου η τελευταία ισότητα προέκυψε διότι ο πίνακας πριν την ισότητα είναι άνω τριγωνικός.

Συνοψίζοντας δείξαµε ότι :

(9) |An| = (an − x)|An−1|+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)

Ισχυρισµός: Η ορίζουσα του πίνακα An είναι ίση µε :

|An| = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an−1 − x)

+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)

... (∗)
+ x(a2 − x)(a3 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)

+ (a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)

• Αν n = 1, τότε προφανώς |A1| = a1 = x+ (a1 − x), και εποµένως ο παραπάνω τύπος (*) ισχύει.

• Αν n = 2, τότε προφανώς

|A2| =
∣∣∣∣ a1 x
x a2

∣∣∣∣ a1a2 − x2 = x(a1 − x) + x(a2 − x) + (a1 − x)(a2 − x)

και εποµένως ο παραπάνω τύπος (∗) ισχύει.

• Επαγωγική Υπόθεση Υποθέτουµε ότι ο παραπάνω τύπος (*) ισχύει για k = n.

Θα δείξουµε ότι ο παραπάνω τύπος ισχύει για k = n+ 1. Πράγµατι ϑα έχουµε :

|An+1|
(9)
= (an+1 − x)|An|+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)
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Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση την ορίζουσα |An| από τη σχέση (*), εύκολα ϐλέπουµε ότι

|An+1| = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an−1 − x)(an+1 − x)

+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)(an+1 − x)

...

+ x(a2 − x)(a3 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)(an+1 − x)

+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)

+ (a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)(an+1 − x)

δηλαδή ο παραπάνω τύπος (*) ισχύει και για k = n+ 1.

Σύµφωνα µε την Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής, ο τύπος (*) ισχύει για κάθε n ≥ 1.

Σχόλιο. Αν στην παραπάνω ΄Ασκηση 34, έχουµε x ̸= ai, 1 ≤ i ≤ n, τότε η ορίζουσα του πίνακα An µπορεί να
γραφεί ως εξής :

|An| = (x− a1)(x− a2) · · · (x− an)

(
1 +

x

x− a1
+

x

x− a2
+ · · ·+ x

x− an

)

΄Ασκηση 35. ΄Εστω r1, r2, · · · , rn ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 + r1 1 1 · · · 1 1
1 1 + r2 1 · · · 1 1
1 1 1 + r3 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 1 + rn−1 1
1 1 1 · · · 1 1 + rn


Λύση. Θέτουµε στην ΄Ασκηση 34: x = 1, και ai = 1 + ri, 1 ≤ i ≤ n, και τότε ϑα έχουµε :

|An| = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an−1 − x)

+ x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)

... (∗)
+ x(a2 − x)(a3 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)

+ (a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)(an − x)

= (1 + r1 − 1)(1 + r2 − 1) · · · (1 + rn−2 − 1)(1 + rn−1 − 1)

+ (1 + r1 − 1)(1 + r2 − 1) · · · (1 + rn−2 − 1)(1 + rn − 1)

... (∗)
+ (1 + r2 − 1)(1 + r3 − 1) · · · (1 + rn−1 − 1)(1 + rn − 1)

+ (1 + r1 − 1)(1 + r2 − 1) · · · (1 + rn−1 − 1)(1 + rn − 1)

= r1r2 · · · rn−2rn−1

+ r1r2 · · · rn−2rn

... (∗)
+ r2r3 · · · rn−1rn

+ r1r2 · · · rn−1rn
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Επειδή ri > 0, 1 ≤ i ≤ n, η παραπάνω σχεση µπορεί να γραφεί ως εξής :

|An| = (r1 + r2 + · · ·+ rn)

(
1 +

1

r1
+

1

r2
+ · · ·+ 1

rn

)

΄Ασκηση 36. ΄Εστω ότι x, a1, a2, · · · , an είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



x+ a1 a2 a3 · · · an−1 an
a1 x+ a2 a3 · · · an−1 an
a1 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a1 a2 a3 · · · x+ an−1 an
a1 a2 a3 · · · an−1 x+ an


Λύση. Για καλύτερη εποπτεία, συµβολίζουµε τον δοθέντα πίνακα µε An(x; a1, · · · , an).

• Αν n = 1, τότε ο δοθείς πίνακας είναι ο 1×1 πίνακας A1(x; a1) = (x+a1) και άρα |A1(x; a1)| = x+a1.

• Αν n = 2, τότε ο δοθείς πίνακας είναι ο 2× 2 πίνακας A2(x; a1, a2) =

(
x+ a1 a2
a2 x+ a2

)
και άρα

|A2(x; a1, a2)| = (x+ a1)(x+ a2)− a1a2 = x2 + xa1 + xa2 = x(x+ a1 + a2)

Ισχυρισµός: Η ορίζουσα του πίνακα An είναι ίση µε :

(10) |An(x; a1, · · · , an)| = xn−1(x+ a1 + a2 + · · ·+ an)

Οι παραπάνω υπολογισµοί δείχνουν ότι ο ισχυρισµός (10) είναι αληθής, όταν n = 1 ή n = 2.

• Επαγωγική Υπόθεση Υποθέτουµε ότι ο παραπάνω τύπος (10) ισχύει για k = n−1, δηλαδή υποθέτουµε ότι :

|An−1(x; a2, · · · , an)| = xn−2(x+ a2 + a3 + · · ·+ an) (∗)

Θα δείξουµε ότι ο παραπάνω τύπος ισχύει για k = n.

Παρατηρούµε ότι η πρώτη στήλη του πίνακα An(x; a1, · · · an)| µπορεί να γραφεί

x+ a1
a1
a1
...
a1
a1


=



x
0
0
...
0
0


+



a1
a1
a1
...
a1
a1


Γνωρίζουµε ότι αν µια στήλη Σj ενός πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα Σ′

j + Σ′′
j δύο στηλών Σ′

j και Σ′′
j , τότε

η ορίζουσα του πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα των οριζουσών |A′|+ |A′′| δύο πινάκων A′ και A′′, οι οποίοι
προκύπτουν από τον A αντικαθιστώντας την j-στήλη του A µε τις στήλες Σ′

j και Σ′′
j αντίστοιχα.

Εφαρµόζοντας την παραπάνω ιδιότητα στην τελευταία στήλη του πίνακα A έχουµε :

|An(x; a1, · · · an)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a1 a2 a3 · · · an−1 an
a1 x+ a2 a3 · · · an−1 an
a1 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a1 a2 a3 · · · x+ an−1 an
a1 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a2 a3 · · · an−1 an
0 x+ a2 a3 · · · an−1 an
0 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
0 a2 a3 · · · x+ an−1 an
0 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an−1 an
a1 x+ a2 a3 · · · an−1 an
a1 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a1 a2 a3 · · · x+ an−1 an
a1 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Αναπτύσσοντας την πρώτη ορίζουσα στο παραπάνω άθροισµα κατά τα στοιχεία της πρώτηξς στήλης, ϑα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a2 a3 · · · an−1 an
0 x+ a2 a3 · · · an−1 an
0 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
0 a2 a3 · · · x+ an−1 an
0 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ a2 a3 a4 · · · an−1 an
a2 x+ a3 a4 · · · an−1 an
a2 a3 x+ a4 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a2 a3 a4 · · · x+ an−1 an
a2 a3 a4 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Εποµένως ϑα έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a2 a3 · · · an−1 an
0 x+ a2 a3 · · · an−1 an
0 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
0 a2 a3 · · · x+ an−1 an
0 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x|An−1(x; a2, · · · , an)| (†)

Για την δεύτερη ορίζουσα στο πατραπάνω άθροισµα, αφαιρούµε την πρώτη γραµµή από όλες τις υπόλοιπες και
έχουµε :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an−1 an
a1 x+ a2 a3 · · · an−1 an
a1 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a1 a2 a3 · · · x+ an−1 an
a1 a2 a3 · · · an−1 x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2−Γ1, Γ3→Γ3−Γ1

··· ,Γn→Γn−Γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an−1 an
0 x 0 · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x 0
0 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a1x
n−1 (††)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (†) και (††) έπεται ότι

|An(x; a1, · · · , an)| = x|An−1(x; a2, · · · , an)|+ a1x
n−1

Χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση (∗): |An−1(x; a2, · · · , an)| = xn−2(x + a2 + a3 + · · · + an), ϑα
έχουµε :

|An(x; a1, · · · , an)| = x|An−1(x; a2, · · · , an)|+ a1x
n−1 = x

(
xn−2(x+ a2 + a3 + · · ·+ an)

)
+ a1x

n−1 =

xn−1(x+ a2 + a3 + · · ·+ an) + a1x
n−1 = xn−1(x+ a1 + a2 + a3 + · · ·+ an)

∆ηλαδή ο παραπάνω τύπος (10) ισχύει και για k = n. Εποµένως, σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής
Επαγωγής, ϑα έχουµε, ∀n ≥ 1:

|An(x; a1, · · · , an)| = xn−1(x+ a1 + a2 + a3 + · · ·+ an)
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΄Ασκηση 37. ΄Εστω ότι x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y 0


Λύση. Παρατηρούµε ότι η τελευταία στήλη του πίνακα An µπορεί να γραφεί

x
x
x
...
x
0


=



x
x
x
...
x
x


+



0
0
0
...
0
−x


Γνωρίζουµε ότι αν µια στήλη Σj ενός πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα Σ′

j + Σ′′
j δύο στηλών Σ′

j και Σ′′
j , τότε

η ορίζουσα του πίνακα A είναι ίση µε το άθροισµα των οριζουσών |A′|+ |A′′| δύο πινάκων A′ και A′′, οι οποίοι
προκύπτουν από τον A αντικαθιστώντας την j-στήλη του A µε τις στήλες Σ′

j και Σ′′
j αντίστοιχα.

Εφαρµόζοντας την παραπάνω ιδιότητα στην τελευταία στήλη του πίνακα An έχουµε :

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x · · · x 0
y 0 x · · · x 0
y y 0 · · · x 0
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 0
y y y · · · y −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Θέτουµε

Bn =



0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y x


και Cn =



0 x x · · · x 0
y 0 x · · · x 0
y y 0 · · · x 0
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 0
y y y · · · y −x


και τότε :

|An| = |Bn|+ |Cn|

Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα Cn κατά τα στοιχεία της τελευταίας στήλης, έχουµε :

|Cn| = (−x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x · · · x 0
y 0 x · · · x 0
y y 0 · · · x 0
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 0
y y y · · · y −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ορίζουσα τάξηςn−1

= (−x)|An−1|
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Για την ορίζουσα του πίνακα Bn, έχουµε :

|Bn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1→Γ1−Γ2,··· ,

Γn−1→Γn−1−Γn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−y x 0 · · · 0 0
0 −y x · · · 0 0
0 0 −y · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · −y 0
y y y · · · y x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία της

τελευταίας στήλης

= (−1)n+nx(−y)n−1 = x(−y)n−1

διότι ο πίνακας ο οποίος ϑα προκύψει είναι άνω τριγωνικός. Εποµένως, ∀n ≥ 2:

|An| = |Bn|+ |Cn| = x(−y)n−1 + (−x)|An−1| (∗)

Για να υπολογίζουµε την ορίζουσα |An|, υπολογίζουµε την |An| για µικρές τιµές του n (n = 1, 2, 3, 4) για να
µαντέψουµε την τιµή της |An|, και ακολούθως µε τη ϐοήθεια του αναδροµικού τύπου επαληθεύουµε την τιµής
που έχουµε µαντέψει.

• Προφανώς A0 = (0) και εποµένως |A0| = 0.

• Προφανώς A1 =

(
0 x
y 0

)
και εποµένως2 |A2| = −xy.

• Με τη ϐοήθεια του αναδροµικού τύπου (∗), έχουµε :

|A3| = x(−y)3−1 + (−x)|A3−1| = x(−y)2 + (−x)(−xy) = xy2 + x2y = xy(x+ y)

• Με τη ϐοήθεια του αναδροµικού τύπου (∗), έχουµε :

|A4| = x(−y)4−1+(−x)|A4−1| = x(−y)3+(−x)(xy(x+y)) = −xy3+(−x)(x2y+xy2) = −xy3−x3y−x2y2 =

= −(xy)(x2y + xy + xy2)

Ισχυρισµός: Η ορίζουσα του πίνακα An είναι ίση µε :

|An| = (−1)n−1xy
(
xn−2 + xn−3y + · · ·+ xyn−3 + yn−2

)
(†)

Οι παραπάνω υπολογισµοί δείχνουν ότι ο ισχυρισµός (†) είναι αληθής, όταν 1 ≤ n ≤ 4.

• Επαγωγική Υπόθεση Υποθέτουµε ότι n ≥ 3, και ότι ο παραπάνω τύπος (†) ισχύει για k = n − 1, δηλαδή
υποθέτουµε ότι :

|An−1| = (−1)n−2xy
(
xn−3 + xn−4y + · · ·+ xyn−4 + yn−3

)
(††)

Θα δείξουµε ότι ο παραπάνω τύπος ισχύει για k = n.

Χρησιµοποιώντας τον αναδροµικό τύπο (∗), ϑα έχουµε :

|An| = x(−y)n−1 + (−x)|An−1| = x(−y)n−1 + (−x)(−1)n−2xy
(
xn−3 + xn−4y + · · ·+ xyn−4 + yn−3

)
=

= (−1)n−1xyn−1 + (−1)n−1x(xy)
(
yn−2

)(
xn−3 + xn−4y + · · ·+ xyn−4 + yn−3

)
=

= (−1)n−1xy
(
yn−2 + xn−2 + xn−3y + · · ·+ xyn−3

)
2Ο υπολογισµός προκύπτει και από τον αναδροµικό τύπο (∗): |A2| = x(−y)2−1 + (−x)|A2−1| = −xy + (−x) · 0 = −xy.
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Εποµένως η τύπος (†) ισχύει και για k = n. Από την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, έπεται ότι ο τύπος (†)
ισχύει για κάθε n ≥ 1, και εποµένως3:

|An| = (−1)n−1xy
(
xn−2 + xn−3y + · · ·+ xyn−3 + yn−2

)

΄Ασκηση 38. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα µε στοιχεία από το σώµα K

V (x1, x2, · · · , xn) =



1 1 1 · · · 1 1
x1 x2 x3 · · · xn−1 xn
x21 x22 x23 · · · x2n−1 x2n
...

...
...

. . .
...

...
xn−2
1 xn−2

2 xn−2
3 · · · xn−2

n−1 xn−2
n

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n−1 xn−1
n


Η ορίζουσα |V (x1, x2, · · · , xn)| καλείται ορίζουσα Vandermonde τάξης n.

Λύση. Υπολογίζουµε πρώτα την ορίζουσα Vandermonde για µικρές τιµές του n, ξεκινλωντας από την πρώτη
µη-τετριµένη περίπτωση n = 2.

• Αν n = 2, τότε V (x1, x2) =

(
1 1
x1 x2

)
και εποµένως :

|V (x1, x2)| = x2 − x1

• Αν n = 3, τότε V (x1, x2, x3) =

 1 1 1
x1 x2 x3
x21 x22 x23

 και εποµένως :

|V (x1, x2, x3| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x1 x2 x3
x21 x22 x23

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2−Σ1

Σ3→Σ3−Σ1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
x1 x2 − x1 x3 − x1
x21 x22 − x21 x23 − x21

∣∣∣∣∣∣ =

= (x2 − x1)(x3 − x1)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
x1 1 1
x21 x2 + x1 x3 + x1

∣∣∣∣∣∣ =
ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρωτης γραµµής
(x2 − x1)(x3 − x1)

∣∣∣∣ 1 1
x2 + x1 x3 + x1

∣∣∣∣ = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 + x1 − x2 − x1) =

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2)

Ισχυρισµός: Για n το πλήθος τυχόντα στοιχεία y1, y2, · · · , yn ∈ K, η ορίζουσα του πίνακα V (y1, y2, · · · , yn)
είναι ίση µε :

|V (y1, y2, · · · , yn| =
∏

1≤i<j≤n

(yj − yi) (†)

3Αν x ̸= y, τότε ο τύπος (†) γράφεται και ως :

|An| = (−1)n−1xy
xn−1 − yn−1

x− y
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δηλαδή:

|V (y1, y2, y3| = (y2 − y1)

· (y3 − y1) · (y3 − y2)

· (y4 − y1) · (y4 − y2)(y4 − y3)

...

· (yn − y1) · (yn − y2) · · · (yn−1 − yn−1)

Οι παραπάνω υπολογισµοί δείχνουν ότι ο ισχυρισµός (†) είναι αληθής, όταν 2 ≤ n ≤ 3.

• Επαγωγική Υπόθεση Υποθέτουµε ότι n ≥ 3, και ότι ο παραπάνω τύπος (†) ισχύει για k = n. Θα δείξουµε
ότι ο παραπάνω τύπος ισχύει για k = n + 1. δηλαδή ϑα δείξουµε ότι, για n + 1 το πλήθος τυχόντα στοιχεία
x1, x2, · · · , xn+1 ∈ K:

|V (x1, x2, · · · , xn+1| =
∏

1≤i<j≤n+1

(xj − xi) (††)

|V (x1, x2, · · ·xn+1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
x1 x2 x3 · · · xn xn+1

x21 x22 x23 · · · x2n x2n+1
...

...
...

. . .
...

...
xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n xn−1
n+1

xn1 xn2 xn3 · · · xnn xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γn+1→Γn+1−x1Γn

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
x1 x2 x3 · · · xn xn+1

x21 x22 x23 · · · x2n x2n+1
...

...
...

. . .
...

...
xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n xn−1
n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 · · · xnn − x1x

n−1
n xnn+1 − xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Γn→Γn−x1Γn−1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
x1 x2 x3 · · · xn xn+1

x21 x22 x23 · · · x2n x2n+1
...

...
...

. . .
...

...
0 xn−1

2 − x1x
n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 · · · xnn−1 − x1x

n−2
n xn−1

n+1 − xn−2
n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 · · · xnn − x1x

n−1
n xnn+1 − xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία εκτελώντας τις πράξεις Γi+1 − x1Γi, 1 ≤ i ≤ n, προκύπτει ότι ϑα έχουµε

|V (x1, x2, · · · , xn+1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1 xn+1 − x1
0 x22 − x1x2 x23 − x1x3 · · · x2n − x1xn x2n+1 − x1xn+1
...

...
...

. . .
...

...
0 xn−1

2 − x1x
n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 · · · xnn−1 − x1x

n−2
n xn−1

n+1 − xn−2
n+1

0 xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 · · · xnn − x1x

n−1
n xnn+1 − xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρωτης στήλης
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1 xn+1 − x1
x22 − x1x2 x23 − x1x3 · · · x2n − x1xn x2n+1 − x1xn+1

...
...

. . .
...

...
xn−1
2 − x1x

n−2
2 xn−1

3 − x1x
n−2
3 · · · xnn−1 − x1x

n−2
n xn−1

n+1 − xn−2
n+1

xn2 − x1x
n−1
2 xn3 − x1x

n−1
3 · · · xnn − x1x

n−1
n xnn+1 − xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x2 − x1) · 1 (x3 − x1) · 1 · · · (xn − x1) · 1 (xn+1 − x1) · 1
(x2 − x1) · x2 (x3 − x1) · x3 · · · (xn − x1) · xn (xn+1 − x1) · xn+1

...
...

. . .
...

...
(x2 − x1) · xn−2

2 (x3 − x1) · xn−2
3 · · · (xn − x1) · xn−2

n (xn+1 − x1) · xn−2
n+1

(x2 − x1) · xn−1
2 (x3 − x1) · xn−1

3 · · · (xn − x1) · xn−1
n (xn+1 − x1) · xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)(xn+1 − x1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x2 x3 · · · xn xn+1
...

...
. . .

...
...

xn−2
2 xn−2

3 · · · xn−2
n xn−2

n+1

xn−1
2 xn−1

3 · · · xn−1
n xn−1

n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)(xn+1 − x1) · |V (x2, x3, · · · , xn+1)|

Εποµένως :

|V (x1, x2, · · · , xn+1)| = (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)(xn+1 − x1) · |V (x2, x3, · · · , xn+1)|

Από την επαγωγική υπόθεση, έχουµε ότι :

|V (x2, x3, · · · , xn+1)| =
∏

2≤i<j≤n+1

(xj − xi)

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις, έπετυαι ότι :

|V (x1, x2, · · · , xn+1)| = (x2−x1)(x3−x1) · · · (xn−x1)(xn+1−x1) ·
∏

2≤i<j≤n+1

(xj−xi) =
∏

1≤i<j≤n+1

(xj−xi)

∆ηλαδή δείξαµε ότι

|V (x1, x2, · · · , xn+1)| =
∏

1≤i<j≤n+1

(xj − xi)

Σύµφωνα µε την Αρχή Μαθηµατικής Επαγωγής, έπεται ότι, ∀n ≥ 2:

|V (x1, x2, · · · , xn)| =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)


