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Παρασκευή 19 Νοεµβρίου 2021

Υπενθυµίσεις από τη Θεωρία

Υπενθυµίζουµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα από τη ϑεωρία τα οποία µας διευκολύνουν στην µελέτη

συνόλων γεννητόρων, γραµµικά ανξάρτητων υποσυνόλων, και ϐάσεων ενός διανυσµατικού χώρου.

Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο E υπεράνω ενός σώµατος K και υποθέτουµε ότι dimKE = n. Σταθερο-

ποιούµε µια ϐάση B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
του E.

΄Εστω ότι x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m είναι m το πλήθος διανύσµατα του E. Τότε γνωρίζουµε ότι κάθε ένα από δια-

νύσµατα x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων τηςε

ϐάσης B:

x⃗1 = a11e⃗1 + a12e⃗2 + · · ·+ a1ne⃗n

x⃗2 = a21e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ a2ne⃗n
.
.
.

x⃗m = am1e⃗1 + am2e⃗2 + · · ·+ amne⃗n

Θεωρούµε τον πίνακα A = (aij) των συντελεστών των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m ως προς τη ϐάση B:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


1. ΄Εστω ότι A′

είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A:

A =


a′11 a′12 · · · a′1n
a′21 a′22 · · · a′2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

a′m1 a′m2 · · · a′mn


και έστω τα διανύσµατα

1
του E:

y⃗1 = a′11e⃗1 + a′12e⃗2 + · · ·+ a′1ne⃗n

y⃗2 = a′21e⃗1 + a′22e⃗2 + · · ·+ a′2ne⃗n
.
.
.

y⃗m = a′m1e⃗1 + a′m2e⃗2 + · · ·+ a′mne⃗n

1
Τα διανύσµατα y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗m έχουν προκύψει µετά την εκτέλεση πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεψων στα διανύσµα-

τα x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m.
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Τότε :

(1)

〈
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

〉
=

〈
y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗m

〉
2. Το σύνολο διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν το οµογενές

γραµµικό σύστηµα

tA · Λ = 0, όπου Λ =


λ1

λ2
.
.
.

λm


δηλαδή το οµογενές γραµµικό σύστηµα ως προς λ1, λ2, · · · , λn:

(2) (Σ) :


a11λ1 + a21λ2 + · · ·+ am1λm = 0
a12λ1 + a22λ2 + · · ·+ am2λm = 0

.

.

.

a1nλ1 + a2nλ2 + · · ·+ amnλm = 0

έχει µοναδική λύση την µηδενική
2
.

Ιδιαίτερα αν m = n, τότε το σύνολο διανυσµάτων

{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν

και µόνον αν |A| ≠ 0.

3. Αν E = Kn
, τότε τα 1. και 2. παίρνουν την ακόλουθη µορφή.

Τα διανύσµατα x⃗1, x⃗, · · · , x⃗m είναι διατεταγµένες n-άδες :

x⃗1 = (a11, a12, · · · , a1n)
x⃗2 = (a21, a22, · · · , a2n)

.

.

.

x⃗m = (am1, am2, · · · , amn)

Αν

A′ =


a′11 a′12 · · · a′1n
a′21 a′22 · · · a′2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

a′m1 a′m2 · · · a′mn


είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


τότε :

(3)

〈
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

〉
=

〈
y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗m

〉
όπου:

y⃗1 = (a′11, a
′
12, · · · , a′1n)

y⃗2 = (a′21, a
′
22, · · · , a′2n)
.
.
.

y⃗m = (a′m1, a
′
m2, · · · , a′mn)

2
Θα δούµε αργότερα ότι αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν m = r(A), όπου r(A) είναι η ϐαθµίδα του πίνακα A, δηλαδή το πλήθος

των οδηγών στην ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του A ή ισοδύναµα το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών, ή ισοδύναµα

γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα A.
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Επιπλέον το σύνολο διανυσµάτων

{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν

το οµογενές γραµµικό σύστηµα (Σ), ϐλέπε παραπάνω, έχει µόνο τη µηδενική λύση.

Ιδιαίτερα, αν m = n, τότε το σύνολο διανυσµάτων

{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν

και µόνον αν |A| ≠ 0.

4. ΄Εστω B ένα υποσύνολο του E. Τότε το υποσύνολο B είναι µια ϐάση του E αν και µόνον αν ικανοποιεί

τις 2 από τις ακόλουθες 3 ιδιότητες :

(αʹ) Το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(ϐʹ) Το σύνολο B παράγει τον χώρο E.

(γʹ) Ισχύει ότι :

(4) |B| = dimKE

5. ΄Εστω ότι το υποσύνολο διανυσµάτων C =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
του E είναι γραµµικά ανεξάρτητο

και υποθέτουµε ότι dimKE = n. Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι m ≤ n και το υποσύνολο C

µπορεί να συµπληρωθεί σε µια ϐάση B του E, δηλαδή υπάρχουν διανύσµατα x⃗m+1, · · · , x⃗n έτσι

ώστε το υποσύνολο B′ =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m, x⃗m+1, · · · , x⃗n

}
να είναι ϐάση του E.

Για να προσδιορίσουµε διανύσµατα x⃗m+1, · · · , x⃗n έτσι ώστε το υποσύνολο

B′ =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m, x⃗m+1, · · · , x⃗n

}
να είναι ϐάση του E, εργαζόµαστε ως εξής :

Θεωρούµε τον πίνακα A των συνιστωσών των διανυσµάτων x⃗1, · · · , x⃗m ως προς τη ϐάση B:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


και αναζητούµε n−m το πλήθος γραµµές(

ak1 ak2 · · · akn
)
, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n

έτσι ώστε ο πίνακας

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann


να είναι αντιστρέψιµος. Τότε ϑέτοντας

x⃗k = ak1e⃗1 + ak2x⃗k2 + · · ·+ akne⃗n, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n

από το 3 έπεται ότι το σύνολο διανυσµάτων B′ =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m, x⃗m+1, · · · , x⃗n

}
να είναι

ϐάση του E.

• Για τις λυσεις των ασκησεων που ακολουθουν θα εφαρµοζουµε ειτε τον ορισµο (συνολου γεννητορων,
γραµµικης ανεξαρτησιας, βασης) ειτε καποιο απο τα παραπανω αποτελεσµατα της Θεωριας.

΄Ασκηση 1. (1) Θεωρούµε τονR-διανυσµατικό χώροR2 τον οποίο συµβολίζουµε µεR2
R και τονQ-διανυσµατικό

χώρο R2 τον οποίο συµβολίζουµε µε R2
Q.

Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

x⃗ =
(
3 +

√
2, 1 +

√
2
)

και y⃗ =
(
7, 1 + 2

√
2
)

είναι γραµµικά εξαρτηµένο στονR-διανυσµατικό χώροR2
R και γραµµικά ανεξάρτητο στονQ-διανυσµατικό

χώρο R2
Q.
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(2) Θεωρούµε τον C-διανυσµατικό χώρο C2 τον οποίο συµβολίζουµε µε C2
C και τον R-διανυσµατικό χώρο

C2 τον οποίο συµβολίζουµε µε C2
R.

Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

x⃗ =
(
1− i, i

)
και y⃗ =

(
2, −1 + i

)
είναι γραµµικά εξαρτηµένο στονC-διανυσµατικό χώροC2

C και γραµµικά ανεξάρτητο στονR-διανυσµατικό
χώρο C2

R.

Λύση. (1) ΄Εστω a, b ∈ R έτσι ώστε ax⃗+ by⃗ = 0⃗. Τότε ϑα έχουµε :

a
(
3 +

√
2, 1 +

√
2
)
+ b

(
7, 1 + 2

√
2
)
= (0, 0) =⇒

(
a(3 +

√
2) + 7b, a(1 +

√
2) + b(1 + 2

√
2)
)
= (0, 0)

=⇒

{
a(3 +

√
2) + 7b = 0

a(1 +
√
2) + b(1 + 2

√
2) = 0

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση µε 1 +
√
2, τη δεύτερη σχέση µε −(3 +

√
2) και ακολούθως

προσθέτοντας τις σχέσεις που προκύπτουν, έπεται ότι :

b(7 + 7
√
2− 3−

√
2− 6

√
2− 4) = 0 =⇒ b · 0 = 0

εποµένως ο πραγµατικός αριθµός b µπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή. Θέτουµε b = −1 και
τότε από την πρώτη σχέση προκύπτει ότι :

a =
7

3 +
√
2
=

7(3−
√
2)

(3 +
√
2)(3−

√
2)

=
7(3−

√
2)

7
= 3−

√
2

Εποµένως ϑα έχουµε :
(3−

√
2)x⃗− y⃗ = 0⃗

δηλαδή τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα στον R-διανυσµατικό χώρο R2
R.

Αν τώρα a, b ∈ Q έτσι ώστε ax⃗+ by⃗ = 0⃗. Αν b ̸= 0, τότε από την πρώτη σχέση ϑα έχουµε :

a = − 7b

3 +
√
2
= − 7b(3−

√
2)

(3 +
√
2)(3−

√
2)

=
7b(3−

√
2)

7
= b(3−

√
2) = 3b− b

√
2

Τότε όµως ϑα έχουµε :
√
2 =

3b− a

b
Επειδή οι αριθµοί a, b είναι ϱητοί, έπεται ότι και ο αριθµός 3b−a

b =
√
2 είναι ϱητός και αυτό είναι άτοπο

διότι ο αριθµός
√
2 είναι άρρητος. Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι b ̸= 0. ΄Αρα b = 0 και τότε

από την πρώτη σχέση ϑα έχουµε :

a(3 +
√
2) = 0 =⇒ a(3 +

√
2)(3−

√
2) = 0 =⇒ 7a = 0 =⇒ a = 0

΄Ετσι δείξαµε ότι a = b = 0 και άρα τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον Q-
διανυσµατικό χώρο R2

Q.

(2) ΄Εστω a, b ∈ C έτσι ώστε ax⃗+ by⃗ = 0⃗. Τότε ϑα έχουµε :

a
(
1− i, i

)
+ b

(
2, −1 + i

)
= (0, 0) =⇒

(
a(1− i) + 2b, ai+ b(−1 + i)

)
= (0, 0)

=⇒

{
a(1− i) + 2b = 0

ai+ b(−1 + i) = 0

Πολλαπλασιάζοντας την πρώτη σχέση µε−i και τη δεύτερη σχέση µε 1−i, και ακολούθως προσθέτοντας
τις σχέσεις που προκύπτουν, έπεται ότι ϑα έχουµε :

b(−1 + i+ i+ 1)− 2bi = 0 =⇒ b · 0 = 0

εποµένως ο µιγαδικός αριθµός b µπορεί να πάρει οποιαδήποτε µιγαδική τιµή. Θέτουµε b = −1 και τότε
από την πρώτη σχέση προκύπτει ότι :

a =
2

1− i
=

2(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=

2(1 + i)

2
= 1 + i
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Εποµένως ϑα έχουµε :
(1 + i)x⃗− y⃗ = 0⃗

δηλαδή τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα στον C-διανυσµατικό χώρο C2
C.

Αν τώρα a, b ∈ R έτσι ώστε ax⃗+ by⃗ = 0⃗. Αν b ̸= 0, τότε από την πρώτη σχέση ϑα έχουµε :

a = − 2b

1− i
= − 2b(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=

2b(1 + i)

2
= b(1 + i) =⇒ 1 + i =

a

b

Επειδή οι αριθµοί a, b είναι πραγµατικοί, έπεται ότι και ο αριθµός a
b = 1+ i είναι πραγµατικός και αυτό

είναι άτοπο διότι ο αριθµός 1 + i δεν είναι πραγµατικός. Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι b ̸= 0.
΄Αρα b = 0 και τότε από την πρώτη σχέση ϑα έχουµε :

a(1− i) = 0 =⇒ a(1− i)(1 + i) = 0 =⇒ 2a = 0 =⇒ a = 0

΄Ετσι δείξαµε ότι a = b = 0 και άρα τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον R-
διανυσµατικό χώρο C2

R.

΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

C =
{
x⃗1 = (1, 2, 1), x⃗2 = (1, 1, 0), x⃗3 = (0, 2, 1)

είναι µια ϐάση του R3 και ακολούθως να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος x⃗ = (3, 2, 0) ως τη ϐάση C.

Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 2 1
1 1 0
0 2 1


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, x⃗3. Επειδή όπως µπορούµε να υπολογίσουµε
εύκολα:

|A| = 1 ̸= 0

έπεται ότι το σύνολο C είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Επειδή dimRR3 = 3 = |C|, έπεται ότι το σύνολο C είναι µια
ϐάση του R3.

΄Εστω το διάνυσµα x⃗ = (3, 2, 0). Γνωρίζουµε τότε ότι υπάρχουν µοναδικοί πραγµατικοί αριθµοί a, b, c έτσι
ώστε : x⃗ = ax⃗1 + bx⃗2 + cx⃗3. Τότε :

x⃗ = ax⃗1 + bx⃗2 + cx⃗3 =⇒ (3, 2, 0) = a(1, 2, 1) + b(1, 1, 0) + c(0, 2, 1) = (a+ b, 2a+ b+ 2c, a+ c)

Εποµένως ϑα έχουµε :  a+ b = 3
2a+ b+ 2c = 2
a+ c = 0

=⇒ a = 1, b = 2, c = −1

Εποµένως :
x⃗ = x⃗1 + 2x⃗2 − x⃗3

΄Ασκηση 3. Να προσδιοριστεί µια ϐάση και η διάσταση του R-υποχώρου

V =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b

}
⊆ R4

Λύση. ΄Εχουµε

V =
{
(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b

}
=

{
(a, b, a− b, a+ b) ∈ R4 | a, b ∈ R

}
=

{
(a, 0, a, a) + (0, b,−b, b) ∈ R4 | a, b ∈ R

}
=

{
a(1, 0, 1, 1) + b(0, 1,−1, 1) ∈ R4 | a, b ∈ R

}
=

〈
(1, 0, 1, 1), (0, 1,−1, 1)

〉
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και άρα τα διανύσµατα ε⃗1 = (1, 0, 1, 1) και ε⃗2 = (0, 1,−1, 1) παράγουν τον υπόχωρο V. ΄Εστω

λ1(1, 0, 1, 1) + λ2(0, 1,−1, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒ (λ1, λ2, λ1 − λ2, λ1 + λ2) = (0, 0, 0, 0)

=⇒ λ1 = λ2 = 0

’ρα τα διανύσµατα
{
ε⃗1, ε⃗2

}
είναι γραµικά ανεξάρτητα και αφού δείξαµε ότι παράγουν τον χώρο V έπεται ότι

αποτελούν µια ϐάση του V. Συνεπώς έχουµε dimRV = 2.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω a ∈ K και ϑεωρούµε το σύνολο διανυσµάτων του K3:

C =
{
x⃗ = (a2, 0, 1), y⃗ = (0, a, 2), z⃗ = (1, 0, 1)

}
(1) Να προσδιοριστούν όλες οι τιµές του a ∈ K, για τις οποίες το σύνολο διανυσµάτων C είναι γραµµικά

ανεξάρτητο.
(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V = ⟨x⃗, y⃗, z⃗ ⟩
(3) Να συµπληρωθεί η ϐάση που ϐρέθηκε στο (2) σε µια ϐάση του R3.

Λύση. 1. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

a2 0 1
0 a 2
1 0 1


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗, y⃗, και z⃗. Γνωρίζουµε τότε ότι τα διανύσµατα
x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή αν
και µόνον αν : ∣∣∣∣∣∣

a2 0 1
0 a 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

Εύκολα ϐλέπουµε ότι∣∣∣∣∣∣
a2 0 1
0 a 2
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = a3 − a = a(a2 − 1) = a(a− 1)(a+ 1)

Εποµένως
|A| = 0 =⇒ a = 0 ή a = 1 ή a = −1

Συµπεραίνουµε ότι

τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα ⇐⇒ a ̸= 0 και a ̸= 1 και a ̸= −1

2. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν a ̸= 0 και a ̸= 1, και a ̸= −1, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και

άρα αποτελούν ϐάση του V. Ιδιαίτερα :

dimRV = 3

Παρατηρούµε ότι επειδή ο V είναι υπόχωρος του R3 και dimRV = 3 = dimRR3, ϑα έχουµε : V = R3.
(ϐʹ) Αν a = 0, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα και έχουµε :

x⃗ = (0, 0, 1), y⃗ = (0, 0, 2), z⃗ = (1, 0, 1)

δηλαδή y⃗ = 2x⃗, και τότε :
V = ⟨x⃗, z⃗ ⟩

Προφανώς τα διανύσµατα x⃗ και z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα : αν λ1x⃗+ λ2z⃗ = 0⃗, τότε ϑα έχουµε
λ1(0, 0, 1) + λ2(1, 0, 1) = (0, 0, 0) και άρα (λ2, 0, λ1 + λ2) = (0, 0, 0) από όπου προκύπτει άµεσα
ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως τα διανύσµατα x⃗ και z⃗ αποτελούν ϐάση του V και ιδιαίτερα

dimRV = 2
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(γʹ) Αν a = 1, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα και έχουµε :

x⃗ = (1, 0, 1), y⃗ = (0, 1, 2), z⃗ = (1, 0, 1)

δηλαδή x⃗ = z⃗, και τότε :
V = ⟨x⃗, y⃗ ⟩

Προφανώς τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα : αν λ1x⃗+ λ2y⃗ = 0⃗, τότε ϑα έχουµε
λ1(1, 0, 1)+λ2(0, 1, 2) = (0, 0, 0) και άρα (λ1, λ2, λ1+2λ2) = (0, 0, 0) από όπου προκύπτει άµεσα
ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ αποτελούν ϐάση του V και ιδιαίτερα

dimRV = 2

(δʹ) Αν a = −1, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα και έχουµε :

x⃗ = (1, 0, 1), y⃗ = (0, −1, 2), z⃗ = (1, 0, 1)

δηλαδή x⃗ = z⃗, και τότε :
V = ⟨x⃗, y⃗ ⟩

Προφανώς τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα : αν λ1x⃗+ λ2y⃗ = 0⃗, τότε ϑα έχουµε
λ1(1, 0, 1) + λ2(0,−1, 2) = (0, 0, 0) και άρα (λ1,−λ2, λ1 + 2λ2) = (0, 0, 0) από όπου προκύπτει
άµεσα ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως τα διανύσµατα x⃗ και y⃗ αποτελούν ϐάση του V και ιδιαίτερα

dimRV = 2

3. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν a ̸= 0 και a ̸= 1, και a ̸= −1, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ αποτελούν ήδη ϐάση του V = R3.
(ϐʹ) Αν a = 0, τότε έχουµε τη ϐάση

x⃗ = (0, 0, 1), z⃗ = (1, 0, 1)

του V. Θεωρούµε το διάνυσµα e⃗2 = (0, 1, 0). Επειδή∣∣∣∣∣∣
0 0 1
1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι τα διανύσµατα x⃗, z⃗ και e⃗2 αποτελούν µια ϐάση του R3 η οποία συµπληρώνει τη ϐάση{
x⃗, z⃗

}
του V.

(γʹ) Αν a = 1, τότε έχουµε τη ϐάση

x⃗ = (1, 0, 1), y⃗ = (0, 1, 2)

του V. Θεωρούµε το διάνυσµα e⃗3 = (0, 0, 1). Επειδή∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

έπεται ότι τα διανύσµατα x⃗, y⃗ και e⃗3 αποτελούν µια ϐάση του R3 η οποία συµπληρώνει τη ϐάση{
x⃗, y⃗

}
του V.

(δʹ) Αν a = −1, τότε έχουµε τη ϐάση

x⃗ = (1, 0, 1), y⃗ = (0, −1, 2)

του V. Θεωρούµε το διάνυσµα e⃗3 = (0, 0, 1). Επειδή∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 −1 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1

έπεται ότι τα διανύσµατα x⃗, y⃗ και e⃗3 αποτελούν µια ϐάση του R3 η οποία συµπληρώνει τη ϐάση{
x⃗, y⃗

}
του V.
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΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3:

x⃗ = (1,−2, k), y⃗ = (3, 0,−2), z⃗ = (2,−1,−5)

(1) Να ϐρεθεί για ποιές τιµές του κ ∈ R, τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
(2) Για τις τιµές του κ ∈ R, για τις οποίες τα διανύσµατα x⃗, y⃗, και z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα, να ϐρεθεί

µια σχέση γραµµικής εξάρτησης τους.
(3) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V = ⟨x⃗, y⃗, z⃗ ⟩.
(4) Να ϐρεθεί υπόχωρος U έτσι ώστε :

R3 = V⊕ U

Λύση. (1) Τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνον αν η ορίζουσα του πίνακα του οποίου
οι γραµµές είναι οι συνιστώσες των διάνυσµάτων x⃗, y⃗, z⃗, είναι µη-µηδενική. Επειδή∣∣∣∣∣∣

1 −2 k
3 0 −2
2 −1 −5

∣∣∣∣∣∣ = 24 + 3k ̸= 0 ⇐⇒ k ̸= −8

έπεται ότι τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και µόνον αν k ̸= −8.
(2) Από το (1), τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα αν και µόνον αν k = −8. ΄Ετσι ϑέτουµε

k = −8 και ϑεωρούµε τα διανύσµατα y⃗, z⃗ τα οποία είναι γραµµικά ανεξάρτητα διότι :

κy⃗ + λz⃗ = 0⃗ =⇒ κ(3, 0,−2) + λ(2,−1,−5) = (0, 0, 0) =⇒ (3κ+ 2λ,−λ,−2κ− 5λ) = (0, 0, 0) =⇒

=⇒


3κ+ 2λ = 0

−λ = 0

−2κ− 5λ = 0

=⇒ κ = λ = 0

Επειδή, για k = −8, τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα και τα διανύσµατα y⃗, z⃗ είναι γραµµικά
ανεξάρτητα, έπεται από τη Θεωρία ότι x⃗ ∈ ⟨y⃗, z⃗ ⟩ = V. ΄Αρα υπάρχουν κ, λ ∈ R έτσι ώστε :

x⃗ = κy⃗ + λz⃗ =⇒ (1,−2,−8) = (3κ+ 2λ,−λ,−2κ− 5λ) =⇒


3κ+ 2λ = 1

−λ = −2

−2κ− 5λ = −8

=⇒

=⇒

{
κ = −1

λ = 2
=⇒ x⃗ = −y⃗ + 2z⃗

(3) Αν k ̸= −8, τότε τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και εποµένως αποτελούν ϐάση του R3.
Τότε ϑα έχουµε προφανώς V = R3.

Αν k = −8, τότε γνωρίζουµε ότι x⃗ ∈ ⟨y⃗, w⃗ ⟩ και τα διανύσµατα y⃗, w⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως
V = ⟨y⃗, w⃗ ⟩. Θεωρούµε τον 2× 3 πίνακα

A =

(
3 0 −2
2 −1 −5

)
Γ1→ 1

3
Γ1 //

(
1 0 −2/3
2 −1 −5

)
Γ2→Γ2−2Γ1//

(
1 0 −2/3
0 −1 −11/3

)
Γ2→−Γ2 //

(
1 0 −2/3
0 1 11/3

)
= Γ(A)

Εποµένως ϑα έχουµε :

V =

〈(
1, 0, −2

3

)
,

(
0, 1,

11

3

)〉
=

{(
κ, λ,

−2κ+ 11λ

3

)
∈ R3 | κ, λ ∈ R

}
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

dimRV =

{
3, αν k ̸= −8, και τότε µια ϐάση του V είναι η κανονική ϐάση του R3

2, αν k = −8, και τότε µια ϐάση του V είναι η
{(

1, 0, −2
3

)
,
(
0, 1, 113

)}
(4) Αν k ̸= −8, τότε γνωρίζπυµε ότι V = R3 και εποµένως σάυτή την περίπτωση µπορούµε να επιλέξουµε

U =
{
0⃗
}

, καθώς τότε έχουµε R3 = V = V⊕ U.
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΄Εστω k = −8. Αναζητούµε ένα διάνυσµα (a, b, c) ∈ R3 έτσι ώστε η τριάδα (a, b, c), (1, 0, −2
3), (0, 1,

11
3 ) να

είναι ϐάση του R3. Ισοδύναµα αναζητούµε γραµµή (∗ ∗ ∗) η οποία να συµπληρώνει τον 2× 3 πίνακα(
1 0 −2/3
0 1 11/3

)
σε έναν αντιστρέψιµο 3× 3 πίνακα 1 0 −2/3

0 1 11/3
∗ ∗ ∗


Θεωρούµε τον πίνακα 1 0 −2/3

0 1 11/3
0 0 1


ο οποίος προφανώς είναι αντιστρέψιµος. ΄Αρα µπορούµε να επιλέξουµε (a, b, c) = (0, 0, 1) και τότε ϑέτοντας

U = ⟨(0, 0, 1)⟩ =
{
(0, 0, k)

}
∈ R3 | k ∈ R

}
ϑα έχουµε :

R3 = V⊕ U

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε διανύσµατα e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n και x⃗:

(1)

e⃗1 = (1, 1, 1), e⃗2(1, 1, 2), e⃗3 = (1, 2, 3) και x⃗ = (6, 9, 14)

(2)

e⃗1 = (2, 1,−3), e⃗2(3, 2,−5), e⃗3 = (1,−1, 1) και x⃗ = (6, 2,−7)

(3)

e⃗1 = (1, 2,−1,−2), e⃗2(2, 3, 0,−1), e⃗3 = (1, 2, 1, 4), e⃗4 = (1, 3,−1, 0) και x⃗ = (7, 14,−1, 2)

Να δειχθεί, σε κάθε περίπτωση, ότι το σύνολο B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
είναι ϐάση και να ϐρεθούν οι συνιστώσες

του διανύσµατος x⃗ ως προς τη ϐάση B.

Λύση. (1) Θεωρούµε τον 3× 3 πίνακα A

A =

1 1 1
1 1 2
1 2 3


ο οποίος σχηµατίζεται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων του συνόλου

B =
{
e⃗1 = (1, 1, 1), e⃗2 = (1, 1, 2), e⃗3 = (1, 2, 3)

}
Υπολογίζουµε εύκολα ότι

|A| = −1

΄Αρα το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι ϐάση του R3.

΄Εστω x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3. Τότε ϑα έχουµε :

x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3 =⇒ (6, 9, 14) = x1(1, 1, 1) + x2(1, 1, 2) + x3(1, 2, 3) =⇒

(Σ)


x1 + x2 + x3 = 6

x1 + x2 + 2x3 = 9

x1 + 2x2 + 3x3 = 14

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η µοναδική λύση του (Σ) είναι η

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3

΄Αρα οι συνιστώσες του x⃗ ως προς τη ϐάση B είναι x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, δηλαδή

x⃗ = e⃗1 + 2e⃗2 + 3e⃗3
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(2) Θεωρούµε τον 3× 3 πίνακα A

A =

2 1 −3
3 2 −5
1 −1 1


ο οποίος σχηµατίζεται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων του συνόλου

B =
{
e⃗1 = (2, 1,−3), e⃗2 = (3, 2,−5), e⃗3 = (1,−1, 1)

}
Υπολογίζουµε εύκολα ότι

|A| = 1

΄Αρα το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι ϐάση του R3.

΄Εστω x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3. Τότε ϑα έχουµε :

x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3 =⇒ (6, 2,−7) = x1(2, 1,−3) + x2(3, 2,−5) + x3(1,−1, 1) =⇒

(Σ)


2x1 + 3x2 + x3 = 6

x1 + 2x2 − x3 = 2

−3x1 − 5x2 + x3 = −7

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η µοναδική λύση του (Σ) είναι η

x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1

΄Αρα οι συνιστώσες του x⃗ ως προς τη ϐάση B είναι x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1, δηλαδή

x⃗ = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3

(3) Θεωρούµε τον 4× 4 πίνακα A

A =


1 2 −1 2
2 3 0 −1
1 2 1 4
1 3 −1 0


ο οποίος σχηµατίζεται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων του συνόλου

B =
{
e⃗1 = (1, 2,−1, 2), e⃗2 = (2, 3, 0,−1), e⃗3 = (1, 2, 1, 4), e⃗4 = (1, 3,−1, 0)

}
Υπολογίζουµε εύκολα ότι

|A| = 2

΄Αρα το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι ϐάση του R4.

΄Εστω x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3 + x4e⃗4. Τότε ϑα έχουµε :

x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + x3e⃗3 + x4e⃗4 =⇒
=⇒ (7, 14,−1, 2) = x1(1, 2,−1, 2) + x2(2, 3, 0,−1) + x3(1, 2, 1, 4) + x4(1, 3,−1, 0) =⇒

(Σ)


x1 + 2x2 + x3 + x4 = 7

2x1 + 3x2 + 2x3 + 3x4 = 14

−x1 + x3 − x4 = −1

2x1 − x2 + 4x3 = 2

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η µοναδική λύση του (Σ) είναι η

x1 = 0, x2 = 2, x3 = 1, x4 = 2

΄Αρα οι συνιστώσες του x⃗ ως προς τη ϐάση B είναι x1 = 0, x2 = 2, x3 = 1, x4 = 2, δηλαδή

x⃗ = 2e⃗2 + e⃗3 + 2e⃗4

΄Ασκηση 7. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων B είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ακολούθως
να συµπληρωθεί το σύνολο B σε µια ϐάση του αντίστοιχου χώρου:



11

(1)

ϵ⃗1 = (2, 2, 7,−1), ϵ⃗2 = (3,−1, 2, 4), ϵ⃗3 = (1, 1, 3, 1)

(2)

ϵ⃗1 = (2, 3,−4,−1), ϵ⃗2 = (1,−2, 1, 3)

Λύση. (1) ΄Εστω λ1, λ2, λ3 ∈ R έτσι ώστε :

λ1ϵ⃗1 + λ2ϵ⃗2 + λ3ϵ⃗3 = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1(2, 2, 7,−1) + λ2(3,−1, 2, 4) + λ3(1, 1, 3, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒

=⇒ (Σ)


2λ1 + 3λ2 + λ3 = 0

2λ1 − λ2 + λ3 = 0

7λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0

−λ1 + 4λ2 + λ3 = 0

=⇒


2 3 1
2 −1 1
7 2 3

−1 4 1


λ1

λ2

λ3

 =


0
0
0
0


Το (Σ) είναι ένα οµογενές σύστηµα µε αγνώστους τα λ1, λ2, λ3 και ο πίνακας του (Σ) είναι ο

A =


2 3 1
2 −1 1
7 2 3

−1 4 1


Εύκολα ϐλέπουµε ότι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του A είναι ο πίνακας

Γ(A) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


και εποµένως το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα (Σ′)

Γ(A)X = O, δηλαδή


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


λ1

λ2

λ3

 =


0
0
0
0


το οποίο προφανώς έχει µόνο τη µηδενική λύση

λ1 = λ2 = λ3 = 0

Εποµένως το σύνολο διανυσµάτων B′ =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Αναζητούµε ένα διάνυσµα ϵ⃗4 = (a, b, c, d) ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο B = B′ ∪
{
ϵ⃗4
}

να είναι ϐάση
του R4. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον πίνακα2 2 7 −1

3 2 −1 4
1 1 3 1


του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστλωσες των διανυσµάτων ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3, αναζητούµε
τετράδα αριθµών (a, b, c, d) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


2 2 7 −1
3 2 −1 4
1 1 3 1
a b c d


να είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή |X| ≠ 0. Επιλέγοντας (a, b, c, d) = (0, 0, 0, 1) προκύπτει εύκολα ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 7 −1
3 2 −1 4
1 1 3 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4 ̸= 0



12

και εποµένως, ϑέτοντας ϵ⃗4 = (0, 0, 0, 1), έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του R4 η οποία περιέχει
το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων B′.

(2) ΄Εστω λ1, λ2 ∈ R έτσι ώστε :

λ1ϵ⃗1 + λ2ϵ⃗2 = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1(2, 3,−4,−1) + λ2(1,−2, 1, 3) = (0, 0, 0, 0) =⇒

=⇒


2λ1 + λ2 = 0

3λ1 − 2λ2 = 0

−4λ1 + λ2 = 0

−λ1 + 3λ2 = 0

Το παραπάνω οµογενές σύστηµα µε αγνώστους τα λ1, λ2 έχει προφανώς µόνο τη µηδενική λύση: από
την τρίτη εξίσωση έχουµε λ2 = 4λ1 και τότε από την πρώτη έχουµε 6λ1 = 0 από όπου λ1 = λ2 = 0.
Εποµένως το σύνολο διανυσµάτων B′ =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Αναζητούµε δύο διανύσµατα ϵ⃗3 = (x, y, z, w), ϵ⃗4 = (a, b, c, d) ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο B =
B′ ∪

{
ϵ⃗3, ϵ⃗4

}
να είναι ϐάση του R4. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον πίνακα(

2 3 −4 −1
1 −2 1 3

)
του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων ϵ⃗1, ϵ⃗2, αναζητούµε δύο
τετράδες αριθµών (x, y, z, w), (a, b, c, d) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


2 3 −4 −1
1 −2 1 3
x y z w
a b c d


να είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή |X| ̸= 0. Επιλέγοντας (x, y, z, w) = (0, 0, 1, 0) και (a, b, c, d) =
(0, 0, 0, 1) προκύπτει εύκολα ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 −4 −1
1 −2 1 3
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −7 ̸= 0

και εποµένως, ϑέτοντας ϵ⃗3 = (0, 0, 1, 0) και ϵ⃗4 = (0, 0, 0, 1), έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του
R4 η οποία περιέχει το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων B′.

΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων B είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ακολούθως
να συµπληρωθεί το σύνολο B σε µια ϐάση του αντίστοιχου χώρου:

(1)

ϵ⃗1 = (4, 3,−1, 1, 1), ϵ⃗2 = (2, 1,−3, 2,−5), ϵ⃗3 = (1,−3, 0, 1,−2), ϵ⃗4 = (1, 5, 2,−2, 6)

(2)

ϵ⃗1 = (2, 3, 5,−4, 1), ϵ⃗2 = (1,−1, 2, 3, 5)

Λύση. (1) ΄Εστω λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R έτσι ώστε :

λ1ϵ⃗1 + λ2ϵ⃗2 + λ3ϵ⃗3 + λ4ϵ⃗4 = (0, 0, 0, 0, 0) =⇒
=⇒ λ1(4, 3,−1, 1, 1) + λ2(2, 1,−3, 2,−5) + λ3(1,−3, 0, 1,−2) + λ4(1, 5, 2,−2, 6) = (0, 0, 0, 0) =⇒

=⇒ (Σ)



4λ1 + 2λ2 + λ3 + λ4 = 0

3λ1 + λ2 − 3λ3 + 5λ4 = 0

−λ1 − 3λ2 + 2λ4 = 0

λ1 + 2λ2 + λ3 − 2λ4 = 0

λ1 − 5λ2 − 2λ3 + 6λ4 = 0
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Το (Σ) είναι ένα οµογενές σύστηµα µε αγνώστους τα λ1, λ2, λ3, λ4 και ο πίνακας του (Σ) είναι ο

A =


4 2 1 1
3 1 −3 5

−1 −3 0 2
1 2 1 −2
1 −5 −2 6


Εύκολα ϐλέπουµε ότι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του A είναι ο πίνακας

Γ(A) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


και εποµένως το σύστηµα (Σ) είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα (Σ′)

Γ(A)X = O, δηλαδή


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



λ1

λ2

λ3

λ4

 =


0
0
0
0
0


το οποίο προφανώς έχει µόνο τη µηδενική λύση

λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0

Εποµένως το σύνολο διανυσµάτων B′ =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Αναζητούµε ένα διάνυσµα ϵ⃗5 = (a, b, c, d, e) ∈ R5 έτσι ώστε το σύνολο B = B′ ∪
{
ϵ⃗5
}

να είναι ϐάση
του R4. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον πίνακα

4 3 −1 1 1
2 1 −3 2 −5
1 −3 0 1 −2
1 5 2 −2 6


του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3, ϵ⃗4, αναζητούµε µια
πεντάδα αριθµών (a, b, c, d, e) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


4 3 −1 1 1
2 1 −3 2 −5
1 −3 0 1 −2
1 5 2 −2 6
a b c d e


να είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή |X| ≠ 0. Επιλέγοντας (a, b, c, d, e) = (1, 0, 0, 0, 0) προκύπτει εύκολα
ότι : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 3 −1 1 1
2 1 −3 2 −5
1 −3 0 1 −2
1 5 2 −2 6
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 22 ̸= 0

και εποµένως, ϑέτοντας ϵ⃗5 = (1, 0, 0, 0, 0) έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του R5 η οποία περιέχει
το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων B′.

(2) ΄Εστω λ1, λ2 ∈ R έτσι ώστε :

λ1ϵ⃗1 + λ2ϵ⃗2 = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1(2, 3, 5,−4, 1) + λ2(1,−1, 2, 3, 5) = (0, 0, 0, 0) =⇒
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=⇒



2λ1 + λ2 = 0

3λ1 − λ2 = 0

5λ1 + 2λ2 = 0

−4λ1 + 3λ2 = 0

λ1 + 5λ2 = 0

Το παραπάνω οµογενές σύστηµα µε αγνώστους τα λ1, λ2 έχει προφανώς µόνο τη µηδενική λύση: από
την δεύτερη εξίσωση έχουµε λ2 = 3λ1 και τότε από την πρώτη έχουµε 5λ1 = 0 από όπου λ1 = λ2 = 0.
Εποµένως το σύνολο διανυσµάτων B′ =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Αναζητούµε τρία διανύσµατα ϵ⃗3 = (a1, a2, a3, a4, a5), ϵ⃗4 = (b1, b2, b3, b4, b5), ϵ⃗5 = (c1, c2, c3, c4, c5) ∈
R5 έτσι ώστε το σύνολο B = B′ ∪

{
ϵ⃗3, ϵ⃗4, ϵ⃗5

}
να είναι ϐάση του R5. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον

πίνακα (
2 3 5 −4 1
1 −1 2 3 5

)
του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων ϵ⃗1, ϵ⃗2, αναζητούµε τρεις
πεντάδες αριθµών (a1, a2, a3, a4, a5), (b1, b2, b3, b4, b5), (c1, c2, c3, c4, c5) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


2 3 5 −4 1
1 −1 2 3 5
a1 a2 a3 a4 a5
b1 b2 b3 b4 b5
c1 c2 c3 c4 c5


να είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή |X| ≠ 0. Επιλέγοντας

(a1, a2, a3, a4, a5) = (0, 0, 1, 0, 0), (b1, b2, b3, b4, b5) = (0, 0, 0, 1, 0), (c1, c2, c3, c4, c5) = (0, 0, 0, 0, 1)

προκύπτει εύκολα ότι : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 5 −4 1
1 −1 2 3 5
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5 ̸= 0

και εποµένως, ϑέτοντας

ϵ⃗3 = (0, 0, 1, 0, 0), ϵ⃗4 = (0, 0, 0, 1, 0), ϵ⃗5 = (0, 0, 0, 0, 1)

έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του R4 η οποία περιέχει το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυ-
σµάτων B′.

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4:

x⃗ = (3, 9,−4,−2), y⃗ = (1,−2, 0, 3), z⃗ = (2, 3, 0,−1), w⃗ = (2,−1, 2, 1)

(1) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος V ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗.
(2) Να εξετασθεί αν τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
(3) Αν τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα, να ϐρεθεί µια σχέση γραµµική εξάρτησης µεταξύ των

διανυσµάτων x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗.
(4) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V.
(5) Να ϐρεθεί µια ϐάση του R4 η οποία περιέχει µια ϐάση του υπόχωρου V.
(6) Να ϐρεθεί υποχωρος U του R4 έτσι ώστε :

R4 = V⊕ U
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Λύση. (1) Θεωρούµε τον πίνακα

A =


3 9 −4 −2
1 −2 0 3
2 3 0 −1
2 −1 2 1


και εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του :

A =


3 9 −4 −2
1 −2 0 3
2 3 0 −1
2 −1 2 1

 Γ2→Γ1−3Γ2,Γ3−2Γ2

Γ4→Γ4−2Γ2

//


0 15 −4 −11
1 −2 0 3
0 7 0 −7
0 3 2 −5

 Γ1↔Γ2

Γ3→ 1
7
Γ3

//


1 −2 0 3
0 15 −4 −11
0 1 0 −1
0 3 2 −5

 Γ2→Γ2−15Γ2

Γ4→Γ4−3Γ3

//


1 −2 0 3
0 0 −4 4
0 1 0 −1
0 0 2 −2

 Γ2→− 1
4
Γ2

Γ4→ 1
2
Γ4

//


1 −2 0 3
0 0 1 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 Γ2↔Γ3

Γ1→Γ1+2Γ3

//


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 1 −1

 Γ4→Γ4−Γ3 //


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0

 = Γ(A)

Εποµένως 〈
x⃗, y⃗, z⃗, w⃗

〉
=

〈
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1)

〉
(∗)

δηλαδή 〈
x⃗, y⃗, z⃗, w⃗

〉
=

{(
κ, λ, µ, κ− λ− µ

)
∈ R4 | κ, λ, µ ∈ R

}
(∗∗)

(2) Το σύνολο διανυσµάτων
{
x⃗, y⃗, z⃗, w⃗

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν η ορίζουσα του πίνακα

A ο οποίος έχει ως γραµµές τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗, έχει µη-µηδενική ορίζουσα. Επειδή η ισχυρά γ-
κλιµακωτή µορφή Γ(A) του A έχει µια µηδενική γραµµή, έπεται ότι ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος και
άρα |A| = 0. Εποµένως τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

(3) Εξετάζουµε αν τα διανύσµατα z⃗ και w⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα :

κz⃗ + λw⃗ = 0⃗ =⇒ κ(2, 3, 0,−1) + λ(2,−1, 2, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒

=⇒ (2κ, 3κ, 0,−κ) + (2λ,−λ, 2λ, λ) = (0, 0, 0, 0) =⇒


2κ+ 2λ = 0

3κ− λ = 0

2λ = 0

−κ+ λ = 0

=⇒ κ = λ = 0

Εποµένως τα διανύσµατα z⃗ και w⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Στη συνέχεια εξετάζουµε αν το διάνυσµα y⃗ ανήκει
στον υπόχωρο ⟨z⃗, w⃗ ⟩. Θα έχουµε

y⃗ ∈ ⟨z⃗, w⃗ ⟩ ⇐⇒ ∃κ, λ ∈ R : y⃗ = κz⃗ + λw⃗ =⇒ (1,−2, 0, 3) =
(
2κ+ 2λ, 3κ− λ, 2λ, −κ+ λ

)
=⇒

=⇒


2κ+ 2λ = 1

3κ− λ = −2

2λ = 0

−κ+ λ = 3

=⇒


λ = 0

κ = −3

3κ− λ = −2

=⇒


λ = 0

κ = −3

−9 = −2

: άτοπο

΄Αρα y⃗ /∈ ⟨z⃗, w⃗ ⟩. Επειδή το σύνολο
{
z⃗, w⃗

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και y⃗ /∈ ⟨z⃗, w⃗ ⟩, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε

ότι το σύνολο
{
y⃗, z⃗, w⃗

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Επειδή γνωρίζουµε ότι τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗ είναι

γραµµικά εξαρτηµένα και τα διανύσµατα y⃗, z⃗, και w⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι x⃗ ∈ ⟨y⃗, z⃗, w⃗ ⟩.
΄Εστω x⃗ = κy⃗ + λz⃗ + µw⃗, όπου οι κ, λ, µ ∈ R είναι αριθµοί προς προσδιορισµό. Τότε ϑα έχουµε :

x⃗ = κy⃗ + λz⃗ + µw⃗ =⇒ (3, 9,−4,−2) = κ(1,−2, 0, 3) + λ(2, 3, 0,−1) + µ(2,−1, 2, 1) =⇒
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=⇒ (3, 9,−4,−2) =
(
κ+ 2λ+ 2µ, −2κ+ 3λ− µ, 2µ, −2κ− λ+ µ

)
=⇒


κ+ 2λ+ 2µ = 3

−2κ+ 3λ− µ = 9

2µ = −4

−2κ− λ+ µ = −2

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα προκύπτει εύκολα ότι : κ = 1, λ = 3, και µ = −2. ΄Αρα:

x⃗ = y⃗ + 3z⃗ − 2w⃗

Η παραπάνω σχέση είναι η Ϲητούµενη σχέση γραµµικής εξάρτησης των διανυσµάτων x⃗, y⃗, z⃗, και w⃗.
(4) Από τη σχέση (*) προκύπτει ότι τα διανύσµατα (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), και (0, 0, 1,−1) είναι γεννήτορες

του υπόχωρου ⟨x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ ⟩. Το σύνολο
{
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο διότι

κ(1, 0, 0, 1) + λ(0, 1, 0,−1) + µ(0, 0, 1,−1) = (0, 0, 0, 0) =⇒


κ = 0

λ = 0

µ = 0

΄Αρα τα διανύσµατα α⃗ = (1, 0, 0, 1), β⃗ = (0, 1, 0,−1), και γ⃗ = (0, 0, 1,−1) είναι µια ϐάση του υπόχωρου
⟨x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ ⟩, και εποµένως :

dimR⟨x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ ⟩ = 3

(5) Αναζητούµε ένα διάνυσµα δ⃗ ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο
{
α⃗, β⃗, γ⃗, δ⃗

}
να είναι ϐαση του R4. Ισοδύναµα

αναζητούµε γραµµή η οποία να συµπληρώνει τον 3× 4 πίνακα1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1


σε έναν αντιστρέψιµο 4× 4 πίνακα 

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
∗ ∗ ∗ ∗


Θεωρούµε τον πίνακα 

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 1


ο οποίος προφανώς είναι αντιστρέψιµος. Εποµένως ϑέτοντας δ⃗ = (0, 0, 0, 1) έπεται ότι το σύνολο διανυσµάτων{

α⃗ = (1, 0, 0, 1), β⃗ = (0, 1, 0,−1), γ⃗ = 0, 0, 1,−1), δ⃗ = (0, 0, 0, 1)
}

είναι µια ϐάση του R4 η οποία επεκτείνει τη ϐάση
{
α⃗, β⃗, γ⃗

}
του υπόχωρου V = ⟨x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ ⟩.

(6) Θέτουµε

U = ⟨(0, 0, 0, 1) ⟩ =
{
(0, 0, 0, κ) ∈ R4 | κ ∈ R

}
Τότε από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι R4 = V⊕ U.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω λ ∈ K και ϑεωρούµε τα διανύσµατα του K2[x]:

P (x) = −1 + x+ 3x2, Q(x) = 5− 2x+ 9x2, R(x) = 1− λx+ 2λx2

Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈
P (x), Q(x), R(x)

〉
η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K2[x].
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Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

−1 1 3
5 −2 9
1 −λ 2λ


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των πολυωνύµων στην κανονική ϐάση B =

{
1, x, x2

}
του K2[x].

Θα έχουµε :

A =

−1 1 3
5 −2 9
1 −λ 2λ

 Γ2→Γ2+5Γ1

Γ3→Γ3+Γ1

//

−1 1 3
0 3 24
0 1− λ 2λ+ 3

 Γ2→ 1
3
Γ2 //

−1 1 3
0 1 8
0 1− λ 2λ+ 3


Γ3→(1−λ)Γ2

Γ1→−Γ1

//

1 −1 −3
0 1 8
0 0 10λ− 5

 Γ1→Γ1+Γ2

Γ3→ 1
5
Γ3

//

1 0 −3
0 1 8
0 0 2λ− 1


(1) ΄Εστω ότι λ ̸= 1

2 . Τότε :1 0 −3
0 1 8
0 0 2λ− 1

 Γ3→ 1
2λ−1

Γ3
//

1 0 −3
0 1 8
0 0 1

 Γ1→Γ1+3Γ3

Γ2−8Γ3

//

1 0 0
0 1 0
0 0 1


Θεωρούµε τα πολυώνυµα τα οποία προκύπτουν από τον τελευταίο πίνακα: 1, x, και x2, δηλαδή τα
πολυώνυµα της κανονικής ϐάσης του K2[x]. Τότε γνωρίζουµε ότι〈

P (x), Q(x), R(x)
〉
=

〈
1, x, x2

〉
= K2[x]

Εποµένως, αν λ ̸= 1
2 , έπεται ότι η κανονική ϐάση

{
1, x, x2

}
είναι ήδη µια ϐάση του

〈
P (x), Q(x), R(x)

〉
=

K2[x].
(2) ΄Εστω ότι λ = 1

2 . Τότε ο τελευταίος πίνακας γράφεται :1 0 −3
0 1 8
0 0 0


Θεωρούµε τα πολυώνυµα τα οποία προκύπτουν από τον τελευταίο πίνακα: A(x) = 1− 3x2 και B(x) =
x+ 8x2, και γνωρίζουµε τότε ότι :〈

P (x), Q(x), R(x)
〉
=

〈
A(x), B(x)

〉
Τα πολυώνυµα A(x), B(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητα διότι αν k1A(x) + k2B(x) = 0, τότε :

k1(1− 3x2) + k2(x+ 8x2) = 0 =⇒ k1 + k2x+ (8k2 − 3k1)x
2 = 0 =⇒

=⇒ k1 = 0 = k2

Εποµένως τα πολυώνυµα A(x), B(x) αποτελούν µια ϐάση του υπόχωρου
〈
P (x), Q(x), R(x)

〉
.

Θεωρούµε το πολυώνυµο C(x) = x2. Τότε ο πίνακας ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των
πολυωνύµων A(x), B(x), C(x) ως προς την κανονική ϐάση του K2[x] είναι ο

M =

1 0 −3
0 1 8
0 0 1


Επειδή |M | = 1, έπεται ότι ο M είναι αντιστρέψιµος και άρα, αν λ = 1

2 , το σύνολο πολυωνύµων{
A(x), B(x), C(x)

}
αποτελεί µια ϐάση του K2[x] η οποία συµπληρώνει τη ϐάση

{
A(x), B(x)

}
του〈

P (x), Q(x), R(x)
〉
.



18

΄Ασκηση 11. ΄Εστω P ένας σταθερός αντιστρέψιµος 3 × 3 πίνακας πραγµατικών αριθµών. Θεωρούµε το
ακόλουθο σύνολο:

V(P ) =
{
A ∈ M3×3(R) | ο πίνακας P−1AP είναι διαγώνιος

}
Να δείξετε ότι το σύνολο V(P ) είναι ένας υπόχωρος του R-διανυσµατικού χώρου M3(R) και ακολούθως να
ϐρείτε µια ϐάση του.

Λύση. ΄Εστω A ∈ V(P ), δηλαδή

P−1AP =

α 0 0
0 β 0
0 0 γ


µε α, β, γ ∈ R. Τότε έχουµε

A = P

α 0 0
0 β 0
0 0 γ

P−1

= P

α

1 0 0
0 0 0
0 0 0

+ β

0 0 0
0 1 0
0 0 0

+ γ

0 0 0
0 0 0
0 0 1

P−1

= α

P

1 0 0
0 0 0
0 0 0

P−1

+ β

P

0 0 0
0 1 0
0 0 0

P−1

+ γ

P

0 0 0
0 0 0
0 0 1

P−1


και άρα έπεται ότι

V(P ) =

〈
P

1 0 0
0 0 0
0 0 0

P−1, P

0 0 0
0 1 0
0 0 0

P−1, P

0 0 0
0 0 0
0 0 1

P−1

〉
Συνεπώς, το σύνολο V(P ) είναι υπόχωρος του R-διανυσµατικού χώρου M3(R), και τα διανύσµατα

Γ⃗ = P

1 0 0
0 0 0
0 0 0

P−1, ∆⃗ = P

0 0 0
0 1 0
0 0 0

P−1, Σ⃗ = P

0 0 0
0 0 0
0 0 1

P−1

παράγουν τον υπόχωρο V(P ). ΄Εστω λ1Γ⃗ + λ2∆⃗ + λ3Σ⃗ = 0⃗ όπου λ1, λ2, λ3 ∈ R. Τότε

P

λ1 0 0
0 0 0
0 0 0

+

0 0 0
0 λ2 0
0 0 0

+

0 0 0
0 0 0
0 0 λ3

P−1 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


και πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση από αριστερά µε P−1 και δεξιά µε P έχουµελ1 0 0

0 λ2 0
0 0 λ3

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

’ρα, τα διανύσµατα Γ⃗, ∆⃗, Σ⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και αφού παράγουν τον V(P ) συνεπάγεται ότι το σύνολο{
Γ⃗, ∆⃗, Σ⃗

}
αποτελεί ϐάση του υπόχωρου V(P ).

΄Ασκηση 12. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων από το R στο R, ϑεωρούµε τις
συναρτήσεις :

∀x ∈ R : f1(x) = x, f2(x) = sin(x), f3(x) = cos(x)

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων
{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Λύση. ΄Εστω λ1, λ2, λ3 ∈ R και υποθέτουµε ότι :

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0
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όπου 0 είναι η µηδενική συνάρτηση. Τότε ϑα έχουµε :

∀x ∈ R : (λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(x) = 0(x) =⇒ λ1f1(x) + λ2f2(x) + λ3f3(x) = 0 =⇒

=⇒ ∀x ∈ R : λ1x+ λ2 sin(x) + λ3 cos(x) = 0 (∗)
Η σχέση (*) ισχύει για κάθε πραγµατικό αριθµό x και εποµένως :

(1) Για x = 0, έπεται ότι :

λ1 · 0 + λ2 sin(0) + λ3 cos(0) = 0 =⇒ λ3 = 0

(2) Για x = π
2 , χρησιµοποιώντας ότι λ3 = 0, έπεται ότι :

λ1 ·
π

2
+ λ2 sin(

π

2
) + λ3 cos(

π

2
) = 0 =⇒ λ1

π

2
+ λ2 = 0

(3) Για x = π, χρησιµοποιώντας ότι λ3 = 0, έπεται ότι :

λ1 · π + λ2 sin(π) + λ3 cos(π) = 0 =⇒ λ1π = 0 =⇒ λ1 = 0

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι λ1 = λ2 = λ3 = 0 και εποµένως το σύνολο συναρτήσεων
{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 13. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων R R, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις :

∀x ∈ R : f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, · · · , fn(x) = xn

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων
{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Να συµπεράνετε ότι ο R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση.

Λύση. ΄Εστω λ0, λ1, λ2, · · · , λn ∈ R και υποθέτουµε ότι :

λ0f0 + λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λnfn = 0

όπου 0 είναι η µηδενική συνάρτηση. Τότε ϑα έχουµε :

∀x ∈ R : (λ0f0+λ1f1+λ2f2+· · ·λnfn)(x) = 0(x) =⇒ λ0f0(x)+λ1f1(x)+λ2f2(x)+· · ·+λnfn(x) = 0 =⇒

=⇒ ∀x ∈ R : λ0 + λ1x+ λ2x
2 + · · ·+ λnx

n = 0 (1)

(1) (Πρώτος Τρόπος) Επειδή η σχέση (1) ισχύει για κάθε προαγµατικό αριθµό x, ϑα έχουµε :
(αʹ) Θέτοντας x = 0 στην (1) έπεται ότι :

λ0 = 0

(ϐʹ) Παραγωγίζοντας τη σχέση (1) και λαµβάνοντα υπ΄ όψιν ότι λ0 = 0, ϑα έχουµε :

=⇒ ∀x ∈ R : λ1 + 2λ2x+ 3λx2 · · ·+ nλnx
n−1 = 0 (2)

Επειδή η σχέση (2) ισχύει για κάθε πραγµατικό αριθµό x, ϑέτοντας x = 0 στην (2), ϑα έχουµε :

λ1 = 0

(γʹ) Παραγωγίζοντας τη σχέση (2) και λαµβάνοντα υπ΄ όψιν ότι λ0 = λ1 = 0, ϑα έχουµε :

=⇒ ∀x ∈ R : 2λ2 + 6λ3x+ · · ·+ n(n− 1)λnx
n−2 = 0 (3)

Επειδή η σχέση (3) ισχύει για κάθε προαγµατικό αριθµό x, ϑέτοντας x = 0 στην (3), ϑα έχουµε :

2λ2 = 0 =⇒ λ2 = 0

...

(δʹ) Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, µετά από n ϐήµατα ϑα καταλήξουµε ότι λ0 = λ1 = · · · = λn−1 =
0 και στη σχέση

n!λn = 0 =⇒ λn = 0

Εποµένως λ0 = λ1 = · · · = λn = 0 και άρα το σύνολο συναρτήσεων
{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι

γραµµικά ανεξάρτητο.
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(2) (∆εύτερος Τρόπος) ΄Οπως και στον Πρώτο Τρόπο έπεται άµεσα ότι λ0 = 0. Επιλέγουµε n το πλήθος
ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς ρi, 1 ≤ i ≤ n, έτσι ώστε ρ1 < ρ2 < · · · < ρn. Τότε ϑέτοντας x = ρi,
1 ≤ i ≤ n στη σχέση (1), έπεται ότι :

λ1ρ1 + λ2ρ
2
1 + · · ·+ λnρ

n
1 = 0

λ1ρ2 + λ2ρ
2
2 + · · ·+ λnρ

n
2 = 0

... (Σ)

λ1ρn + λ2ρ
2
n + · · ·+ λnρ

n
n = 0

Αυτό σηµαίνει ότι οι πραγµατικοί αριθµοί λ1, λ2, · · · , λn είναι λύση του παραπάνω οµογενούς γραµµικού
συστήµατος (Σ), το οποίος έχει ως πίνακα συντελεστών τον πίνακα

A =


ρ1 ρ21 · · · ρn1
ρ2 ρ22 · · · ρn2
...

...
. . .

...
ρn ρ2n · · · ρnn


Παρατηρούµε ότι

|A| = ρ1ρ2 · · · ρn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ρ1 · · · ρn−1

1

1 ρ2 · · · ρn−1
2

...
...

. . .
...

1 ρn · · · ρn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ρ1ρ2 · · · ρn
n∏

1≤j<i≤n

(ρi − ρj) ̸= 0

διότι 0 < ρ1 < ρ2 < · · · < ρn, όπου χρησιµοποιήσαµε τον γνωστό υπολογισµό της ορίζουσας Vander-
monde. Επειδή η ορίζουσα των συντελεστών του (Σ) είναι διάφορη του µηδενός, έπεται ότι το (Σ) έχει
µοναδική λύση τη µηδενική. ΄Αρα λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

Εποµένως λ0 = λ1 = · · · = λn = 0 και άρα το σύνολο συναρτήσεων
{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι

γραµµικά ανεξάρτητο.

Ο R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση. Πραγµατικά, αν dimRF(R,R) = n < ∞, τότε
γνωρίζουµε ότι n + 1 το πλήθος διανύσµατα του F(R,R) είναι πάντα γραµµικά εξαρτηµένα. Αυτό είναι άτοπο
διότι δείξαµε ότι ∀n ≥ 1, το σύνολο

{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
, το οποίο αποτελείται από n + 1 διανύσµατα, είναι

γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Αρα ο R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση.

Παρατήρηση. ΄Εστω C(R,R) το υποσύνολο του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R) το οποίο αποτελείται από
όλες τις συνεχείς συναρτήσεις από το R στο R. Γνωρίζουµε τότε ότι το C(R,R) είναι ένας υπόχωρος του R-
διανυσµατικού χώρου F(R,R). Ο R-διανυσµατικός χώρος C(R,R) έχει άπειρη διάσταση, όπως µποριούµε να
δούµε από την παραπάνω ΄Ασκηση διότι, ∀n ≥ 1, το σύνολο συνεχών συναρτήσεων

{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι

γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 14. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων R R, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις :

∀x ∈ R : f1(x) = ex, f2(x) = e2x, f3(x) = e3x

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων
{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Λύση. ΄Εστω λ0, λ1, λ2, λ3 ∈ R και υποθέτουµε ότι :

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0

όπου 0 είναι η µηδενική συνάρτηση. Τότε ϑα έχουµε :

∀x ∈ R : (λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(x) = 0(x) =⇒ λ1f1(x) + λ2f2(x) + λ3f3(x) = 0 =⇒

=⇒ ∀x ∈ R : λ1e
x + λ2e

2x + λ3e
3x = 0 (1)
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Θέτοντας στην (1) διαδοχικά: x = 0, 1,−1, προκύπτουν οι σχέσεις :
λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1e+ λ2e
2 + λ3e

3 = 0

λ1e
−1 + λ2e

−2 + λ3e
−3 = 0

(Σ)

Θεωρούµε το παραπάνω ως ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα (Σ) µε αγνώστους τα λ1, λ2, λ3. Ο πίνακας των
συντελεστών του (Σ) είναι ο

A =

 1 1 1
e e2 e3

e−1 e−2 e−3


Τότε ϑα έχουµε :

|A| = e2 − 2e− e−2 + 2e−1 = (e2 − e−2)− 2(e− e−1) = (e2 − 1

e2
)− 2(e− 1

e
) =

e4 − 1

e2
− 2

e2 − 1

e
=

=
e2 − 1

e

(
e2 + 1

e
− 2

)
=

e2 − 1

e2
(
e2 − 2e+ 1

)
=

e2 − 1

e2
(
e− 1

)2 ̸= 0

διότι e ̸= ±1. Εποµένως το οµογενές γραµµικό σύστηµα (Σ) έχει µονο τη µηδενική λύση λ1 = λ2 = λ3 = 0.
Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο συναρτήσεων

{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω M ένας σταθερός 2× 2 πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δείξετε ότι το σύνολο

V(M) =
{
A ∈ M2×2(R) | AM = MA

}
όλων των 2× 2 πινάκων οι οποίοι µετατίθενται µε τον M είναι ένας υπόχωρος του M2(R). Αν

M =

(
1 −2
3 1

)
να ϐρείτε µια ϐάση του V(M).

Λύση. Θα δείξουµε µε τον ορισµό ότι το σύνολο

V(M) =
{
A ∈ M2×2(R) | AM = MA

}
=

{
A ∈ M2×2(R) | AM −MA = 0

}
είναι ένας υπόχωρος του M2×2(R). ΄Εχουµε :

(1) Το σύνολο V(M) ̸= ∅ αφού ο µηδενικός πίνακας

(
0 0
0 0

)
∈ V(M).

(2) ΄Εστω A1, A2 ∈ V(M). Τότε

(A1 +A2)M −M(A1 +A2) = A1M +A2M −MA1 −MA2

= (A1M −MA1) + (A2M −MA2)

= 0

και άρα A1 +A2 ∈ V(M).
(3) ΄Εστω λ ∈ R και A ∈ V(M). Τότε

(λA)M −M(λA) = λAM − λMA

= λ(AM −MA)

= λ0

= 0

και άρα λA ∈ V(M).
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Συνεπώς, το σύνολο V(M) είναι R-υπόχωρος του M2×2(R). Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε µια ϐάση του V(M) στην

περίπτωση που M =

(
1 −2
3 1

)
. ΄Εστω

(
a b
c d

)
∈ M2×2(R) έτσι ώστε(

a b
c d

)(
1 −2
3 1

)
−
(
1 −2
3 1

)(
a b
c d

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

(
3b+ 2c −2a+ 2d
3d− 3a −2c− 3b

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

{
a = d
b = −2

3c

Εποµένως, έχουµε

V(M) =

{(
a b
c d

)
∈ M2(R) | a = d, b = −2

3
c

}
=

{(
a −2

3c
c a

)
∈ M2(R) | a, c ∈ R

}
=

{
a

(
1 0
0 1

)
+ c

(
0 −2

3
1 0

)
∈ M2(R) | a, c ∈ R

}
=

〈(
1 0
0 1

)
,

(
0 −2

3
1 0

)〉
και άρα έχουµε ότι οι πίνακες Γ =

(
1 0
0 1

)
και ∆ =

(
0 −2

3
1 0

)
παράγουν τον υπόχωρο V(M). Εύκολα

διαπιστώνουµε ότι το σύνολο {Γ,∆} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του V(M).

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου V = ⟨x⃗, y⃗, z⃗⟩ ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

x⃗ = (1, 1, 1, a), y⃗ = (1, 0, 1, b), z⃗ = (−2, 2,−2, c) ∈ R4

όπου a, b, c ∈ R.

Λύση. (1) (Πρώτος Τρόπος) ΄Εστω λ1x⃗+ λ2y⃗ + λ3z⃗ = 0⃗ µε λ1, λ2, λ3 ∈ R. Τότε

λ1(1, 1, 1, a) + λ2(1, 0, 1, b) + λ3(−2, 2,−2, c) = (0, 0, 0, 0)

⇒ (λ1 + λ2 − 2λ3, λ1 + 2λ3, λ1 + λ2 − 2λ3, λ1a+ λ2b+ λ3c) = (0, 0, 0, 0)

και λύνοντας ϐρίσκουµε ότι λ2 = −2λ1 και λ1 = −2λ3. ’ρα, ϑέτοντας λ3 = k µε k ∈ R έχουµε τη
γενική λύση (λ1, λ2, λ3) = (−2k, 4k, k). Τότε έχουµε −2ka+4kb+ kc = 0 =⇒ k(−2a+4b+ c) = 0.

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω δυο περιπτώσεις :
(αʹ) ΄Εστω −2a + 4b + c ̸= 0. Τότε k = 0 και άρα λ1 = λ2 = λ3 = 0. Συνεπώς, το σύνολο {x⃗, y⃗, z⃗}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί ϐάση του V. Εποµένως dimR V = 3.

(ϐʹ) ΄Εστω −2a+ 4b+ c = 0. Τότε k ∈ R και τα διανύσµατα {x⃗, y⃗, z⃗} είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Για
k = 1 έχουµε τη σχέση γραµµικής εξάρτησης : −2x⃗+ 4y⃗ + z⃗ = 0⃗ =⇒ z⃗ = −2x⃗+ 4y⃗. Τότε

⟨ x⃗, y⃗, z⃗ ⟩ = ⟨ x⃗, y⃗ ⟩ =⇒ V = ⟨ x⃗, y⃗ ⟩
Εύκολα δείχνουµε ότι το σύνολο {x⃗, y⃗} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί ϐάση του V.
Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή έχουµε dimR V = 2.

(2) (∆εύτερος Τρόπος) Θεωρούµε τον πίνακα 1 1 1 a
1 0 1 b

−2 2 −2 c


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗, y⃗, και z⃗, και ϑα έχουµε 1 1 1 a
1 0 1 b

−2 2 −2 c

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3+2Γ1

//

1 1 1 a
0 −1 0 b− a
0 4 0 c+ 2a

 Γ3→Γ3−4Γ2

Γ2→−Γ2

//

1 1 1 a
0 1 0 a− b
0 0 0 c− 2a+ 4b

 := A

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω δυο περιπτώσεις :
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(αʹ) ΄Εστω c− 2a+ 4b ̸= 0. Τότε ϑα έχουµε :1 1 1 a
0 1 0 a− b
0 0 0 c− 2a+ 4b

 Γ3→ 1
c−2a+4b

Γ3

Γ1→Γ1−Γ2

//

1 0 1 b
0 1 0 a− b
0 0 0 1


Εποµένως

V =
〈
(1, 0, 1, b), (0, 1, 0, a− b), (0, 0, 0, 1)

〉
Εύκολα προκύπτει ότι τα διανύσµατα (1, 0, 1, b), (0, 1, 0, a− b), (0, 0, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητα και εποµένως αποτελούν µια ϐάση του V.

(ϐʹ) ΄Εστω c− 2a+ 4b = 0. Τότε ο πίνακας A είναι ο εξής1 1 1 a
0 1 0 a− b
0 0 0 0


και εποµένως

V =
〈
(1, 0, 1, b), (0, 1, 0, a− b)

〉
Εύκολα προκύπτει ότι τα διανύσµατα (1, 0, 1, b), (0, 1, 0, a − b) είναι γραµµικά ανεξάρτητα και
εποµένως αποτελούν µια ϐάση του V.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου V = ⟨u⃗, v⃗, w⃗⟩ ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα

u⃗ = (0, 1, 2), v⃗ = (0,−1, 2), w⃗ = (0, 3, 4)

η οποία να επεκταθεί σε µια ϐάση του R3.

Λύση. (1) (Πρώτος Τρόπος) ΄Εστω λ1u⃗+ λ2v⃗ + λ3w⃗ = 0⃗ µε λ1, λ2, λ3 ∈ R. Τότε

λ1(0, 1, 2) + λ2(0,−1, 2) + λ3(0, 3, 4) = (0, 0, 0)

=⇒ (0, λ1 − λ2 + 3λ3, 2λ1 + 2λ2 + 4λ3) = (0, 0, 0)

και άρα καταλήγουµε στο σύστηµα{
λ1 − λ2 + 3λ3 = 0
λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

όπου ϐρίσκουµε ότι λ1 = −5
2λ3 και λ2 = 1

2λ3. Συνεπώς, ϑέτοντας λ3 = k µε k ∈ R έχουµε τη γενική
λύση (λ1, λ2, λ3) = (−5

2k,
1
2k, k) και άρα τα διανύσµατα {u⃗, v⃗, w⃗} είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Για

k = 2 έχουµε λ1 = −5, λ2 = 1 και λ3 = 2. ’ρα µια σχέση γραµµικής εξάρτησης είναι −5u⃗+ v⃗ + 2w⃗ =
0⃗ ⇒ v⃗ = 5u⃗− 2w⃗. Τότε

⟨u⃗, v⃗, w⃗⟩ = ⟨u⃗, w⃗⟩ =⇒ V = ⟨u⃗, w⃗⟩
Εύκολα δείχνουµε ότι το σύνολο {u⃗, w⃗} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και αφού παράγει τον V έπεται ότι
αποτελεί ϐάση του V. Εποµένως dimR V = 2.

Στην συνέχεια ϑέλουµε να επεκτείνουµε τη ϐάση του V που ϐρήκαµε σε µια ϐάση του R3. Αφού
dimR V = 2 ψάχνουµε ένα διάνυσµα x⃗ = (α, β, γ) ∈ R3 έτσι ώστε το σύνολο {u⃗, w⃗, x⃗} να είναι
γραµµικά ανεξάρτητο. Θέτουµε x⃗ = (1, 0, 0). Τότε∣∣∣∣∣∣

0 1 2
0 3 4
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0

και άρα, από το (4) το σύνολο {u⃗, w⃗, x⃗} αποτελεί ϐάση του R3.
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(2) (∆εύτερος Τρόπος) Θα µπορούσαµε να εργασθούµε και ως εξής :0 1 2
0 −1 2
0 3 4

 Γ2→Γ2+Γ1

Γ3→Γ3+3Γ2

//

0 1 2
0 0 4
0 0 10

 Γ2→ 1
4
Γ2

Γ3→ 1
10

Γ3

//

0 1 2
0 0 1
0 0 1

 Γ2→Γ2−Γ3

Γ1→Γ1−2Γ2

//

0 1 0
0 0 1
0 0 0


΄Αρα

V =
〈
(0, 1, 0), (0, 0, 1)

〉
Επειδή προφανώς τα διανύσµατα (0, 1, 0), (0, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι αποτελούν
µια ϐάση του V. Στην συνέχεια ϑέλουµε να επεκτείνουµε τη ϐάση του V που ϐρήκαµε σε µια ϐάση του
R3. Αυτό είναι άµεσο επιλέγοντας να προσθέσουµε στη ϐάση του V το διάνυσµα (1, 0, 0).

΄Ασκηση 18. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K. Υποθέτουµε ότι το σύνολο

B = {e⃗1, · · · , e⃗i, · · · , e⃗n}

είναι ϐάση του E.

(1) Να δείξετε ότι τότε το σύνολο

C =
{
e⃗1, · · · , e⃗i + λe⃗j , · · · , e⃗n

}
είναι ϐάση του E, για κάθε λ ∈ K και i ̸= j.

(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
(αʹ) Το σύνολο

D =
{
e⃗1 + e⃗2, e⃗2 + e⃗3, · · · , e⃗n−1 + e⃗n, e⃗n + e⃗1

}
είναι ϐάση του E.

(ϐʹ) Το n είναι περιττός.

Λύση. (1) Το σύνολο C είναι ϐάση του E αν το C είναι γραµµικά ανεξάρτητο διότι |B| = |C|. ΄Εστω

λ1e⃗1 + · · ·+ λi−1e⃗i−1 + λi(e⃗i + λe⃗j) + λi+1e⃗i+1 + · · ·+ λne⃗n = 0⃗

=⇒ λ1e⃗1 + · · ·+ λi−1e⃗i−1 + λie⃗i + λi+1e⃗i+1 + · · ·+ (λj + λiλ)e⃗j + · · ·+ λne⃗n = 0⃗

και αφού το σύνολο B = {e⃗1, · · · , e⃗n} είναι γραµµικά ανεξάρτητο έχουµε

λ1 = · · · = λi−1 = λi = λi+1 = · · · = λj + λiλ = · · · = λn = 0

και άρα έπεται ότι λi = 0 για κάθε i = 1, · · · , n. Συνεπώς, το σύνολο C είναι ϐάση του E.
(2) Εξετάζουµε πότε το σύνολο D είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω

λ1(e⃗1 + e⃗2) + λ2(e⃗2 + e⃗3) + · · ·+ λn−1(e⃗n−1 + e⃗n) + λn(e⃗n + e⃗1) = 0⃗

⇒ (λ1 + λn)e⃗1 + (λ1 + λ2)e⃗2 + · · ·+ (λn−2 + λn−1)e⃗n−1 + (λn−1 + λn)e⃗n = 0⃗

και άρα καταλήγουµε στο παρακάτω σύστηµα:

(Σ) :



λ1 + λn = 0
λ1 + λ2 = 0

...
λn−2 + λn−1 = 0
λn−1 + λn = 0

=⇒ λn = −λ1 = (−1)2λ2 = · · · = (−1)n−1λn−1 = (−1)nλn

Εποµένως έχουµε λn = (−1)nλn.

• (β′) =⇒ (α′): Αν το n είναι περιττός, τότε λn = −λn ⇒ λn = 0 και άρα λi = 0 για κάθε
i = 1, · · · , n. Συνεπώς, το σύνολο D είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα ϐάση του E.
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• (α′) =⇒ (β′): Υποθέτουµε ότι το n είναι άρτιος. Τότε λn = λn και άρα για λ1 = k ∈ R έχουµε τη
γενική λύση του (Σ):

λ1 = k, λ2 = −k, λ3 = k, · · · , λn−1 = k, λn = −k

και άρα για k = 1 έχουµε την ακόλουθη σχέση γραµµικής εξάρτησης :

1(e⃗1 + e⃗2) + (−1)(e⃗2 + e⃗3) + · · ·+ 1(e⃗n−1 + e⃗n) + (−1)(e⃗n + e⃗1) = 0⃗

Εποµένως, αποδείξαµε ότι αν το n είναι άρτιος τότε το σύνολο D είναι γραµµικά εξαρτηµένο και
άρα έχουµε το Ϲητούµενο.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω τα ακόλουθα διανύσµατα του Rn:

x⃗1 = (1, 1, 0, · · · , 0), x⃗2 = (0, 1, 1, 0 · · · , 0), · · · , x⃗n = (1, 0 · · · , 0, 1)

Να ϐρεθεί η διάσταση dimR⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩ του υπόχωρου ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n.

Λύση. ΄Εστω

λ1(1, 1, 0, · · · , 0) + λ2(0, 1, 1, 0, · · · , 0) + · · ·+ λn−1(0, 0, · · · , 1, 1) + λn(1, 0, · · · , 0, 1) = (0, · · · , 0)
⇒ (λ1 + λn, λ2 + λ3, · · · , λn−2 + λn−1, λn−1 + λn) = (0, · · · , 0)

και άρα έχουµε το σύστηµα:

(Σ) :



λ1 + λn = 0
λ2 + λ3 = 0

...
λn−2 + λn−1 = 0
λn−1 + λn = 0

Από την ’σκηση 18 έχουµε ότι το σύστηµα (Σ) έχει µόνο τη µηδενική λύση αν και µόνο αν το n είναι περιττός. ’ρα,
αν το n είναι περιττός, τότε το σύνολο {x⃗1, · · · , x⃗n} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα από το ΘΑ 4 αποτελεί
ϐάση του ⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩. Συνεπώς στην περίπτωση που το n είναι περιττός έχουµε dimR⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩ = n και άρα
⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩ = Rn, δηλαδή το σύνολο {x⃗1, · · · , x⃗n} αποτελεί ϐάση του Rn.

Αν το n είναι άρτιος, τότε η γενική λύση του (Σ) είναι :

λ1 = k, λ2 = −k, · · · , λn−1 = k, λn = −k

και άρα για k = 1 έχουµε τη παρακάτω σχέση γραµµικής εξάρτησης :

x⃗1 − x⃗2 + x⃗3 − · · ·+ x⃗n−1 − x⃗n = 0⃗ ⇒ x⃗n = x⃗1 − x⃗2 + x⃗3 − · · ·+ x⃗n−1

Συνεπώς έχουµε

⟨x⃗1, · · · , x⃗n−1, x⃗n⟩ = ⟨x⃗1, · · · , x⃗n−1⟩

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα x⃗1, · · · , x⃗n−1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως, το σύνολο
{x⃗1, · · · , x⃗n−1} αποτελεί ϐάση του ⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩ και άρα dimR⟨x⃗1, · · · , x⃗n⟩ = n− 1.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω α1, α2, · · · , αn ∈ R και

V =
{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0

}
Να ϐρεθεί η διάσταση dimR V.

Λύση. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

(1) Αν τα αi = 0 για κάθε i = 1, 2, · · · , n τότε προφανώς V = Rn και άρα dimR V = n.
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(2) ΄Εστω ότι (α1, α2, · · · , αn) ̸= (0, 0, · · · , 0). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι α1 ̸= 0 και
τότε x1 = −α2

α1
x2 − · · · − αn

α1
xn. ΄Εχουµε :

V =

{
(−α2

α1
x2 − · · · − αn

α1
xn, x2, · · · , xn) ∈ Rn | αi ∈ R

}
=

{
x2(−

α2

α1
, 1, 0, · · · , 0) + x3(−

α3

α1
, 0, 1, · · · , 0) + · · ·+ xn(−

αn

α1
, 0, · · · , 0, 1) ∈ Rn | αi ∈ R

}
=

〈
(−α2

α1
, 1, 0, · · · , 0), (−α3

α1
, 0, 1, · · · , 0), · · · , (−αn

α1
, 0, · · · , 0, 1)

〉
Θέτουµε

ϵ⃗1 =

(
−α2

α1
, 1, 0, · · · , 0

)
, ϵ⃗2 =

(
−α3

α1
, 0, 1, · · · , 0

)
, · · · , ϵ⃗n−1 =

(
−αn

α1
, 0, · · · , 0, 1

)
’ρα από την παραπάνω περιγραφή του V έχουµε ότι τα διανύσµατα ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1 παράγουν τον V.
΄Εστω λ1ϵ⃗1 + λ2ϵ⃗2 + · · ·+ λn−1ϵ⃗n−1 = 0⃗ µε λ1, · · · , λn−1 ∈ R. Τότε

λ1ϵ⃗1+λ2ϵ⃗2+ · · ·+λn−1ϵ⃗n−1 = 0⃗ =⇒
(
−λ1a2 + λ2a3 + · · ·+ λn−1an

a1
, λ1, λ2, · · · , λn−1

)
= (0, 0, · · · , 0)

και άρα λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = 0, δηλαδή τα διανύσµατα ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
Εποµένως, το σύνολο {ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1} αποτελεί ϐάση του V και άρα dimRV = n− 1.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω x⃗ = (2, 1, 4, 3), y⃗ = (2, 1, 2, 0) ∈ R4. Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων {x⃗, y⃗} είναι
γραµµικά ανεξάρτητο και να ϐρεθούν δύο διανύσµατα z⃗, w⃗ ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο

{
x⃗, y⃗, z⃗, w⃗

}
να αποτελεί

ϐάση του R4.

Λύση. ΄Εστω λ1x⃗+ λ2y⃗ = 0⃗ µε λ1, λ2 ∈ R. Τότε

λ1(2, 1, 4, 3) + λ2(2, 1, 1, 0) = (0, 0, 0, 0)

=⇒ (2λ1 + 2λ2, λ1 + λ2, 4λ1 + λ2, 3λ1) = (0, 0, 0, 0)

και άρα άµεσα ϑα έχουµε ότι λ1 = λ2 = 0. Εποµένως, το σύνολο διανυσµάτων {x⃗, y⃗} είναι γραµµικά
ανεξάρτητο.

Επειδή dimRR4 = 4, αναζητούµε δυο διανύσµατα z⃗, w⃗ ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο {x⃗, y⃗, z⃗, w⃗} να είναι
γραµµικά ανεξάρτητο και άρα ϐάση του R4. Αν z⃗ = (z1, z2, z3, z4) και w⃗ = (w1, w2, w3, w4) τότε ϑα πρέπει∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 4 3
2 1 2 0
z1 z2 z3 z4
w1 w2 w3 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

Θέτουµε z⃗ = (1, 0, 0, 0) και w⃗ = (0, 1, 0, 0). Τότε∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 4 3
2 1 2 0
1 0 0 0
0 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6 ̸= 0

Συνεπώς από το (4) το σύνολο {x⃗, y⃗, z⃗, w⃗} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα ϐάση του R4.

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου ⟨A,B,Γ,∆⟩ ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 1
2 3

)
, Γ =

(
1 −1

−1 1

)
, ∆ =

(
1 3
3 1

)
του M2(R), και ακολούθως η ϐάση αυτή να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του M2(R).
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Λύση. ΄Εστω λ1A+ λ2B + λ3Γ + λ4∆ = 0 µε λ1, λ2, λ3 ∈ R. Τότε

λ1

(
1 2
3 4

)
+ λ2

(
0 1
2 3

)
+ λ3

(
1 −1

−1 1

)
+ λ4

(
1 3
3 1

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

(
λ1 + λ3 + λ4 2λ1 + λ2 − λ3 + 3λ4

3λ1 + 2λ2 − λ3 + 3λ4 4λ1 + 3λ2 + λ3 + λ4

)
=

(
0 0
0 0

)
και άρα προκύπτει το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

(Σ) :


λ1 + λ3 + λ4 = 0
2λ1 + λ2 − λ3 + 3λ4 = 0
3λ1 + 2λ2 − λ3 + 3λ4 = 0
4λ1 + 3λ2 + λ3 + λ4 = 0

΄Εχουµε 
1 0 1 1
2 1 −1 3
3 2 −1 3
4 3 1 1

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−3Γ1

//


1 0 1 1
0 1 −3 1
0 2 −4 0
4 3 1 1

 Γ4→Γ4−4Γ1 //


1 0 1 1
0 1 −3 1
0 2 −4 0
0 3 −3 −3


Γ3→Γ3−2Γ2

Γ4→Γ4−3Γ2

//


1 0 1 1
0 1 −3 1
0 0 2 −2
0 0 6 −6

 Γ4→Γ4−3Γ3 //


1 0 1 1
0 1 −3 1
0 0 2 −2
0 0 0 0

 Γ3→ 1
2
Γ3 //


1 0 1 1
0 1 −3 1
0 0 1 −1
0 0 0 0


και άρα καταλήγουµε στο σύστηµα: λ1 + λ3 + λ4 = 0

λ2 − 3λ3 + λ4 = 0
λ3 − λ4 = 0

=⇒ λ3 = λ4, λ2 = 2λ3, λ1 = −2λ3

Θέτουµε λ3 = k ∈ R. Τότε η γενική λύση του (Σ) είναι (λ1, λ2, λ3, λ4) = (−2k, 2k, k, k). Εποµένως, για k = 1
έχουµε τη παρακάτω σχέση γραµµικής εξάρτησης :

−2A+ 2B + Γ +∆ = 0 =⇒ A = B +
1

2
Γ +

1

2
∆

και άρα επειδή το A είναι γραµµικός συνδυασµός των B,Γ,∆, έπεται ότι τα B,Γ,∆ παράγουν τον ίδιο υπόχωρο
µε τα A,B,Γ,∆:

⟨A,B,Γ,∆⟩ = ⟨B,Γ,∆⟩
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι τα διανύσµατα B,Γ,∆ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα το σύνολο {B,Γ,∆}
αποτελεί ϐάση του υπόχωρου ⟨A,B,Γ,∆⟩. Συνεπώς έχουµε

dimR⟨A,B,Γ,∆⟩ = dimR⟨B,Γ,∆⟩ = 3

Στη συνέχεια ϑέλουµε να συµπληρώσουµε τη παραπάνω ϐάση του υπόχωρου ⟨B,Γ,∆⟩ σε µια ϐάση του
M2(R). Εποµένως, χρειάζοµαστε άλλον ένα πίνακα X έτσι ώστε το σύνολο {X,B,Γ,∆} να είναι γραµµικά

ανεξάρτητο. Θεωρούµε το πίνακα X =

(
1 0
0 0

)
και έστω λ1X + λ2B + λ3Γ + λ4∆ = 0, µε λ1, λ2, λ3 ∈ R.

Τότε

λ1

(
1 0
0 0

)
+ λ2

(
0 1
2 3

)
+ λ3

(
1 −1

−1 1

)
+ λ4

(
1 3
3 1

)
=

(
0 0
0 0

)
και άρα 

λ1 + λ3 + λ4 = 0
λ2 − λ3 + 3λ4 = 0
2λ2 − λ3 + 3λ4 = 0
3λ2 + λ3 + λ4 = 0

Από τη δεύτερη και τρίτη εξίσωση ϐρίσκουµε ότι λ2 = 0. Αντικαθιστώντας στην τελευταία έχουµε λ3 + λ4 = 0
και άρα από την πρώτη έπεται ότι λ1 = 0. Συνεπώς έχουµε ότι λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0 και άρα το σύνολο
{X,B,Γ,∆} αποτελεί ϐάση του M2(R).
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΄Ασκηση 23. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x1 + 2x2 = x3 + 2x4

}
η οποία περιέχει το διάνυσµα (1, 0, 1, 0) ηαι η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K4.

Αν W είναι ο υπόχωρος

W =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x2 − 2x3 + x4 = 0

}
ποιά είναι η διάσταση των υπόχωρων V ∩W και V+W;

Λύση. Θα έχουµε :

V =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x1 + 2x2 = x3 + 2x4

}
=

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x3 = x1 + 2x2 − 2x4

}
=

=
{
(x1, x2, x1 + 2x2 − 2x4, x4) ∈ K4 | xi ∈ K, i = 1, 2, 4

}
=

=
{
x1(1, 0, 1, 0) + x2(0, 1, 2, 0) + x4(0, 0,−2, 1) ∈ K4 | xi ∈ K, i = 1, 2, 4

}
=

=
〈
x⃗, y⃗, z⃗

〉
όπου

x⃗ = (1, 0, 1, 0), y⃗ = (0, 1, 2, 0), z⃗ = (0, 0,−2, 1)

΄Εστω λ1, λ2, λ3 ∈ K και υποθέτουµε ότι λ1x⃗+ λ2y⃗ + λ3z⃗ = 0⃗. Τότε ϑα έχουµε :

λ1(1, 0, 1, 0),+λ2(0, 1, 2, 0) + λ3(0, 0,−2, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒
(
λ1, λ2, λ1 + 2λ2 − 2λ3, λ3

)
= (0, 0, 0, 0)

=⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

και εποµένως τα διανύσµατα x⃗, y⃗, z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν ϐάση του V, η οποία περιέχει
το διάνυσµα x⃗ = (1, 0, 1, 0). Ιδιαίτερα έπεται ότι :

dimKV = 3

Επειδή ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 2 0
0 0 −2 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2 ̸= 0

έπεται ότι αν ϑέσουµε w⃗ = (0, 0, 0, 1), το σύνολο διανυσµάτων{
x⃗ = (1, 0, 1, 0), y⃗ = (0, 1, 2, 0), z⃗ = (0, 0,−2, 1), w⃗ = (0, 0, 0, 1)

}
είναι µια ϐάση του K4 η οποία συµπληρώνει τη ϐάση

{
x⃗, y⃗, z⃗

}
του V.

Για τον W, ϑα έχουµε

W =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x2 − 2x3 + x4 = 0

}
=

{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x2 = 2x3 − x4

}
=

=
{
(x1, 2x3 − x4, x3, x4) ∈ K4 | xi ∈ K, i = 1, 3, 4

}
=

=
{
x1(1, 0, 0, 0) + x3(0, 2, 1, 0) + x4(0,−1, 0, 1) ∈ K4 | xi ∈ K, i = 1, 3, 4

}
=

=
〈
a⃗, b⃗, c⃗

〉
όπου

a⃗ = (1, 0, 0, 0), b⃗ = (0, 2, 1, 0), c⃗ = (0,−1, 0, 1)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι τα διανύσµατα a⃗, b⃗, c⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν ϐάση του W. Ιδια-
ίτερα έπεται ότι :

dimKW = 3

Ο υπόχωρος V ∩W είναι

V ∩W =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0 και x2 − 2x3 + x4 = 0

}
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∆ηλαδή V ∩W είναι ο χώρος λύσεων του οµογενούς γραµµικού συστήµατος

(Σ)

{
x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 0

x2 − 2x3 + x4 = 0

του οποίου ο πίνακας συντελεστών είναι ο

A =

(
1 2 −1 −2
0 1 −2 1

)
∆ίνοντας αυθαίρετες τιµές x3 = t, και x4 = s, έπεται ότι η γενική λύση του (Σ) είναι η

x1 = −3t+ 4s, x2 = 2t− s, x3 = t, x4 = s (t, s ∈ K)

Εποµένως

V ∩W =
{
(−3t+ 4s, 2t− s, t, s) ∈ K4 | t, s ∈ K

}
=

{
t(−3, 2, 1, 0) + s(4,−1, 0, 1) | t, s ∈ K

}
=

=
〈
(−3, 2, 1, 0), (4,−1, 0, 1)

〉
Εύκολα ϐλέπουµε ότι τα διανύσµατα (−3, 2, 1, 0), (4,−1, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν
ϐάση του V ∩W. Ιδιαίτερα έπεται ότι :

dimK(V ∩W) = 2

Από την εξίσωση διαστάσεων

dimK(V+W) = dimKV+ dimKW− dimK(V ∩W)

ϑα έχουµε :
dimK(V+W) = 3 + 3− 2 = 4

Επειδή ο V+W είναι υπόχωρος του K4 και dimK(V+W) = 4 = dimKK4, έπεται οτι :

V+W = K4

΄Ασκηση 24. ΄Εστω V =
〈
x⃗1, x⃗2, x⃗3, x⃗4, x⃗5

〉
ο υπόχωρος του R4 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

x⃗1 = (1, 0, 0,−1), x⃗2 = (2, 1, 1, 0), x⃗3 = (1, 1, 1, 1), x⃗4 = (1, 2, 3, 4), x⃗5 = (0, 1, 2, 3)

Να ϐρεθεί ένας υπόχωρος U του R4 έτσι ώστε :

R4 = V⊕ U

Λύση. Θα προσδιορίσουµε πρώτα µια ϐάση του V, ϐρίσκοντας ένα οικονοµικότερο σύνολο γεννητόρων του V.
Θεωρούµε τον πίνακα

A =


1 0 0 −1
2 1 1 0
1 1 1 1
1 2 3 4
0 1 2 3


οι γραµµές του οποίου αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, x⃗3, x⃗4, x⃗5 και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

A =


1 0 0 −1
2 1 1 0
1 1 1 1
1 2 3 4
0 1 2 3

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1, Γ4→Γ4−Γ1

//


1 0 0 −1
0 1 1 2
0 1 1 2
0 2 3 5
0 1 2 3

 Γ3→Γ3−Γ2

Γ4→Γ4−2Γ2, Γ5→Γ5−Γ2

//


1 0 0 −1
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 1

 Γ5→Γ5−Γ4

Γ2→Γ2−Γ4

//


1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 0

 Γ3↔Γ4 //


1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 = Γ(A)
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Θέτουµε
y⃗1 = (1, 0, 0,−1), y⃗2 = (0, 1, 0, 1), y⃗3 = (0, 0, 1, 1)

Τότε γνωρίσουµε ότι V =
〈
y⃗1, y⃗2, y⃗3

〉
. Αν λ1y⃗1 + λ2y⃗2 + λ3y⃗3 = 0⃗, τότε ϑα έχουµε :

λ1y⃗1 + λ2y⃗2 + λ3y⃗3 = 0⃗ =⇒ λ1(1, 0, 0,−1) + λ2(0, 1, 0, 1) + λ3(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 0, 0) =⇒
=⇒ (λ1, λ2, λ3,−λ1 + λ2 + λ3) = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

΄Αρα το σύνολο διανυσµάτων B′ =
{
y⃗1, y⃗2, y⃗3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι µια ϐάση του

V.

Αναζητούµε δύο διάνυσµα y⃗4 = (a, b, c, d) ∈ R4 έτσι ώστε το σύνολο B = B′ ∪
{
y⃗4
}

να είναι ϐάση του R4.
Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον πίνακα 1 0 0 −1

0 1 0 1
0 0 1 1


του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων y⃗1, y⃗2, y⃗3, αναζητούµε µια τετράδα
αριθµών (a, b, c, d) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
a b c d


να είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή |X| ≠ 0. Επιλέγοντας (a, b, c, d) = (0, 0, 0, 1) προκύπτει εύκολα ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

και εποµένως, ϑέτοντας y⃗4 = (0, 0, 0, 1) έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του R4 η οποία περιέχει το
γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων B′.

Θέτοντας U = ⟨y⃗4⟩ =
{
ky⃗4 ∈ R4 | k ∈ R

}
=

{
(0, 0, 0, k) ∈ R4 | k ∈ R

}
, έπεται ότι

R4 = V⊕ U

΄Ασκηση 25. ΄Εστω V =
〈
x⃗1, x⃗2, x⃗3, x⃗4, x⃗5

〉
ο υπόχωρος του R5 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

x⃗1 = (1, 1, 1, 1, 0), x⃗2 = (1, 1,−1,−1,−1), x⃗3 = (2, 2, 0, 0,−1), x⃗4 = (1, 1, 5, 5, 2), x⃗5 = (1,−1,−1, 0, 0)

Να ϐρεθεί ένας υπόχωρος U του R5 έτσι ώστε :

R5 = V⊕ U

Λύση. Θα προσδιορίσουµε πρώτα µια ϐάση του V, ϐρίσκοντας ένα οικονοµικότερο σύνολο γεννητόρων του V.
Θεωρούµε τον πίνακα

A =


1 1 1 1 0
1 1 −1 −1 −1
2 2 0 0 −1
1 1 5 5 2
1 −1 −1 0 0


οι γραµµές του οποίου αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, x⃗3, x⃗4, x⃗5 και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

A =


1 1 1 1 0
1 1 −1 −1 −1
2 2 0 0 −1
1 1 5 5 2
1 −1 −1 0 0

 Γ2→−Γ2−Γ1, Γ3→Γ3−2Γ1

Γ4→Γ4−Γ1, Γ5→Γ5−Γ1

//


1 1 1 1 0
0 0 −2 −2 −1
0 0 −2 −2 −1
0 0 4 4 2
0 −2 2 −1 0

 Γ5↔Γ2

Γ4↔Γ3

//
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1 1 1 1 0
0 −2 2 −1 0
0 0 4 4 2
0 0 −2 −2 −1
0 0 −2 −2 −1

 Γ2→− 1
2
Γ2, Γ3→ 1

4
Γ3

Γ3→− 1
2
Γ4, Γ5→Γ5−Γ4

//


1 1 1 1 0
0 1 −1 1

2 0
0 0 1 1 1

2
0 0 1 1 1

2
0 0 0 0 0

 Γ4→Γ4−Γ3

Γ1→Γ1−Γ2

//


1 0 2 1

2 0
0 1 −1 1

2 0
0 0 1 1 1

2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 Γ2→Γ2+Γ3

Γ1→Γ1−2Γ3

//


1 0 0 −3

2 −1
0 1 0 3

2
1
2

0 0 1 1 1
2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 = Γ(A)

Θέτουµε

y⃗1 =

(
1, 0, 0,−3

2
,−1

)
, y⃗2 =

(
0, 1, 0,

3

2
,
1

2

)
, y⃗3 =

(
0, 0, 1, 1,

1

2

)
Τότε γνωρίσουµε ότι V =

〈
y⃗1, y⃗2, y⃗3

〉
. Αν λ1y⃗1 + λ2y⃗2 + λ3y⃗3 = 0⃗, τότε ϑα έχουµε :

λ1y⃗1+λ2y⃗2+λ3y⃗3 = 0⃗ =⇒ λ1

(
1, 0, 0,−3

2
,−1

)
+λ2

(
0, 1, 0,

3

2
,
1

2

)
+λ3

(
0, 0, 1, 1,

1

2

)
= (0, 0, 0, 0, 0) =⇒

=⇒
(
λ1, λ2, λ3,−

3

2
λ1 +

3

2
λ2 + λ3,−λ1 +

1

2
λ2 +

1

2
λ3

)
= (0, 0, 0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

΄Αρα το σύνολο διανυσµάτων B′ =
{
y⃗1, y⃗2, y⃗3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι µια ϐάση του

V.

Αναζητούµε δύο διανύσµατα y⃗4 = (a1, b1, c1, d1, e1), y⃗5 = (a2, b2, c2, d2, e2) ∈ R5 έτσι ώστε το σύνολο
B = B′ ∪

{
y⃗4, y⃗5

}
να είναι ϐάση του R5. Ισοδύναµα, χρησιµοποιώντας τον πίνακα1 0 0 −3

2 −1
0 1 0 3

2
1
2

0 0 1 1 1
2


του οποίου οι γραµµές σχηµατίζονται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων y⃗1, y⃗2, y⃗3, αναζητούµε δύο τετράδες
αριθµών (a1, b1, c1, d1, e1), (a2, b2, c2, d2, e2) έτσι ώστε ο πίνακας

X =


1 0 0 −3

2 −1
0 1 0 3

2
1
2

0 0 1 1 1
2

a1 b1 c1 d1 e1
a1 b1 c1 d1 e1


(a1, b1, c1, d1, e1) = (0, 0, 0, 1, 0) και (a2, b2, c2, d2, e2) = (0, 0, 0, 0, 1) προκύπτει εύκολα ότι :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 −3
2 −1

0 1 0 3
2

1
2

0 0 1 1 1
2

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ̸= 0

και εποµένως, ϑέτοντας y⃗4 = (0, 0, 0, 1, 0) και y⃗5 = (0, 0, 0, 0, 1), έπεται ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του R5

η οποία περιέχει το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων B′.

Θέτοντας U = ⟨y⃗4, y⃗5⟩ =
{
κy⃗4 + λy⃗5 ∈ R5 | κ, λ ∈ R

}
=

{
(0, 0, 0, κ, λ) ∈ R5 | κ, λ ∈ R

}
, έπεται ότι

R5 = V⊕ U
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΄Ασκηση 26. Στον K-διανυσµατικό χώρο K4[x] ϑεωρούµε τον υπόχωρο

V =
〈
P (x), Q(x), R(X)

〉
όπου :

P (x) = x+ x2 + x4, Q(x) = x+ 2x2 − x4, R(x) = 2x+ 6x4

Να ϐρεθεί µια ϐάση του V η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K4[x].

Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

0 1 1 0 1
0 1 2 0 −1
0 2 0 0 6


ο οποίος προκύπτει από τις συνιστώσες των P (x), Q(x), και R(X) στην κανονική ϐάση B =

{
1, x, x2, x3, x4

}
του K4[x]. Θα έχουµε :

A =

0 1 1 0 1
0 1 2 0 −1
0 2 0 0 6

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−2Γ1

//

0 1 1 0 1
0 0 1 0 −2
0 0 −2 0 4

 Γ1→Γ1−Γ2

Γ3→− 1
2
Γ3

//

0 1 0 0 3
0 0 1 0 −2
0 0 1 0 −2

 Γ3→Γ3−Γ1

Γ3→− 1
2
Γ3

//

0 1 0 0 3
0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0


Θεωρούµε τα πολυώνυµα τα οποία προκύπτουν από τις δύο πρώτες γραµµές του τελευταίου πίνακα:

A(x) = x+ 3x4 και B(x) = x2 − 2x4

και τότε ϑα έχουµε :

V =
〈
A(x), B(x)

〉
Αν λ1A(x) + λ2B(x) = 0, τότε ϑα έχουµε :

λ1(x+ 3x4) + λ2(x
2 − 2x4 = 0 =⇒ λ1x+ λ2x

2 + (3λ1 − 2λ2)x
4 = 0 =⇒ λ1 = λ2 = 0

΄Αρα τα διανύσµατα A(x) και B(x) είναι γραµµικά ανεξάρτητα και άρα αποτελούν ϐάση του V. Ιδιαίτερα
προκύπτει ότι :

dimKV = 2

Αναζητούµε πολυώνυµαG(X), D(X), E(X) ∈ K4[x] έτσι ώστε το σύνολο
{
A(x), B(x), G(X), D(X), E(X)

}
να είναι ϐάση του K4[x]. Ισοδύναµα αναζητούµε τρεις γραµµές για να συµπληρώσουµε τις γραµµές (0 1 0 0 3)
και (0 0 1 0 − 2) σε έναν 5× 5 αντιστρέψιµο πίνακα. Θεωρούµε τον πίνακα

1 0 0 0 0
0 1 0 0 3
0 0 1 0 −2
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


ο οποίος είναι αντιστρέψιµος και από τον οποίο προκύπτουν τα πολυώνυµα:

G(x) = 1, D(x) = x3, E(x) = x4

Τότε το σύνολο {
G(x) = 1, A(x) = x+ 3x4, B(x) = x2 − 2x4, D(x) = x3, E(x) = x4

}
είναι µια ϐάση του K4[x] η οποία συµπληρώνειν τη ϐάση

{
A(x), B(x)

}
του V.
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΄Ασκηση 27. ΄Εστω B = {e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4, e⃗5} µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου E υπεράνω του σώµατος K. Να
ϐρεθεί η διάσταση dimK⟨A⃗1, A⃗2, A⃗3, A⃗4⟩ του υπόχωρου ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

A⃗1 = e⃗1 + 2e⃗2 − 4e⃗3 + 3e⃗4 + e⃗5 ,

A⃗2 = 2e⃗1 + 5e⃗2 − 3e⃗3 + 4e⃗4 + 8e⃗5 ,

A⃗3 = 6e⃗1 + 17e⃗2 − 7e⃗3 + 10e⃗4 + 22e⃗5 ,

A⃗4 = e⃗1 + 3e⃗2 − 3e⃗3 + 2e⃗4 .

η οποία στη συνέχεια να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του R5.

Λύση. Θέτουµε V = ⟨A⃗1, A⃗2, A⃗3, A⃗4⟩. Θεωρούµε τον πίνακα
1 2 −4 3 1
2 5 −3 4 8
6 17 −7 10 22
1 3 −3 2 0


των συνιστωσών των διανυσµάτων A⃗1, A⃗2, A⃗3, A⃗4 ως προς τη ϐάση B, και ϑα έχουµε :

1 2 −4 3 1
2 5 −3 4 8
6 17 −7 10 22
1 3 −3 2 0

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3−6Γ1

//


1 2 −4 3 1
0 1 5 −2 6
0 5 17 −8 16
1 3 −3 2 0

 Γ4→Γ4−Γ1 //


1 2 −4 3 1
0 1 5 −2 6
0 5 17 −8 16
0 1 1 −1 −1


Γ3→Γ3−5Γ2

Γ4→Γ4−Γ2

//


1 2 −4 3 1
0 1 5 −2 6
0 0 −8 2 −14
0 0 −4 1 −7

 Γ4→Γ4− 1
2
Γ3 //


1 2 −4 3 1
0 1 5 −2 6
0 0 −8 2 −14
0 0 0 0 0

 Γ3→− 1
8
Γ3

Γ1→Γ1−2Γ2

//


1 0 −14 7 −11
0 1 5 −2 6
0 0 1 −1

4
7
4

0 0 0 0 0

 Γ1→Γ1+14Γ3

Γ2→Γ2−2Γ3

//


1 0 0 7

2 −29
2

0 1 0 −3
4 −11

4
0 0 1 −1

4
7
4

0 0 0 0 0


Εποµένως, ϑεωρώντας τα διανύσµατα

X⃗ = e⃗1 +
7

2
e⃗4 −

29

2
e⃗5

Y⃗ = e⃗2 −
3

4
e⃗4 −

11

4
e⃗5

Z⃗ = e⃗3 −
1

4
e⃗4 + e⃗5

7

4
τα οποία προκύπτουν από τις τρεις πρώτες γραµµές

(1, 0, 0,
7

2
, −29

2
), (0, 1, 0, −3

4
, −11

4
), (0, 0, 1, −1

4
,
7

4
)

του τελευταίου πίνακα, έπεται ότι ϑα έχουµε :

V =
〈
X⃗, Y⃗ , Z⃗

〉
Τα διανύσµατα X⃗, Y⃗ , Z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα διότι

λ1X⃗+λ2Y⃗ +λ3Z⃗ = 0⃗ =⇒
(
λ1, λ2, λ3,

7

2
λ1 −

3

4
λ2 −

1

4
λ3, −

29

2
λ1 −

11

4
λ2 +

7

4
λ3

)
= (0, 0, 0, 0, 0) =⇒

λ1 = λ2 = λ3 = 0

΄Αρα τα διανύσµατα X⃗, Y⃗ , Z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και εποµένως αποτελούν µια ϐάση του V. Ιδιαίτερα :

dimKV = 3

Θεωρώντας τα διανύσµατα

U⃗ = (0, 0, 0, 1, 0) και V⃗ = (0, 0, 0, 0, 1)
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παρατηρούµε ότι η ορίζουσα του πίνακα 
1 0 0 7

2 −29
2

0 1 0 −3
4 −11

4
0 0 1 −1

4
7
4

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


είναι ίση µε 1 και εποµένως τα διανύσµατα {

X⃗, Y⃗ , Z⃗, U⃗ , V⃗
}

είναι µια ϐάση του R5 η οποία συµπληρώνει τη ϐάση
{
X⃗, Y⃗ , Z⃗

}
του V = ⟨A⃗1, A⃗2, A⃗3, A⃗4⟩.

΄Ασκηση 28. Να προσδιορισθεί µια ϐάση του χώρου Λ(Σ) των λύσεων του οµογενούς γραµµικού συστήµατος :

(Σ)

 4x1 + 12x2 − 7x3 + 6x4 = 0
x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0
3x1 + 9x2 − 2x3 + 11x4 = 0

Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα A των συντελεστλων του (Σ):

A =

4 12 −7 6
1 3 −2 1
3 9 −2 11


και τότε :

Λ(Σ) =
{
X ∈ K4 | A ·X = 0

}
Θα έχουµε :

A =

4 12 −7 6
1 3 −2 1
3 9 −2 11

 Γ2→Γ2− 1
4
Γ1

Γ3→Γ3−3Γ2

//

4 12 −7 6
0 0 1

4 −1
2

0 0 4 8

 Γ1→ 1
4
Γ1, Γ2→2Γ2

Γ3→ 1
4
Γ3

//

1 3 −7
4

3
2

0 0 1 −2
0 0 1 2


Γ1→Γ1

7
4
Γ2, Γ2→2Γ2

Γ3→Γ3−Γ2

//

1 3 0 −2
0 0 1 −2
0 0 0 4

 Γ3→ 1
4
Γ3 //

1 3 0 −2
0 0 1 −2
0 0 0 1

 Γ2→Γ2+2Γ3

Γ1+2Γ3

//

1 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Θεωρούµε τον πίνακα

A′ =

1 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


ο οποίος είναι ο πίνακας των συντελεστών του συτήµατος

(Σ′)

 x1 + 3x2 = 0
x3 = 0
x4 = 0

το οποίο είναι ισοδύναµο µε το (Σ). ΄Ετσι

Λ(Σ) = Λ(Σ′) =
{
X ∈ K4 | A′ ·X = 0

}
=



x1
x2
x3
x4

 ∈ K4 | x3 = x4 = 0 και x1 + 3x2 = 0

 =

=



−3x2

x2
0
0

 ∈ K4 | x2 ∈ K

 =

x2


−3
1
0
0

 ∈ K4 | x2 ∈ K

 =

〈
−3
1
0
0


〉
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Εποµένως µια ϐάση του υπόχωρου των λύσεων του οµογενούς γραµµικού συστήµατος (Σ) είναι το διάνυσµα-
στήλη 

−3
1
0
0


΄Ασκηση 29. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών.

(1) Να δειχθεί ότι ο E µπορεί να ϑεωρηθεί και ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος των R των
πραγµατικών αριθµών.

(2) Αν dimCE = n, να δειχθεί ότι dimRE = 2n.

Λύση. (1) Θεωρούµε το σώµα R των πραγµατικών αριθµών ως υποσύνολο του σώµατος C των µιγαδικών
αριθµών: R ⊆ C, ταυτίζοντας τον πραγµατικό αριθµό a ∈ R µε τον a+ 0i ∈ C.

Χρησιµοποιώντας τις πράξεις πρόσθεσης «+» και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού «·» µε τις οποίες το
σύνολο E είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C, και διατηρώντας τα ίδια σύµβολα, ορίζουµε
πράξεις :

+ : E× E −→ E, (x⃗, y⃗) = x⃗+ y⃗

· : R× E −→ E, (a, x⃗) = a · x⃗ = (a+ 0i) · x⃗
Εύκολα ϐλέπουµε ότι µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω
του R.

(2) ΄Εστω dimCE = n και έστω B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
µια ϐάση του E υπεράνω του C. ΄Εστω x⃗ ∈ E. Επειδή

το σύνολο B αποτελεί µια ϐάση του E υπεράνω του C, υπάρχουν µοναδικοί µιγαδικοί αριθµοί

z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i, · · · , zn = an + bni

έτσι ώστε :
x⃗ = z1e⃗1 + z2e⃗2 + · · ·+ zne⃗n

Τότε ϑα έχουµε :

x⃗ = z1e⃗1 + z2e⃗2 + · · ·+ zne⃗n = (a1 + b1i)e⃗1 + (a2 + b2i)e⃗2 + · · ·+ (an + bni)e⃗n =

= a1e⃗1 + b1ie⃗1 + a2e⃗2 + b2ie⃗2 + · · ·+ ane⃗n + bnie⃗n =

= a1e⃗+ a2e⃗2 + · · ·+ ane⃗n + b1ie⃗1 + b2ie⃗2 + · · ·+ bnie⃗n

Επειδή ai, bi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, έπεται ότι το σύνολο διανυσµάτων του E

C =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n, ie⃗1, ie⃗2, · · · , ie⃗n

}
είναι σύνολο γεννητόρων του E όταν ο E ϑεωρηθεί ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.

Αν ri, si ∈ R, 1 ≤ i ≤ n, και αν

r1e⃗1 + r2e⃗2 + · · ·+ rne⃗n + s1ie⃗1 + s2ie⃗2 + snie⃗n = 0⃗

τότε ϑα έχουµε :

(r1 + s1i)e1 + (r2 + s2i)e⃗2 + · · ·+ (rn + sni)e⃗n = 0⃗

Επειδή το σύνολο B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
είναι ϐάση του διανυσµατικού χώρου E υπεράνω του σώµατος

C, έπεται ότι :

r1 + s1i = · · · = rn + sni = 0 =⇒ r1 = · · · = rn = s1 = · · · = sn = 0

Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο C είναι γραµµικά ανεξάρτητο ως υποσύνολο του R-διανυσµατικού χώρου
E και εποµένως αποτελεί ϐάση. Ιδιαίτερα προκύπτει ότι :

dimRE = |C| = 2n = 2dimCE
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΄Ασκηση 30. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και έστω B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
µια

ϐάση του E. ΄Εστω
x⃗1 = a11e⃗1 + a21e⃗2 + · · ·+ an1e⃗n
x⃗2 = a12e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ an2e⃗n

...

x⃗m = a1me⃗1 + a2me⃗2 + · · ·+ anme⃗n
m το πλήθος διανύσµατα του E, όπου m ≤ n, και υποθέτουµε ότι :

aij = 0, ∀i > j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n και aii ̸= 0, 1 ≤ i ≤ m

Να δειχθεί ότι το σύνολο
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Λύση. Επειδή aij = 0, ∀i > j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, έπεται ότι ϑα έχουµε :

x⃗1 = a11e⃗1

x⃗2 = a12e⃗1 + a22e⃗2
x⃗3 = a13e⃗1 + a23e⃗2 + a33e⃗3

...

x⃗m = a1me⃗1 + a2me⃗2 + · · ·+ amme⃗m
΄Εστω λ1, λ2, · · · , λm ∈ K και υποθέτουµε ότι

λ1x⃗1 + λ2x⃗2 + · · ·+ λmx⃗m = 0⃗

Τότε ϑα έχουµε :

λ1(a11e⃗1) + λ2(a12e⃗1 + a22e⃗2) + λ3(a13e⃗1 + a23e⃗2 + a33e⃗3) + · · ·+ λm(a1me⃗1 + a2me⃗2 + · · ·+ amme⃗m) = 0⃗

=⇒ (λ1a11 + λ2a12 + · · ·+ λma1m)e⃗1 + (λ2a22 + λ3a23 + · · ·+ λma2m)e⃗2 + · · ·+ λmamme⃗m = 0⃗

Επειδή τα διανύσµατα e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗m είναιν γραµµικά ανεξάρτητα, ως υποσύνολο της ϐάσης B, έπεται ότι ϑα
έχουµε :

λ1a11 + λ2a12 + · · ·+ λma1m = 0

λ2a22 + λ3a23 + · · ·+ λma2m = 0
...

λm−1am−1m−1 + λmam−1m = 0

λmmamm = 0

Επειδή amm ̸= 0, από την τελευταία εξίσωση έπεται ότι λm = 0. Τότε η προτελευταία εξίσωση γράφεται
λm−1am−1m−1 = 0 και επειδή am−1m−1 ̸= 0, έπεται ότι λm−1 = 0. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, τελικά
προκύπτει ότι :

λm = λm−1 = · · · = λ2 = λ1 = 0

Εποµένως το σύνολο διανυσµάτων
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
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