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΄Ασκηση 1. ΄Εστω α1, α2, · · · , αn ∈ R και

V = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0}
Να ϐρεθεί η διάσταση dimR V και µια ϐάση του Rn η οποία περιέχει µια ϐάση του V.

Λύση. ∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις :

(1) Αν τα αi = 0 για κάθε i = 1, 2, · · · , n, τότε προφανώς V = Rn και άρα dimR V = n.
(2) ΄Εστω ότι (α1, α2, · · · , αn) ̸= (0, 0, · · · , 0). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι α1 ̸= 0 και

τότε

x1 = −α2

α1
x2 − · · · − αn

α1
xn

΄Εχουµε :

V =

{(
−α2

α1
x2 − · · · − αn

α1
xn, x2, · · · , xn

)
∈ Rn | αi ∈ R

}
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{
x2

(
−α2
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)
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(
−α3

α1
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)
+ · · ·+ xn

(
−αn
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, 0, · · · , 0, 1

)
∈ Rn | αi ∈ R

}
=

〈(
−α2

α1
, 1, 0, · · · , 0

)
,

(
−α3

α1
, 0, 1, · · · , 0

)
, · · · ,

(
−αn

α1
, 0, · · · , 0, 1

)〉
Θέτουµε

ϵ⃗1 =

(
−α2

α1
, 1, 0, · · · , 0

)
, ϵ⃗2 =

(
−α3

α1
, 0, 1, · · · , 0

)
, · · · , ϵ⃗n−1 =

(
−αn

α1
, 0, · · · , 0, 1

)
’ρα από την παραπάνω περιγραφή του V έχουµε ότι τα διανύσµατα ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1 παράγουν τον V.
΄Εστω λ1ϵ⃗1+λ2ϵ⃗2+ · · ·+λn−1ϵ⃗n−1 = 0⃗ µε λ1, · · · , λn−1 ∈ R. Τότε έπεται εύκολα ότι λ1 = λ2 = · · · =
λn−1 = 0 και άρα τα διανύσµατα ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εποµένως, το σύνολο
{ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1} αποτελεί ϐάση του V και άρα

dimR V = n− 1

Θεωρούµε το διάνυσµα e⃗1 = (1, 0, 0, · · · , 0). Επειδή∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0
−α2

α1
1 0 0 · · · 0

−α3
α1

0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . . · · ·
...

−αn−1

α1
0 0 0

. . . 0

−αn
α1

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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έπεται ότι το σύνολο
{
e⃗1, ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1

}
είναι µια ϐάση του Rn η οποία περιέχει ως υποσύνολο τη

ϐάση
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1

}
του V.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου K6[x] και υποθέτουµε ότι

dimKU = 4 και dimKV = 5

Να προσδιορισθούν οι δυνατές τιµές για τη διάσταση:

dimK(U ∩ V)

Αν U ⊆ V, ποιά είναι η διάσταση dimK(U ∩ V);

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι
dimK(U+ V) = dimKU+ dimKV− dimK(U ∩ V) (†)

Χρησιµοποιώντας ότι dimK(U+ V) ≤ dimKK6[x] = 7, διότι U+ V είναι υπόχωρος του K6[x], ϑα έχουµε :

4 + 5− dimK(U ∩ V) ≤ 7 =⇒ 2 ≤ dimK(U ∩ V)

Επειδή ο U ∩ V είναι υπόχωρος του U, έπεται ότι ϑα έχουµε dimK(U ∩ V) ≤ dimKU = 4 και εποµένως :

2 ≤ dimK(U ∩ V) ≤ 4

(1) Αν dimK(U∩V) = 2, τότε από τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U+V) = 7. Επειδή ο U+V είναι υπόχωρος
του K6[x] και dimKK6[x] = 7, ϑα έχουµε ότι U+ V = K6[x]. Αντίστροφα, αν U+ V = K6[x], τότε από
τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U ∩ V) = 2. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 2 ⇐⇒ U+ V = K6[x]

(2) Αν dimK(U ∩ V) = 4, τότε από τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U + V) = 5. Επειδή dimKV = 5 και ο V

είναι υπόχωρος του U+V, έπεται ότι V = U+V. Αυτό όµως προφανώς σηµαίνει ότι U ⊆ V. Αντίστροφα
αν U ⊆ V, τότε προφανώς V = U+V και τότε dimK(U+V) = dimKV = 5. Από τη σχέση (†) προκύπτει
τότε ότι dimK(U ∩ V) = 4. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 4 ⇐⇒ U ⊆ V ⇐⇒ U+ V = V

(3) ΄Εστω dimK(U ∩ V) = 3. Τότε dimK(U+ V) = 6 και προφανώς U ⊈ V (διότι διαφορετικά αν U ⊆ V ϑα
είχαµε ότι U ∩ V = U και άρα 3 = dimK(U ∩ V) = dimKU = 4 που είναι άτοπο) και U + V ̸= K6[x].
Αντίστροφα αν U ⊈ V και U+V ̸= K6[x], τότε dimK(U+V) ̸= 7 και dimK(U+V) ̸= 5 διότι διαφορετικά
ϑα είχαµε U+ V = V το οποίο σηµαίνει ότι U ⊆ V το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 3 ⇐⇒ U ⊈ V και U+ V ̸= K6[x]

Αν U ⊆ V, από το (2) προκύπτει ότι dimK(U ∩ V) = 4.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι V και U είναι υπόχωροι πεπερασµένης διάστασης του K-διανυσµατικού χώρου E. Υπο-
ϑέτουµε ότι :

dimK(V+ U) = dimK(V ∩ U) + 1

Να δειχθεί ότι ένας εκ των υποχώρων V και U συµπίπτει µε τον V+W και ο άλλος µε τον V ∩ U.

Λύση. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι οι υπόχωροι V+ U και V ∩ U έχουν πεπερασµένη διάσταση και ισχύει

dimK(V+ U) + dimK(V ∩ U) = dimKV+ dimKV

Συνδυάζοντας την τελευταία σχέση µε την υπόθεση έπεται ότι :

2 dimK(V ∩ U) + 1 = dimKV+ dimKU (†)
Επειδή ο V∩U είναι υπόχωρος του V και του U ϑα έχουµε dimK(V∩U) ≤ dimK(V) και dimK(V∩U) ≤ dimK(W).
Εποµένως από τη σχέση (†) ϑα έχουµε ότι :

dimKU ≤ dimKV+ 1 και dimKV ≤ dimKU+ 1

και εποµένως :
dimKV− 1 ≤ dimKU ≤ dimKV+ 1
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Επειδή η διάσταση υπόχωρων είναι 0 ή ένας ϑετικός ακέραιος, από τη σχέση (††) έπεται ότι ϑα ισχύει µια από
τις ακόλουθες περιπτώσεις :

(1)

dimKV = dimKU+ 1

(2)

dimKV = dimKU

(3)

dimKU = dimKV+ 1

Για κάθε µια από τις παραπάνω περιπτώσεις, ϑα έχουµε :

(1) ΄Εστω ότι dimKV = dimKU+ 1. Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι

2 dimK(V ∩ U) + 1 = 2 dimKU+ 1 =⇒ dimK(V ∩ U) = dimKU

Επειδή V ∩ U ⊆ U και dimK(V ∩ U) = dimKU, ϑα έχουµε V ∩ U = U και αυτό σηµαίνει ότι U ⊆ V.
Προφανώς τότε V+ U = V. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση έχουµε :

V ∩ U = U και V+ U = V

(2) ΄Εστω ότι dimKV = dimKU. Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι :

2 dimK(V ∩ U) + 1 = 2 dimKV

και αυτό είναι άτοπο διότι το πρώτο µέλος της παραοπάνω ισότητας είναι περιττός και το δεύτερο µέλος
της είναι άρτιος. ΄Αρα η περίπτωση dimKV = dimKU δεν εµφανίζεται.

(3) ΄Εστω ότι dimKU = dimKV+ 1. Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι

2 dimK(V ∩ U) + 1 = 2 dimKV+ 1 =⇒ dimK(V ∩ U) = dimKV

Επειδή V ∩ U ⊆ V και dimK(V ∩ U) = dimKV, ϑα έχουµε V ∩ U = V και αυτό σηµαίνει ότι V ⊆ U.
Προφανώς τότε V+ U = U. ΄Αρα σ΄ αυτή την περίπτωση έχουµε :

V ∩ U = V και V+ U = U

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3:

x⃗1 = (1, 2, 1), x⃗2 = (1, 1,−1), x⃗3 = (1, 3, 3)

y⃗1 = (2, 3,−1), y⃗2 = (1, 2, 2), y⃗3 = (1, 1,−3)

Αν
V =

〈
x⃗1, x⃗2, x⃗3

〉
και U =

〈
y⃗1, y⃗2, y⃗3

〉
να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων V, U, V+ U και V ∩ U.

Λύση. (1) Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 2 1
1 1 −1
1 3 3


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, x⃗3, και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

A =

1 2 1
1 1 −1
1 3 3

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

1 2 1
0 −1 −2
0 1 2

 Γ2→−Γ2

Γ3→Γ3+Γ2, Γ1→Γ1+2Γ2

//

1 0 −3
0 1 2
0 0 0

 = Γ(A)

Γνωρίζουµε τότε ότι, ϑέτοντας x⃗ ′
1 = (1, 0,−3) και x⃗ ′

2 = (0, 1, 2), ϑα έχουµε :

V =
〈
x⃗ ′
1, x⃗

′
2

〉
Αν λ1x⃗

′
1 + λ2x⃗

′
2 = 0⃗, τότε

λ1x⃗
′
1 + λ2x⃗

′
2 = 0⃗ =⇒ λ1(1, 0,−3) + λ2(0, 1, 2) = (0, 0, 0) =⇒

=⇒ (λ1, λ2,−3λ1 + 2λ2) = (0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = 0
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΄Αρα το σύνολο B =
{
x⃗ ′
1, x⃗

′
2

}
είναι µια ϐάση του V και εποµένως

dimKV = 2

(2) Θεωρούµε τον πίνακα

B =

2 3 −1
1 2 2
1 1 −3


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων y⃗1, y⃗2, y⃗3, και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

A =

2 3 −1
1 2 2
1 1 −3

 Γ1↔Γ3 //

1 1 −3
1 2 2
2 3 −1

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−2Γ1

//

1 1 −3
0 1 5
0 1 5

 Γ3→Γ3−Γ2

Γ1→Γ1−Γ2

//

1 0 −8
0 1 5
0 0 0

 = Γ(A)

Γνωρίζουµε τότε ότι, ϑέτοντας y⃗ ′
1 = (1, 0,−8) και y⃗ ′

2 = (0, 1, 5), ϑα έχουµε :

U =
〈
y⃗ ′
1, y⃗

′
2

〉
Αν λ1y⃗

′
1 + λ2y⃗

′
2 = 0⃗, τότε

λ1y⃗
′
1 + λ2y⃗

′
2 = 0⃗ =⇒ λ1(1, 0,−8) + λ2(0, 1, 5) = (0, 0, 0) =⇒

=⇒ (λ1, λ2,−8λ1 + 5λ2) = (0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = 0

΄Αρα το σύνολο C =
{
y⃗ ′
1, y⃗

′
2

}
είναι µια ϐάση του U και εποµένως

dimKU = 2

(3) Επειδή το σύνολο B, ως ϐάση του V είναι σύνολο γεννητόρων του V και το σύνολο C, ως ϐάση του U

είναι σύνολο γεννητόρων του U, έπεται ότι το σύνολο B ∪ C είναι σύνολο γεννητόρων του V+ U:

V+ U =
〈
B ∪ C

〉
Για να προσδιορίσουµε ένα οικονοµικότερο σύνολο γεννητόρων του V+ U εργαζόµαστε ως εξής :

Θεωρούµε τον πίνακα

C =


1 0 −3
0 1 2
1 0 −8
0 1 5


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων του συνόλου B ∪ C ={
x⃗ ′
1, x⃗

′
2, y⃗

′
1, y⃗

′
2

}
, και ϐρίσκουµε την ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

C =


1 0 −3
0 1 2
1 0 −8
0 1 5

 Γ3→Γ3−Γ1

Γ4→Γ4−Γ2

//


1 0 −3
0 1 2
0 0 −5
0 0 3

 Γ3→− 1
5
Γ3

Γ4→ 1
3
Γ4

//


1 0 −3
0 1 2
0 0 1
0 0 1

 Γ1→Γ1+3Γ3

Γ2→Γ2−2Γ3, Γ4→Γ4−Γ3

//


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 = Γ(A)

Γνωρίζουµε τότε ότι ϑέτοντας e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗3 = (0, 0, 1), αποκτούµε ένα σύνολο
γεννητόρων

{
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
του V +W, το οποίο είναι προφανώς µια ϐάση του V + U. Επειδή προφανώς〈

e⃗1, e⃗2, e⃗3
〉
= R3, έπεται ότι :

V+W =
〈
e⃗1, e⃗2, e⃗3

〉
= R3 και dimR(V+ U) = 3
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(4) Επειδή
dimR(V+ U) + dimR(V ∩ U) = dimRV+ dimRU

έπεται ότι
3 + dimR(V ∩ U) = 2 + 2 =⇒ dimR(V ∩ U) = 1

Θα προσδιορίσουµε µια ϐάση του V ∩ U. ΄Εστω (x, y, z) ∈ V ∩ U. Τότε

(x, y, z) ∈ V ∩ U =⇒

{
(x, y, z) ∈ V

(x, y, z) ∈ U
=⇒

{
(x, y, z) ∈

〈
x⃗ ′
1, x⃗

′
2

〉
(x, y, z) ∈

〈
y⃗ ′
1, y⃗

′
2

〉 =⇒

=⇒

{
(x, y, z) ∈

〈
(1, 0,−3), (0, 1, 2)

〉
(x, y, z) ∈

〈
(1, 0,−8), (0, 1, 5)

〉 =⇒

{
∃λ1, λ2 ∈ R : (x, y, z) = λ1(1, 0,−3) + λ2(0, 1, 2)

∃κ1, κ2 ∈ R : (x, y, z) = κ1(1, 0,−8) + κ2(0, 1, 5)

=⇒

{
(x, y, z) = (λ1, λ2,−3λ1 + 2λ2)

(x, y, z) = (κ1, κ2,−8κ1 + 5κ2)
=⇒

{
x = λ1 = κ1 & y = λ2 = κ2

z = −3λ1 + 2λ2 = −8κ1 + 5κ2
=⇒

=⇒ z = −3x+2y = −8x+5y =⇒ 5x−3y = 0 =⇒ y =
5

3
x και τότε z = −3x+2y = −3x+2

5

3
x =

1

3
x

΄Αρα ϑα έχουµε :

y =
5

3
x και z =

1

3
x, δηλαδή : (x, y, z) =

(
x,

5

3
x,

1

3
x

)
= x

(
1,

5

3
,
1

3

)
Εποµένως καταλήγουµε ότι

V ∩ U =

{
x

(
1,

5

3
,
1

3

)
∈ R3 | x ∈ R

}
=
{
κ(3, 5, 1) ∈ R3 | κ ∈ R

}
=
〈
(3, 5, 1)

〉
Το διάνυσµα (3, 5, 1) είναι, ως µη-µηδενικό, γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί ϐάση του υπόχωρου
V ∩ U.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4:

x⃗1 = (1, 1, 0, 0), x⃗2 = (0, 1, 1, 0), x⃗3 = (0, 0, 1, 1)

y⃗1 = (1, 0, 1, 0), y⃗2 = (0, 2, 1, 1), y⃗3 = (1, 2, 1, 2)

Αν
V =

〈
x⃗1, x⃗2, x⃗3

〉
και U =

〈
y⃗1, y⃗2, y⃗3

〉
να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων V, U, V+ U και V ∩ U.

Λύση. (1) Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, x⃗3, και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

A =

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

 Γ1→Γ1−Γ2

Γ2→Γ2−Γ3

//

1 0 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 1

 Γ1→Γ1+Γ3//

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1

 = Γ(A)

Γνωρίζουµε τότε ότι, ϑέτοντας x⃗ ′
1 = (1, 0, 0, 1), x⃗ ′

2 = (0, 1, 0,−1), x⃗ ′
3 = (0, 0, 1, 1) και ϑα έχουµε :

V =
〈
x⃗ ′
1, x⃗

′
2, x⃗

′
3

〉
Αν λ1x⃗

′
1 + λ2x⃗

′
2 = 0⃗ + λ3x⃗

′
3 = 0⃗, τότε

λ1x⃗
′
1 + λ2x⃗

′
2 = 0⃗ + λ3x⃗

′
3 =⇒ λ1(1, 0, 0, 1) + λ2(0, 1, 0,−1) + λ3(0, 0, 1, 1) = (0, 0, 0) =⇒

=⇒ (λ1, λ2, λ3, λ1 − λ2 + λ3) = (0, 0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0
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΄Αρα το σύνολο B =
{
x⃗ ′
1, x⃗

′
2, x⃗

′
3

}
είναι µια ϐάση του V και εποµένως

dimKV = 3

(2) Θεωρούµε τον πίνακα

B =

1 0 1 0
0 2 1 1
1 2 1 2


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων y⃗1, y⃗2, y⃗3, και ϐρίσκουµε την
ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

B =

1 0 1 0
0 2 1 1
1 2 1 2

 Γ3→Γ3−Γ1//

1 0 1 0
0 2 1 1
0 2 0 2

 Γ2→Γ2−Γ3

Γ3→ 1
2
Γ3

//

1 0 1 0
0 0 1 −1
0 1 0 1

 Γ1→Γ1−Γ2

Γ2↔Γ3

//

1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1

 = Γ(B)

Γνωρίζουµε τότε ότι, ϑέτοντας y⃗ ′
1 = (1, 0, 0, 1), y⃗ ′

2 = (0, 1, 0, 1), και y⃗ ′
3 = (0, 0, 1,−1) ϑα έχουµε :

U =
〈
y⃗ ′
1, y⃗

′
2, y⃗

′
3

〉
Αν λ1y⃗

′
1 + λ2y⃗

′
2 + λ3y⃗

′
3 = 0⃗, τότε

λ1y⃗
′
1 + λ2y⃗

′
2 + λ3y⃗

′
3 = 0⃗ =⇒ λ1(1, 0, 0, 1) + λ2(0, 1, 0, 1) + λ3(0, 0, 1,−1) = (0, 0, 0) =⇒

=⇒ (λ1, λ2, λ1 + λ2 − λ3) = (0, 0, 0) =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

΄Αρα το σύνολο C =
{
y⃗ ′
1, y⃗

′
2, y⃗

′
3

}
είναι µια ϐάση του U και εποµένως

dimKU = 3

(3) Επειδή το σύνολο B, ως ϐάση του V είναι σύνολο γεννητόρων του V και το σύνολο C, ως ϐάση του U

είναι σύνολο γεννητόρων του U, έπεται ότι το σύνολο B ∪ C είναι σύνολο γεννητόρων του V+ U:

V+ U =
〈
B ∪ C

〉
Για να προσδιορίσουµε ένα οικονοµικότερο σύνολο γεννητόρων του V+ U εργαζόµαστε ως εξής :

Θεωρούµε τον πίνακα

C =


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1


του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων του συνόλου B ∪ C ={
x⃗ ′
1, x⃗

′
2, x⃗

′
3, y⃗

′
1, y⃗

′
2, y⃗

′
3

}
, και ϐρίσκουµε την ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του :

C =


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 −1


Γ4→Γ4−Γ1

Γ5→Γ5−Γ2,Γ6→Γ6−Γ3

//


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 2
0 0 0 −2


Γ4↔Γ6 //


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 −2
0 0 0 2
0 0 0 0



Γ4→− 1
2
Γ4

Γ5→Γ5+Γ4

// =


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


Γ1→Γ1−Γ4

Γ2→Γ2+Γ4,Γ3→Γ3−Γ4

//


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 = Γ(A)
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Γνωρίζουµε τότε ότι ϑέτοντας e⃗1 = (1, 0, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0, 0), e⃗3 = (0, 0, 1, 0), και e⃗4 = (0, 0, 0, 1),
αποκτούµε ένα σύνολο γεννητόρων

{
e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4

}
του V +W, το οποίο είναι προφανώς µια ϐάση του

V+ U. Επειδή όµως έχουµε και
〈
e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4

〉
= R4, έπεται ότι :

V+W =
〈
e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4

〉
= R4 και dimR(V+ U) = 4

(4) Επειδή
dimR(V+ U) + dimR(V ∩ U) = dimRV+ dimRU

έπεται ότι
4 + dimR(V ∩ U) = 3 + 3 =⇒ dimR(V ∩ U) = 2

Θα προσδιορίσουµε µια ϐάση του V ∩ U. ΄Εστω (x, y, z, w) ∈ V ∩ U. Τότε

(x, y, z, w) ∈ V ∩ U =⇒

{
(x, y, z, w) ∈ V

(x, y, z, w) ∈ U
=⇒

{
(x, y, z, w) ∈

〈
x⃗ ′
1, x⃗

′
2, x⃗

′
3

〉
(x, y, z, w) ∈

〈
y⃗ ′
1, y⃗

′
2, y⃗

′
3

〉 =⇒

=⇒

{
(x, y, z, w) ∈

〈
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1, 1)

〉
(x, y, z, w) ∈

〈
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1,−1)

〉 =⇒

=⇒

{
∃λ1, λ2, λ3 ∈ R : (x, y, z, w) = λ1(1, 0, 0, 1) + λ2(0, 1, 0, 1) + λ3(0, 0, 1, 1)

∃κ1, κ2, κ3 ∈ R : (x, y, z, w) = κ1(1, 0, 0, 1) + κ2(0, 1, 0, 1) + κ3(0, 0, 1,−1)
=⇒

=⇒

{
(x, y, z, w) = (λ1, λ2, λ3, λ1 − λ2 + λ3)

(x, y, z, w) = (κ1, κ2, κ3, κ1 + κ2 − κ3)
=⇒

{
x = λ1 = κ1 & y = λ2 = κ2 & z = λ3 = κ3

w = λ1 − λ2 + λ3 = κ1 + κ2 − κ3
=⇒

=⇒ w = x− y + z = x+ y − z =⇒ y = z και τότε w = x

΄Αρα ϑα έχουµε :
(x, y, z, w) ∈ V ∩ U ⇐⇒ w = x & y = z

Εποµένως καταλήγουµε ότι

V ∩ U =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x = w & y = z ∈ R

}
=
{
(x, y, y, x)R3 | x, y ∈ R

}
=

=
{
(x, 0, 0, x) + (0, y, y, 0)R3 | x, y ∈ R

}
=
{
x(1, 0, 0, 1) + y(0, 1, 1, 0)R3 | x, y ∈ R

}
Εποµένως ϑα έχουµε :

V ∩ U =
〈
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)

〉
και επειδή τα διανύσµατα (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0) (3, 5, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπεται ότι το σύνολο{
(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)

}
αποτελεί ϐάση του υπόχωρου V ∩ U.

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας n× n πίνακας

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


καλείται µαγικός αν και µόνον αν το άθροισµα:

(1) ∀i = 1, 2, · · · , n, το άθροισµα των στοιχείων της i-γραµµής: ai1 + ai2 + · · ·+ ain
(2) ∀j = 1, 2, · · · , n, το άθροισµα των στοιχείων της j-στήλης : a1j + a2j + · · ·+ anj
(3) των στοιχείων της κύριας διαγωνίου: a11 + a22 + · · ·+ ann
(4) των στοιχείων της δευτερεέυουσας διαγωνίου: a1n + a2n−1 + · · ·+ an1
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είναι ίσο µε τον ίδιο αριθµό S ∈ K, ο οποίος καλείται ο µαγικός αριθµός του A.

Για παράδειγµα οι πίνακες

(
1 1
1 1

)
,

2 7 6
9 5 1
4 3 8

 ,


16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1


είναι µαγικοί µε µαγικούς αριθµούς 2, 15 και 34 αντίστοιχα.

Συµβολίζουµε µε ΜΠ(n) το σύνολο όλων των n× n µαγικών πινάκων.

΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι το σύνολο ΜΠ(n) είναι ένας υπόχωρος τουMn(K). Να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων
ΜΠ(2) και ΜΠ(3).

Λύση. Προφανώς ο µηδενικός πίνακας είναι µαγικός µε µαγικό αριθµό ίσο µε 0. Αν A και B είναι µαγικοί
πίνακες µε µαγικούς αριθµούς S και T , τότε προφανώς ο πίνακας A+B είναι µαγικός µε µαγικό αριθµό S+T .
Τέλος αν ο πίνακας A είναι µαγικός µε µαγικό αριθµό S και λ ∈ K, τότε προφανώς ο πίνακας λA είναι µαγικός
µε µαγικός αριθµό λS. ΄Αρα το υποσύνολο ΜΠ(n) είναι ένας υπόχωρος του Mn(K).

(1) ΄Εστω A =

(
a b
c d

)
ένας µαγικός 2× 2 πίνακας µε µαγικό αριθµό S. Τότε :

a+ b = c+ d = a+ c = b+ d = a+ d = b+ c = S

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται άµεσα ότι a = b = c = d και άρα A =

(
a a
a a

)
= a

(
1 1
1 1

)
.

Προφανώς τότε S = 2a. Τα παραπάνω δείχνουν ότι :

ΜΠ(2) =

{
a

(
1 1
1 1

)
∈ M2(K) | a ∈ K

}
=

〈(
1 1
1 1

)〉
Εποµένως το µονοσύνολο

{(
1 1
1 1

)}
είναι µια ϐάση του ΜΠ(2) και άρα dimKΜΠ(2) = 1.

(2) ΄Εστω A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ένας µαγικός 3× 3 πίνακας µε µαγικό αριθµό S. Τότε :

a11 + a12 + a13 = a21 + a22 + a23 = a31 + a32 + a33 =

= a11 + a21 + a31 = a12 + a22 + a32 = a13 + a23 + a33 =

= a11 + a22 + a33 = a13 + a22 + a31 = S

Θέτοντας :
x = a11 και y = a13 και z = a21

ϑα έχουµε :

a31 = S − x− z και a12 = S − x− y =⇒ a22 = S − y − (S − x− z) = x− y + z

a32 = S − (S − x− y)− (x− y + z) = 2y − z και a23 = S − x+ y − 2z και a33 = x− 2y + 2z

a23 = S − x+ y − 2z

Επειδή S = a11 + a22 + a33, από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι :

S = a11 + a22 + a33 = x+ x− y + z + x− 2y + 2z = 3x− 3y + 3z =⇒ S = 3(x− y + z)

και τότε ϐλέπουµε ότι :

A =

 x 2x− 4y + 3z y
z x− y + z 2x− 2y + z

2x− 3y + 2z 2y − z x− 2y + 2z

 =
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=

 x 2x 0
0 x 2x

2x 0 x

+

 0 −4y y
0 −y −2y

−3y 2y −2y

+

 0 3z 0
z z z

2z −z 2z

 =

= x

1 2 0
0 1 2
2 0 1

+ y

 0 −4 1
0 −1 −2

−3 2 −2

+ z

0 3 0
1 1 1
2 −1 2


Εποµένως :

ΜΠ(3) =

〈1 2 0
0 1 2
2 0 1

 ,

 0 −4 1
0 −1 −2

−3 2 −2

 ,

0 3 0
1 1 1
2 −1 2

〉

Οι µαγικοί πίνακες

K =

1 2 0
0 1 2
2 0 1

 , L =

 0 −4 1
0 −1 −2

−3 2 −2

 , M =

0 3 0
1 1 1
2 −1 2


µε µαγικούς αριθµούς 3, −3 και 3 είναι γραµµικά ανεξάρτητοι, διότι :

λ1K+λ2L+λ3M = 0 =⇒

 λ1 2λ1 − 4λ2 + 3λ3 λ2

λ3 λ1 − λ2 + λ3 2λ1 − 2λ2 + λ3

2λ1 − 3λ2 + 2λ3 2λ2 − λ3 λ1 − 2λ2 + 2λ3

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =⇒

=⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0

Εποµένως το σύνολο
{
K, L, M

}
είναι µια ϐάση του ΜΠ(3) και άρα:

dimKΜΠ(3) = 3

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K) και

(Σ) AX = 0

το αντίστοιχο οµογενές γραµµικό σύστηµα m εξισώσεων µε n αγνώστους. Αν m < n να δειχθεί ότι το (Σ) έχει
τουλάχιστον µια µη µηδενική λύση, και εποµένως έχει άπειρες λύσεις.

Λύση. Θεωρούµε τις στήλες

Σ1(A) =


a11
a21
...

am1

 , Σ2(A) =


a12
a22
...

am2

 , · · · · · · , Σn(A) =


a1n
a2n

...
amn


του πίνακα A ως διανύσµατα του χώρου Km των στηλών µε m στοιχεία. Επειδή dimKKm = m, τα n > m το
πλήθος διανύσµαταΣ1(A), · · · ,Σn(A) είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Εποµένως υπάρχουν στοιχεία x1, x2, · · · , xn ∈
K, όπου (x1, x2, · · · , xn) ̸= (0, 0, · · · , 0), έτσι ώστε :

x1Σ1(A) + x2Σ2(A) + · · ·+ xnΣn(A) = 0

όπου 0 ∈ Km είναι η µηδενική στήλη. Τότε ϑα έχουµε :
a11x1
a21x1

...
am1x1

 +


a12x2
a22x2

...
am2x2

 + · · · · · · +


a1nxn
a2nxn

...
amnxn

 =


0
0
...
0

 =⇒


a11x1 a12x2 · · · a1nxn
a21x1 a22x2 · · · a2nxn

...
...

. . .
...

am1x1 am2x2 · · · amnxn

 =


0
0
...
0
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Η παραπάνω σχέση είναι προφανώς ισοδύναµη µε την
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ·


x1
x2
...
xn

 =


0
0
...
0



δηλαδή AX = 0 και η µη-µηδενική στήλη X =


x1
x2
...
xn

 αποτελεί µια µη-µηδενική λύση του (Σ).

Γνωρίζουµε ότι το σύνολο λύσεων

Λ(Σ) =
{
X ∈ Kn | AX = 0

}
του (Σ) είναι ένας υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου Kn. Επειδή το (Σ) έχει µια µη-µηδενική λύση, έπεται
ότι ο υπόχωρος Λ(Σ) δεν είναι ο µηδενικός υπόχωρος, και άρα dimKΛ(Σ) ≥ 1. Τότε το πλήθος των στοιχείων
του Λ(Σ) είναι άπειρο : για παράδειγµα αν 0 ̸= X ∈ Λ(Σ), τότε λX ∈ Λ(Σ), ∀λ ∈ K. Επειδή το πλήθος των
στοιχείων του K ∈

{
Q,R,C

}
είναι άπειρο, έπεται ότι το πλήθος των στοιχείων του Λ(Σ) είναι άπειρο.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας n×n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό
ακέραιο k µε k ≥ n2, υπάρχουν στοιχεία λ0, λ1, · · · , λk ∈ K, όχι όλα ίσα µε µηδέν, έτσι ώστε :

λ0In + λ1A+ λ2A
2 + · · ·+ λkA

k = 0

Λύση. Γνωρίζουµε1 ότι ο K-διανυσµατικός χώρος Mn(K) έχει διάσταση dimKMn(K) = n2. Εποµένως κάθε
σύνολο διανυσµάτων του µε περισσότερα από n2 στοιχεία είναι γραµµικά εξαρτηµένο. Θεωρούµε το σύνολο

A =
{
In, A, A

2, · · · , Ak
}

(1) Υποθέτουµε ότι το σύνολο A έχει λιγότερα από k + 1 στοιχεία. Αυτό σηµαίνει ότι δεν είναι όλα τα
στοιχεία του συνόλου A διαφορετικά. Εποµένως υπάρχουν ακέραιοι µ, ν, όπου 0 ≤ ν < µ ≤ k έτσι
ώστε Aν = Aµ. Τότε όµως το σύνολο A είναι γραµµικά εξαρτηµένο διότι ϑα έχουµε µια σχέση γραµµικής
εξάρτησης των στοιχείων του της µορφής 0In + 0A+ 0A2 + · · ·+Aν + · · · −Aµ + · · ·+ 0Ak = 0.

(2) Αν το σύνολο A έσχει ακριβώς k + 1 στοιχεία, δηλαδή όλα τα στοιχεία του είναι ανά δύο διαφορετικά,
τότε επείδή το πλήθος τους είναι k + 1 > n2, έπεται ότι το σύνολο A είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

΄Αρα σε κάθε περίπτωση το σύνολο A είναι γραµµικά εξαρτηµένο, και αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν στοιχεία
λ0, λ1, · · · , λk ∈ K, όχι όλα ίσα µε µηδέν, έτσι ώστε :

λ0In + λ1A+ λ2A
2 + · · ·+ λkA

k = 0

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο Rn[x] των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ n υπεράνω του R,
και έστω ρ1, ρ2, · · · , ρn ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Αν 1 ≤ k ≤ n, ϑεωρούµε το σύνολο:

Vk =
{
P (x) ∈ Rn[x] | P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Vk είναι υπόχωρος του Kn[x].
(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του Vk.
(3) Να συµπληρωθεί η ϐάση του Vk που ϐρέθηκε στο (2) σε µια ϐάση του Rn[x].

Λύση. Θεωρούµε το πολυώνυµο

Π(x) = (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρk) ∈ Rn[x]

και έστω το ακόλουθο σύνολο πολυωνύµων

Bk =
{
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

}
1
Το σύνολο πινάκων

{
Eij ∈ Mn(K) | 1 ≤ i, j ≤ n

}
, όπου ο πίνακας Eij έχει τη µονάδα στην (i, j)-ϑέση και παντού αλλού

µηδέν, είναι µια ϐάση του Mn(K).



11

Προφανώς degΠ(x) = k, και εποµένως :

deg xmΠ(x) = k +m, 0 ≤ m ≤ n− k + 1

Επειδή τα πολυώνυµα του συνόλου Bk έχουν ανά δύο διαφορετικό ϐαθµό, έπεται ότι το σύνολο Bk είναι
γραµµικά ανεξάρτητο. Αναλυτικά: έστω a0, a1, · · · , an−k ∈ K, έτσι ώστε :

a0Π(x) + a1xΠ(x) + a2x
2Π(x) + · · ·+ an−kx

n−kΠ(x) = 0

Επειδή degΠ(x) = k, deg xΠ(x) = k + 1, deg x2Π(x) = k + 2, · · · , deg xn−kΠ(x) = n, ο συντελεστής an−k

του xn στο πολυώνυµο του πρώτου µέλους είναι ίσος µε µηδέν, και άρα η παραπάνω σχέση γράφεται :

a0Π(x) + a1xΠ(x) + a2x
2Π(x) + · · ·+ an−k−1x

n−k−1Π(x) = 0

ο συντελεστής an−k−1 του xn−1 στο πολυώνυµο του πρώτου µέλους είναι ίσος µε µηδέν, και άρα η παραπάνω
σχέση γράφεται :

a0Π(x) + a1xΠ(x) + a2x
2Π(x) + · · ·+ an−k−2x

n−k−2Π(x) = 0

Συνεχίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο, ϑα καταλήξουµε ότι a2 = a3 = · · · = an−k = 0 και ϑα έχουµε τη σχέση

a0Π(x) + a1xΠ(x) = 0

Τότε ο συντελεστής a1 του xk+1 στο πολυώνυµο του πρώτου µέλους είναι ίσος µε µηδέν, και άρα η παραπάνω
σχέση γράφεται :

a0Π(x) = 0

Τότε ο συντελεστής a0 του xk στο πολυώνυµο Π(x) είναι ίσος µε µηδέν. Εποµένως

a0 = a1 = a2 = · · · = an−k = 0

΄Ετσι το σύνολο Bk είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Εστω P (x) ∈ Vk. Τότε P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0, και άρα οι ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί
αριθµοί ρ1, ρ2, · · · , ρk είναι ϱίζες τουP (x). Τότε όπως γνωρίζουµε το πολυώνυµοΠ(x) = (x−ρ1)(x−ρ2) · · · (x−
ρk) είναι διαιρέτης του P (x), δηλαδή υπάρχει πολυώνυµο A(x) ∈ R[x] έτσι ώστε :

P (x) = A(x)Π(x)

Επειδή P (x) ∈ Vk, έπεται ότι degP (x) ≤ n + 1 και εποµένως, επειδή degP (x) = degA(x) + degΠ(x), ϑα
έχουµε :

0 ≤ degA(x) ≤ n− k

Με άλλα λόγια, A(x) ∈ Rn−k[x] και εποµένως

A(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−kx

n−k

Τότε
P (x) = A(x)Π(x) = a0Π(x) + a1xΠ(x) + a2x

2Π(x) + · · ·+ an−kx
n−kΠ(x) (∗)

το πολυώνυµο στο δεύτερο µέλος της παραπάνω ισότητας ανήκει στον υπόχωρο〈
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

〉
ο οποίος παράγεται από τα πολυώνυµα του συνόλου Bk. ΄Αρα Vk ⊆

〈
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

〉
.

Αντίστροφα, αν P (x) ∈
〈
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

〉
, τότε P (x) ∈ Rn[x] και το P (x) είναι της

µορφής (∗). Επειδή προφανώς τότε Π(ρi) = 0, 1 ≤ i ≤ k, έπεται ότι P (x) ∈ Vk. ΄Αρα

Vk =
〈
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

〉
Επειδή το σύνολο Bk είναι γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι το σύνολο Bk είναι µια ϐάση του Vk και άρα:

dimRVk = n− k + 1

Θεωρούµε το σύνολο C =
{
1, x, x2, · · · , xk−1

}
. Τότε το σύνολο

C ∪Bk =
{
1, x, x2, · · · , xk−1, Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

}
είναι ένα σύνολο n + 1 το πλήθος πολυωνύµων Pi(x) µε degPi(x) = i, 0 ≤ i ≤ n. Γνωρίζουµε τότε ότι το
σύνολο C∪Bk είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα είναι µια ϐάση του Rn[x] η οποία συµπληρώνει τη ϐάση Bk

του Vk.
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Υπενθυµίζουµε ότι αν

B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
είναι δύο ϐάσεις του K-διανυσµατικού χώρου E, τότε γράφοντας τα διανύσµατα της ϐάσης C ως γραµµικό

συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B

ϵ⃗1 = a11e⃗1 + a21e⃗2 + · · ·+ an1e⃗n

ϵ⃗2 = a12e⃗1 + a22e⃗2 + · · ·+ an2e⃗n
.
.
.

ϵ⃗n = a1ne⃗1 + a2ne⃗2 + · · ·+ anne⃗n

προκύπτει ο n× n πίνακας

MC
B =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann


ο οποίος καλείται ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση C. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ο

πίνακας MC
B είναι αντιστρέψιµος και

(MC
B)

−1 = MB
C

όπου ο MB
C είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση B.

΄Εστω x⃗ ∈ E ένα τυχόν διάνυσµα του E και έστω

x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xnx⃗n

x⃗ = x′1e⃗1 + x′2e⃗2 + · · ·+ x′nx⃗n

η µοναδική γραφή του x⃗ ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων των ϐάσεων B και C. Οι πίνακες-στήλες

X =


x1
x2
.
.
.

xn

 και X ′ =


x′1
x′2
.
.
.

x′n


καλούνται οι πίνακες των συνιστωσών του x⃗ ως προς τι ϐάσεις B και C αντίστοιχα. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία

ότι :

X = MC
B ·X ′

και X ′ = MB
C ·X

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις του R3

B =
{
e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗1 = (0, 0, 1)

}
C =

{
ϵ⃗1 = (1, 1, 1), ϵ⃗2 = (1, 1, 0), ϵ⃗3 = (1, 0, 0)

}
(1) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

(2) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος x⃗ = (4,−2, 3) ως προς τη ϐάση C.

Λύση. (1) • Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα µετάβασης MC
B εκφράζουµε τα διανλύσµατα της ϐάσης C

ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B. Θα έχουµε :

ϵ⃗1 = (1, 1, 1) = (1, 0, 0) + (0, 1, 0) + (0, 0, 1) = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3

ϵ⃗2 = (1, 1, 0) = (1, 0, 0) + (0, 1, 0) = e⃗1 + e⃗2 + 0e⃗3

ϵ⃗1 = (1, 0, 0) = (1, 0, 0) = e⃗1 + 0e⃗2 + 0e⃗3

΄Αρα:

MC
B =

1 1 1
1 1 0
1 0 0
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(2) Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα µετάβασης MB
C εκφράζουµε τα διανύσµατα της ϐάσης B ως γραµµικό

συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης C. Θα έχουµε :
(αʹ) ΄Εστω

e⃗1 = aϵ⃗1 + b⃗ϵ2 + c⃗ϵ3 =⇒ (1, 0, 0) = a(1, 1, 1)+ b(1, 1, 0)+ c(1, 0, 0) =⇒ (1, 0, 0) = (a+ b+ c, a+ b, a)

=⇒


a+ b+ c = 1

a+ b = 0

a = 0

=⇒


c = 1

b = 0

a = 0

Εποµένως :
e⃗1 = 0ϵ⃗1 + 0ϵ⃗2 + ϵ⃗3

(ϐʹ) ΄Εστω

e⃗2 = aϵ⃗1 + b⃗ϵ2 + c⃗ϵ3 =⇒ (0, 1, 0) = a(1, 1, 1)+ b(1, 1, 0)+ c(1, 0, 0) =⇒ (0, 1, 0) = (a+ b+ c, a+ b, a)

=⇒


a+ b+ c = 0

a+ b = 1

a = 0

=⇒


c = −1

b = 1

a = 0

Εποµένως :
e⃗2 = 0ϵ⃗1 + ϵ⃗2 − ϵ⃗3

(γʹ) ΄Εστω

e⃗3 = aϵ⃗1 + b⃗ϵ2 + c⃗ϵ3 =⇒ (0, 0, 1) = a(1, 1, 1)+ b(1, 1, 0)+ c(1, 0, 0) =⇒ (0, 0, 1) = (a+ b+ c, a+ b, a)

=⇒


a+ b+ c = 0

a+ b = 0

a = 1

=⇒


c = 0

b = −1

a = 1

Εποµένως :
e⃗3 = ϵ⃗1 − ϵ⃗2 + 0ϵ⃗3

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι

MB
C =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0


(3) Προφανώς:

x⃗ = (4,−2, 3) = 4(1, 0, 0)− 2(0, 1, 0) + 3(0, 0, 1) = 4e⃗1 − 2e⃗2 + 3e⃗3

Εποµένως :

X =

 4
−2
3


Τότε :

X ′ = MB
C ·X =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 ·

 4
−2
3

 =

 3
−5
6


δηλαδή: x⃗ = 3ϵ⃗1 − 5ϵ⃗2 + 6ϵ⃗3.

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων του R3

B =
{
e⃗1 = (1, 1, 1), e⃗2 = (1, 1, 0), e⃗1 = (1, 0, 0)

}
C =

{
ϵ⃗1 = (1, 0,−1), ϵ⃗2 = (−1, 1, 0), ϵ⃗3 = (1,−1, 1)

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα B και C είναι ϐάσεις του R3.
(2) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

(3) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος x⃗ = (1,−2, 5) ως προς τις ϐάσεις B και C.
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Λύση. (1) Επειδή ∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 0
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

έπεται ότι το σύνολο B είναι ϐάση του R3, και επειδή∣∣∣∣∣∣
1 0 −1
−1 1 0
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

ότι το σύνολο C είναι ϐάση του R3.
(2) • Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα µετάβασης MC

B εκφράζουµε τα διανύσµατα της ϐάσης C ως
γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B. Θα έχουµε :
(αʹ) ΄Εστω

ϵ⃗1 = ae⃗1+be⃗2+ce⃗3 =⇒ (1, 0,−1) = a(1, 1, 1)+b(1, 1, 0)+c(1, 0, 0) =⇒ (1, 0,−1) = (a+b+c, a+b, a)

=⇒


a+ b+ c = 1

a+ b = 0

a = −1

=⇒


c = 1

b = 1

a = −1

Εποµένως :
ϵ⃗1 = −1e⃗1 + e⃗2 + e⃗3

(ϐʹ) ΄Εστω

ϵ⃗2 = ae⃗1+be⃗2+ce⃗3 =⇒ (−1, 1, 0) = a(1, 1, 1)+b(1, 1, 0)+c(1, 0, 0) =⇒ (−1, 1, 0) = (a+b+c, a+b, a)

=⇒


a+ b+ c = −1

a+ b = 1

a = 0

=⇒


c = −2

b = 1

a = 0

Εποµένως :
ϵ⃗2 = 0e⃗1 + e⃗2 − 2e⃗3

(γʹ) ΄Εστω

ϵ⃗3 = ae⃗1+be⃗2+ce⃗3 =⇒ (1,−1, 1) = a(1, 1, 1)+b(1, 1, 0)+c(1, 0, 0) =⇒ (1,−1, 1) = (a+b+c, a+b, a)

=⇒


a+ b+ c = 1

a+ b = −1

a = 1

=⇒


c = 2

b = −2

a = 1

Εποµένως :
ϵ⃗3 = e⃗1 − 2e⃗2 + 2e⃗3

΄Αρα:

MC
B =

−1 0 1
1 1 −2
1 −2 2


• Για να προσδιορίσουµε τον πίνακα µετάβασης MB

C εκφράζουµε τα διανύσµατα της ϐάσης B ως
γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης C. Θα έχουµε :
(αʹ) ΄Εστω

e⃗1 = aϵ⃗1+b⃗ϵ2+c⃗ϵ3 =⇒ (1, 1, 1) = a(1, 0,−1)+b(−1, 1, 0)+c(1,−1, 1) =⇒ (1, 1, 1) = (a−b+c, b−c,−a+c)

=⇒


a− b+ c = 1

b− c = 1

−a+ c = 1

=⇒


c = 3

b = 4

a = 2

Εποµένως :
ϵ⃗1 = 2e⃗1 + 4e⃗2 + 3e⃗3
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(ϐʹ) ΄Εστω

e⃗2 = aϵ⃗1+b⃗ϵ2+c⃗ϵ3 =⇒ (1, 1, 0) = a(1, 0,−1)+b(−1, 1, 0)+c(1,−1, 1) =⇒ (1, 1, 0) = (a−b+c, b−c,−a+c)

=⇒


a− b+ c = 1

b− c = 1

−a+ c = 0

=⇒


c = 2

b = 3

a = 2

Εποµένως :
e⃗2 = 2ϵ⃗1 + 3ϵ⃗2 + 2ϵ⃗3

(γʹ) ΄Εστω

e⃗3 = aϵ⃗1+b⃗ϵ2+c⃗ϵ3 =⇒ (1, 0, 0) = a(1, 0,−1)+b(−1, 1, 0)+c(1,−1, 1) =⇒ (1, 0, 0) = (a−b+c, b−c,−a+c)

=⇒


a− b+ c = 1

b− c = 0

−a+ c = 0

=⇒


c = 1

b = 1

a = 1

Εποµένως :
e⃗3 = ϵ⃗1 + ϵ⃗2 + ϵ⃗3

΄Αρα:

MC
B =

2 2 1
4 3 1
3 2 1


(3) Θεωρούµε το διάνυσµα x⃗ = (1,−2, 5).

(αʹ) Θα έχουµε :

x⃗ = ae⃗1+be⃗2+ce⃗3 =⇒ (1,−2, 5) = a(1, 1, 1)+b(1, 1, 0)+c(1, 0, 0) =⇒ (1,−2, 5) = (a+b+c, a+b, a)

=⇒


a+ b+ c = 1

a+ b = −2

a = 5

=⇒


c = 3

b = −7

a = 5

΄Αρα:
x⃗ = 5e⃗1 − 7e⃗2 + 3e⃗3

και εποµένως

X =

 5
−7
3


(ϐʹ) Θα έχουµε :

x⃗ = aϵ⃗1+b⃗ϵ2+c⃗ϵ3 =⇒ (1,−2, 5) = a(1, 0,−1)+b(−1, 1, 0)+c(1,−1, 1) =⇒ (1,−2, 5) = (a−b+c, b−c,−a+c)

=⇒


a− b+ c = 1

b− c = −2

−a+ c = 5

=⇒


c = 4

b = 2

a = −1

΄Αρα:
x⃗ = −ϵ⃗1 + 2ϵ⃗2 + 4ϵ⃗3

και εποµένως :

X ′ =

−1
2
4


Επαληθεύουµε :

X =

 5
−7
3

 = MC
B ·X ′ =

−1 0 1
1 1 −2
1 −2 2

 ·

−1
2
4
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΄Ασκηση 12. Θεωρούµε την κανονική ϐάση

B =
{
1, x, x2, · · · , xn

}
του Kn[x] και το σύνολο

C =
{
1, 1 + x, 1 + x2, · · · , 1 + xn

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο C είναι ϐάση του Kn[x].
(2) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

(3) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του πολυωνύµου P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n ως προς τις

ϐάσεις B και C.

Λύση. (1) Επειδή deg(1 + xk) = k, 0 ≤ k ≤ n και dimKKn[x] = n + 1, από γνωστό Θεώρηµα, έπεται ότι
το υποσύνολο C είναι µια ϐάση του Kn[x].

(2) (αʹ) Επειδή

1 = 1+ 0x+ 0x2 + · · ·+ 0xn

1 + x = 1+ x+ 0x2 + · · ·+ 0xn

1 + x2 = 1+ 0x+ x2 + · · ·+ 0xn

...

1 + xn = 1+ 0x+ 0x2 + · · ·+ 1xn

έπεται ότι :

MC
B =


1 1 1 · · · 1
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


(ϐʹ) Επειδή

1 = 1+ 0(1 + x) + 0(1 + x2) + · · ·+ 0(1 + xn)

x = −1+ (1 + x) + 0(1 + x2) + · · ·+ 0xn

x2 = −1+ 0(1 + x) + (1 + x2) + · · ·+ 0xn

...

xn = −1+ 0x+ 0x2 + · · ·+ (1 + xn)

έπεται ότι :

MB
C =


1 −1 −1 · · · −1
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


(3) Επειδή προφανώς

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + · · ·+ anx
n = a01+ a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·+ anx

n

ϑα έχουµε :

X =


a0
a1
a2
...
an
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και εποµένως

X ′ = MB
C ·X =


1 −1 −1 · · · −1
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 ·


a0
a1
a2
...
an

 =


a0 − a1 − · · · − an

a1
a2
...
an


΄Ασκηση 13. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος διάστασης n και έστω

B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
D =

{
f⃗1, f⃗2, · · · , f⃗n

}
τρεις ϐάσεις του E. Αν MC

B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση C, αν MD
C είναι ο πίνακας

µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση D, και αν MD
B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση D να

δειχθεί ότι :
MD

B = MC
B ·MD

C

Λύση. ΄Εστω MC
B = (aij), MD

C = (bij), και MD
B = (cij). Τότε ϑα έχουµε :

∀j = 1, 2, · · · , n : ϵ⃗j =
n∑

i=1

aij e⃗i (1)

∀k = 1, 2, · · · , n : f⃗k =
n∑

j=1

bjk ϵ⃗j (2)

∀k = 1, 2, · · · , n : f⃗k =

n∑
i=1

cike⃗i (3)

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις (1) και (2), ϑα έχουµε, ∀k = 1, 2, · · · , n:

f⃗k =
n∑

j=1

bjk ϵ⃗j =
n∑

j=1

bjk

(
n∑

i=1

aij e⃗i

)
=

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijbjk)

 e⃗i

Χρησιµοποιώντας την (3) και την υπόθεση ότι το σύνολο B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
είναι ϐάση του E, ϑα έχουµε ότι,

∀k = 1, 2, · · · , n:

cik =
n∑

j=1

aijbjk

΄Οµως το στοιχείο στο δεύτερο µέλος της παραπάνω σχέσης είναι το στοιχείο στην (i, k)-ϑέση του πίνακα
MC

B ·MD
C και το στοιχείο στο πρώτο µέλος της παραπάνω σχέσης είναι το στοιχείο στην (i, k)-ϑέση του πίνακα

MD
B . Επειδή οι δείκτες i, k = 1, 2, · · · , n επιλέχθηκαν τυχαία, προκύπτει ότι :

MD
B = MC

B ·MD
C

Υπενθυµίζουµε ότι αν U και V είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε το άθροισµα υπόχωρων

U+ V =
{
u⃗+ v⃗ ∈ E | u⃗ ∈ U και v⃗ ∈ V

}
καλείται ευθύ άθροισµα αν κάθε διάνυσµα x⃗ του U + V γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως x⃗ = u⃗ + v⃗,

δηλαδή:

x⃗ = u⃗1 + v⃗1 = u⃗2 + v⃗2, όπου u⃗1, u⃗2 ∈ U και v⃗1, v⃗2 ∈ V =⇒ u⃗1 = u⃗2 και v⃗1 = v⃗2

Αν το άθροισµα των υπόχωρων U και V είναι ευθύ, ϑα γράφουµε:

U+ V = U⊕ V
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΄Ασκηση 14. Αν U και V είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) το άθροισµα υπόχωρων U+ V είναι ευθύ.
(2)

u⃗+ v⃗ = 0⃗, όπου u⃗ ∈ U και v⃗ ∈ V =⇒ u⃗ = v⃗ = 0⃗

(3) U ∩ V = {⃗0}.

Λύση. (1) =⇒ (2) Υποθέτουµε ότι το άθροισµα των υπόχωρων U και του V είναι ευθύ, και έστω u⃗+v⃗ = 0⃗,
όπου u⃗ ∈ U και v⃗ ∈ V. Τότε, επειδή 0⃗ ∈ U και 0⃗ ∈ V, από τη µοναδικότητα της γραφής, ϑα έχουµε :

u⃗+ v⃗ = 0⃗ = 0⃗ + 0⃗ =⇒ u⃗ = 0⃗ και v⃗ = 0⃗

(2) =⇒ (3) Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη (2) και έστω x⃗ ∈ U ∩ V. Τότε x⃗ ∈ U και x⃗ ∈ V, ιδιαίτερα
−x⃗ ∈ V επειδή ο V είναι υπόχωρος του E. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση, ϑα έχουµε :

x⃗+ (−x⃗) = 0⃗ όπου x⃗ ∈ U και − x⃗ ∈ V =⇒ x⃗ = −x⃗ = 0⃗

΄Αρα U ∩ V = {⃗0}.
(3) =⇒ (1) Υποθέτουµε ότι U ∩ V = {⃗0}, και έστω ότι x⃗ = u⃗1 + v⃗1 = u⃗2 + v⃗2, όπου u⃗1, u⃗2 ∈ U και
v⃗1, v⃗2 ∈ V. Τότε, χρησιµοποιώντας ότι οι U και V είναι υπόχωροι, ϑα έχουµε :

U ∋ u⃗1 − u⃗2 = v⃗2 − v⃗1 ∈ V =⇒ u⃗1 − u⃗2 = v⃗2 − v⃗1 ∈ U ∩ V = {⃗0} =⇒ u⃗1 = u⃗2 και v⃗1 = v⃗2

και εποµένως ισχύει η µοναδικότητα της γραφής ενός διανύσµατος του U+V ως άθροισµα διανυσµάτων
του U και του V, δηλαδή το άθροισµα U+ V είναι ευθύ.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τα ακόλουθους υπόχωρους του K-διανυσµατικού χώρου M2(K):

U =

〈
A =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
0 1
1 1

)〉
V =

〈
C =

(
−1 1
0 0

)
, D =

(
1 0

−1 0

)〉
Να ϐρεθούν ϐάσεις των U καιV και να δειχθεί ότι :

M2(K) = U⊕ V

Λύση. Οι πίνακες A,B είναι γραµµικά ανεξάρτητοι, διότι :

λ1A+ λ2B = 0 =⇒ λ1

(
1 0
1 0

)
+ λ2

(
0 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

(
λ1 λ2

λ1 + λ2 λ2

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

=⇒ λ1 = λ2 = 0

Οι πίνακες C,D είναι γραµµικά ανεξάρτητοι, διότι :

λ1C + λ2D = 0 =⇒ λ1

(
−1 1
0 0

)
+ λ2

(
1 0

−1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

(
−λ1 + λ2 λ1

−λ2 0

)
=

(
0 0
0 0

)
=⇒

=⇒ λ1 = λ2 = 0

΄Αρα το σύνολο B =
{
A, B

}
είναι µια ϐάση του U και dimKU = 2, και το σύνολο C =

{
C, D

}
είναι µια ϐάση

του V και dimKV = 2.

΄Εστω X ∈ U ∩ V. Επειδή X ∈ U, έπεται ότι

X = x1

(
1 0
1 0

)
+ x2

(
0 1
1 1

)
=

(
x1 x2

x1 + x2 x2

)
Επειδή X ∈ V, έπεται ότι

X = y1

(
−1 1
0 0

)
+ y2

(
1 0

−1 0

)
=

(
−y1 + y2 y1

−2 0

)
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Τότε : (
x1 x2

x1 + x2 x2

)
=

(
−y1 + y2 y1

−y2 0

)
=⇒

{
x1 = −y1 + y2 και x2 = y1

x1 + x2 = −y2 και x2 = 0

Από τις παραπάνω σχέσεοις, ϐλέπουµε εύκολα ότι x1 = x2 = 0 = y1 = y2, δηλαδή X = 0. Εποµένως

U ∩ V = {0} (1)

΄Εστω X =

(
a b
c d

)
∈ M2(K) και έστω

X =

(
a b
c d

)
= x1A+x2B+ y1C + y2D =

(
x1 x2

x1 + x2 x2

)
+

(
−y1 + y2 y1

−y2 0

)
=

(
x1 − y1 + y2 x2 + y1
x1 + x2 − y2 x2

)

=⇒

{
x1 − y1 + y2 = a και x2 + y1 = b

x1 + x2 − y2 = c και x2 = d

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα µε αγνώστιους τα x1, x2, y1, y2, ϐλέπουµε εύκολα ότι :

x1 =
a+ b+ c− d

2
, x2 = d, y1 = b− d, y2 =

a− c+ b

2

Αυτό σηµαίνει ότι οι πίνακες A,B,C,D παράγουν τον χώρο M2(K) και άρα

M2(K) =
〈
A,B,C,D

〉
Επειδή A,B ∈ U και C,D ∈ V, έπεται ότι A,B,C,D ∈ U+V και εποµένως

〈
A,B,C,D

〉
⊆ U+V. Τότε όµως

ϑα έχουµε :

M2(K) = U+ V (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2), έπεται ότι :

M2(K) = U⊕ V

΄Ασκηση 16. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και U και V δύο υπόχωροι του
E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) E = U⊕ V.
(2) Ικανοποιούνται δύο από τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

(αʹ) E = U+ V.
(ϐʹ) U ∩ V = {⃗0}.
(γʹ) dimKE = dimKU+ dimKV.

Λύση. (1) =⇒ (2) Υποθέτουµε ότι E = U ⊕ V. Τότε προφανώς E = U + V και από την ΄Ασκηση 14
έπεται ότι U ∩ V = {⃗0}. Εποµένως από τον γνωστό τύπο

dimK(U+ V) = dimKU+ dimKV− dimK(U ∩ V) (†)

ϑα έχουµε dimKE = dimKU+ dimKV.
(2) =⇒ (1) Θα έχουµε :

(i) (α΄) & (ϐ΄) =⇒ (1) Προκύπτει από την ΄Ασκηση 14.
(ii) (ϐ΄) & (γ΄) =⇒ (1) ΄Εστω ότι U ∩ V = {⃗0} και dimKE = dimKU + dimKV. Από τη σχέση (†) και την

υπόθεση, έπεται ότι

dimK(U+ V) = dimKU+ dimKV = dimKE

Τότε όµως γνωρίζουµε ότι E = U+ V και εποµένως από την ΄Ασκηση 14 έπεται ότι E = U⊕ V.
(iii) (α΄) & (γ΄) =⇒ (1) ΄Εστω ότι E = U+ V και dimKE = dimKU+ dimKV. Τότε πάλι µε χρήση του τύπου

(†), ϑα έχουµε dimK(U ∩ V) = 0 και αυτό σηµαίνει ότι U ∩ V = {⃗0}. Από την ΄Ασκηση 14 έπεται τότε
ότι E = U⊕ V.
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Παρατήρηση. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης. Αν A

είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο γεννητόρων του U και B είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο γεννητόρων του
V, τότε :

U+ V = ⟨A ∪B⟩
Πράγµατι, επειδή A ⊆ U και B ⊆ V έπεται ότι A ∪B ⊆ U+ V. Εποµένως ⟨A ∪B⟩ ⊆ U+ V.

Αντίστροφα, έστω
A =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
B =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
Αν x⃗ ∈ U+V, τότε x⃗ = u⃗+ v⃗, όπου u⃗ = x1e⃗1+x2e⃗2+ · · ·+xne⃗n και v⃗ = x′1ϵ⃗1+x′2ϵ⃗2+ · · ·+x′mϵ⃗m, για κάποια
xi ∈ K και x′j ∈ K, 1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m. Τότε x⃗ = x1e⃗1+x2e⃗2+ · · ·+xne⃗n+x′1ϵ⃗1+x′2ϵ⃗2+ · · ·+x′mϵ⃗m ∈
⟨A ∪B⟩. ΄Αρα U+ V ⊆ ⟨A ∪B⟩ και εποµένως U+ V = ⟨A ∪B⟩.

΄Ασκηση 17. Αν V και W είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου πεπερασµένης διάστασης E, τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) E = U⊕ V.
(2) Αν B είναι µια ϐάση του U και C είναι µια ϐάση του V, τότε το σύνολο B ∪ C είναι µια ϐάση του E.

Λύση. (1) =⇒ (2) Υποθέτουµε ότι E = U⊕ V, και έστω

B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
µια ϐάση του U, και

C =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
µια ϐάση του V. Επειδή E = U+V, και τα σύνολα B και C είναι πεπερασµένα σύνολα γεννητόρων των
U και V αντίστοιχα, αππό την Παρατήρηση έπεται ότι :

E = ⟨B ∪ C⟩
΄Εστω ότι

x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n + x′1ϵ⃗1 + x′2ϵ⃗2 + · · ·+ x′mϵ⃗m = 0⃗ =⇒
x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n = (−x′1)⃗ϵ1 + (−x′2)⃗ϵ2 + · · ·+ (−x′m)⃗ϵm

Το παραπάνω διάνυσµα ανήκει στον υπόχωρο U ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης
B του U και ανήκει στον υπόχωρο V ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης C του V.
Επειδή E = U⊕ V, έχουµε U ∩ V = {⃗0}, και εποµένως το παραπάνω διάνυσµα είναι το µηδενικό :

x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n = 0⃗ = (−x′1)⃗ϵ1 + (−x′2)⃗ϵ2 + · · ·+ (−x′m)⃗ϵm

Επειδή τα διανύσµατα
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
και τα διανύσµατα

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

έπεται ότι xi = 0, 1 ≤ i ≤ n και x′j = 0, 1 ≤ j ≤ m. Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο B ∪ C ={
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n, ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο B ∪ C είναι µια ϐάση του E.
(2) =⇒ (1) Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη (2) και έστω B =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
µια ϐάση του U, οπότε

dimKU = n, και C =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
µια ϐάση του V, οπότε dimKU = m. Τότε από την υπόθεση,

το σύνολο B ∪ C είναι µια ϐάση του E, ιδιαίτερα ⟨B ∪ C⟩ = E. Από την Παρατήρηση γνωρίζουµε ότι
πάντοτε έχουµε ⟨B ∪ C⟩ = U+ V, και εποµένως E = U+ V.

΄Εστω x⃗ ∈ U ∩ V. Τότε x⃗ ∈ U και x⃗ ∈ V και άρα µπορούµε να γράψουµε µοναδικά:

x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n = x′1ϵ⃗1 + x′2ϵ⃗2 + · · ·+ x′mϵ⃗m =⇒

=⇒ x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n + (−x′1)⃗ϵ1 + (−x′2)⃗ϵ2 + · · ·+ (−x′m)⃗ϵm = 0⃗

Λόγω γραµµικής ανεξαρτησίας του συνόλου B ∪ C =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n, ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗m

}
, ϑα έχουµε

xi = x′j = 0, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

και εποµένως x⃗ = 0⃗. Με άλλα λόγια δείξαµε ότι : U ∩ V = {⃗0}. ΄Αρα E = U⊕ V.
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΄Ασκηση 18. ΄Εστω U ένας υπόχωρος ενός K-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθεί
ότι υπάρχει ένας υπόχωρος V του E έτσι ώστε :

E = U⊕ V

Είναι ο υπόχωρος V µοναδικός ;

Λύση. Γνωρίζουµε ότι ο υπόχωρος U έχει πεπερασµένη διάσταση. ΄Εστω C =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k

}
µια ϐάση του

V. Από γνωστό Θεώρηµα, το σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων B µπορεί να επεκταθεί σε µια ϐάση
B =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k, e⃗k+1, · · · , e⃗n

}
µια ϐάση του E. Θέτουµε D =

{
e⃗k+1, · · · , e⃗n

}
και :

V =
〈
D
〉
=
〈
e⃗k+1, · · · , e⃗n

〉
Προφανώς τότε ϑα έχουµε :

dimKU = k και dimKU = n− k και dimKE = n = dimKU+ dimKV

Επειδή C ⊆ U και D ⊆ V, έπεται ότι B = C ∪D ⊆ U + V και εποµένως E =
〈
B
〉
=
〈
C ∪D

〉
⊆ U + V. ΄Αρα

E = U+ V και τότε από την ΄Ασκηση 16 έχουµε : E = U⊕ V.

Στον R-διανυσµατικό χώρο R2, ϑεωρούµε τον υπόχωρο

U =
{
(x, 0) ∈ R2 | x ∈ R

}
= ⟨(1, 0)⟩

και τους υπόχωρους, ∀k ≥ 0:

Vk =
{
(ky, (k + 1)y) ∈ R2 | y ∈ R

}
=
{
y(k, k + 1) ∈ R2 | y ∈ R

}
= ⟨(k, k + 1)⟩

Τότε, ∀k ≥ 0:

dimRU = 1 και dimRVk = 1 και dimRR2 = 2 = dimRU+ dimRVk

Αν a⃗ ∈ U ∩ Vk, τότε a⃗ = (x, 0) και a⃗ = (ky, (k + 1)y). Θα έχουµε ky = x και (k + 1)y = 0, από όπου έπεται
ότι y = 0 διότι k ≥ 0. Τότε x = 0 και εποµένως a⃗ = (0, 0). ∆ηλαδή U ∩ Vk = {⃗0}, ∀k ≥ 0. Από την ΄Ασκηση
16 προκύπτει ότι :

R2 = U⊕ Vk, ∀k ≥ 0

Επειδή προφανώς οι (άπειροι σε πλήθος) υπόχωροι Vk είναι ανά δύο διαφορετικοί, έπεται ότι υπάρχει άπειρο
πλήθος ανά δύο διαφορετκών υπόχωρων Vk έτσι ώστε R2 = U⊕ Vk.

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε δύο στοιχεία a, b ενός σώµατος K και έστω ο ακόλουθος 2× 2 πίνακας

A =

(
a b
b a

)
Θεωρούµε το σύνολο

U =
{
X ∈ M2(K) | AX = XA

}
(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο U είναι ένας υπόχωρος του M2(K) και να ϐρεθεί µια ϐάση του.
(2) Να ϐρεθεί υπόχωρος V του M2(K) έτσι ώστε :

M2(K) = U⊕ V

Λύση. (α) Αν b = 0, τότε A =

(
a 0
0 a

)
= aI2, και τότε, ∀X ∈ M2(K): AX = aI2X = aXI2 = XaI2 =

XA. ∆ηλαδή U = M2(K), και τότε µπορούµε να επιλέξουµε V = {⃗0}.
(β) Υποθέτουµε ότι b ̸= 0.

΄Εστω X =

(
x1 x2
x3 x4

)
∈ U. Τότε :

AX = XA =⇒
(
a b
b a

)
·
(
x1 x2
x3 x4

)
=

(
x1 x2
x3 x4

)
·
(
a b
b a

)
=⇒

=⇒
(
ax1 + bx3 ax2 + bx4
bx1 + ax3 bx2 + ax4

)
=

(
ax1 + bx2 ax2 + bx1
bx4 + ax3 bx3 + ax4

)
=⇒
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ax1 + bx3 = ax1 + bx2
b ̸=0
=⇒ x2 = x3

ax2 + bx4 = ax2 + bx1
b ̸=0
=⇒ x1 = x4

΄Αρα X =

(
x1 x2
x2 x1

)
. Αντίστροφα, αν X =

(
x y
y x

)
, τότε εύκολα ϐλέπουµε ότι ϑα έχουµε AX = XA,

δηλαδή X ∈ U. ΄Αρα:

U =

{(
x y
y x

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
=

{
x

(
1 0
0 1

)
+ y

(
0 1
1 0

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
=

〈(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)〉
Επειδή οι πίνακες I2 =

(
1 0
0 1

)
και J =

(
0 1
1 0

)
είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητοι, έπεται ότι το

σύνολο C =
{
I2, J

}
είναι µια ϐάση του M2(K). Γνωρίζουµε ότι dimKM2(K) = 4. Συµπληρώνουµε το

σύνολο C σε µια ϐάση B του M2(K): ϑεωρούµε τους πίνακες

K =

(
0 1
0 0

)
και L =

(
1 0
0 0

)
Εύκολα ϐλέπουµε2 ότι το σύνολο B =

{
I2, J, K, L

}
είναι µια ϐάση του M2(K). Θέτουµε :

V =
〈
K, L

〉
=

{
x

(
0 1
0 0

)
+ y

(
0 0
1 0

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
=

{(
0 x
0 0

)
+ y

(
0 0
y 0

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
=

=

{(
0 x
y 0

)
∈ M2(K) | x, y ∈ K

}
από την ΄Ασκηση 18 έπεται ότι :

M2(K) = U⊕ V

΄Ασκηση 20. Να δειχθεί ότι :
Kn = U⊕ V

όπου
U =

{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0

}
V =

{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn | x1 = x2 = · · · = xn

}
Λύση. Από την ΄Ασκηση 1, ϑέτοντας α1 = α2 = · · · = αn = 1, έπεται ότι το σύνολο

B1 =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n−1

}
είναι µια ϐάση του U, όπου

ϵ⃗1 = (−1, 1, 0, · · · , 0) , ϵ⃗2 = (−1, 0, 1, · · · , 0) , · · · , ϵ⃗n−1 = (−1, 0, · · · , 0, 1)
Εποµένως dimKU = n− 1. Από την άλλη πλευρά,

V =
{
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn | x1 = x2 = · · · = xn

}
=
{
(x, x, · · · , x) ∈ Kn | x ∈ K

}
=

=
{
x(1, 1, · · · , 1) ∈ Kn | x ∈ K

}
=
〈
ϵn = (1, 1, · · · , 1)

〉
Εποµένως dimKV = 1.

΄Εστω x⃗ = (x1, x2, · · · , xn) ∈ U ∩ V. Τότε :

x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 και x1 = x2 = · · · = xn := x =⇒ nx = 0 =⇒ x = 0 =⇒ x⃗ = 0⃗

Εποµένως U ∩ V = {⃗0}. Επειδή dimKKn = n = n− 1 + 1 = dimKU+ dimKV, από την ΄Ασκηση 16 έπεται ότι
Kn = U⊕ V.

2
Για παράδειγµα ϑεωρώντας τον πίνακα 

1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


ο οποίος σχηµατίζεται από τις συνιστώσες των πινάκων του συνόλου B =

{
I2, J, K, L

}
ως προς την κανονική ϐάση του M2(K), και

ο οποίος έχει µη-µηδενική ορίζουσα, έπεται ότι το B είναι µια ϐάση του M2(K).
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΄Ασκηση 21. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο Rn[x] των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ n υπεράνω του
R, και έστω ρ1, ρ2, · · · , ρn ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Αν 1 ≤ k ≤ n, ϑεωρούµε το σύνολο:

Vk =
{
P (x) ∈ Rn[x] | P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0

}
Να δειχθεί ότι :

Rn[x] = Rk−1[x]⊕ Vk

Λύση. Από την ΄Ασκηση 9 γνωρίζουµε ότι το σύνολο Vk είναι ένας υπόχωρος του Rn[x] µε διάσταση

dimRVk = n− k + 1

και το σύνολο
Bk =

{
Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

}
είναι µια ϐάση του Vk, όπου :

Π(x) = (x− ρ1)(x− ρ2) · · · (x− ρk) ∈ Kn[x]

Θεωρούµε το σύνολο C =
{
1, x, x2, · · · , xk−1

}
. Από την ΄Ασκηση 9, γνωρίζουµε τότε ότι το σύνολο

C ∪Bk =
{
1, x, x2, · · · , xk−1, Π(x), xΠ(x), x2Π(x), · · · , xn−kΠ(x)

}
είναι µια ϐάση του Rn[x] η οποία συµπληρώνει τη ϐάση Bk του Vk. Προφανώς ϑα έχουµε : Rk−1[x] = ⟨C⟩.
Από την ΄Ασκηση 18 προκύπτει τότε ότι :

Rn[x] = Rk−1[x]⊕ Vk

΄Ασκηση 22. Θεωρούµε το σύνολο

Sn(K) =
{
A ∈ Mn(K) | tA = A

}
των συµµετρικών n× n πινάκων, και το σύνολο

An(K) =
{
A ∈ Mn(K) | tA = −A

}
των αντισυµµετρικών n× n πινάκων.

(1) Να δειχθεί ότι :
Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)

(2) Να ϐρεθούν οι διαστάσεις των υπόχωρων Sn(K) και An(K).
(3) Αν n = 3, να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων Sn(K) και An(K).

Λύση. (1) ΄Εστω A ∈ Sn(K) ∩ An(K). Τότε :
tA = A και tA = −A =⇒ A = −A =⇒ 2A = 0 =⇒ A = 0

Εποµένως :
Sn(K) ∩ An(K) =

{
0
}

(∗)
΄ΕστωA ∈ Mn(K). Τότε :

t

(
A+ tA

2

)
=

t(A+ tA)

2
=

tA+A

2
=⇒

tA+A

2
∈ Sn(K)

t

(
A− tA

2

)
=

t(A− tA)

2
=

tA−A

2
= −A− tA

2
=⇒ A− tA

2
∈ An(K)

Επειδή

A =
A+ tA

2
+

A− tA

2
έπεται ότι ϑα έχουµε :

Mn(K) = Sn(K) + An(K) (∗∗)
Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗), έπεται ότι :

Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)
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(2) Από την ΄Ασκηση 16 έχουµε :

n2 = dimKMn(K) = dimKSn(K) + dimKAn(K) (†)
΄Εστω A = (aij) ένας αντισυµµετρικός πίνακας. Τότε aij = −aji, 1 ≤ i, j ≤ n. Ιδιαίτερα προκύπτει ότι
aii = 0, 1 ≤ i ≤ n, και ο A έχει την ακόλουθη µορφή:

A =


0 a12 · · · a1n

−a12 0 · · · a2n
...

...
. . .

...
−a1n −an2 · · · 0


Για κάθε 1 ≤ r < s ≤ n, ϑεωρούµε τους πίνακες Jrs = (xij), όπου xij = 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , n, εκτός
από τις ϑέσεις xrs = 1 και xsr = −1. Είναι τότε προφανές ότι κάθε αντισυµµετρικός πίνακας A όπως
παραπάνω, γράφεται ως :

A =
n∑

1≤r<s≤n

arsJrs

Εποµένως
An(K) =

〈
Jrs ∈ Mn(K) | 1 ≤ r < s ≤ n

〉
και επειδή προφανώς το σύνολο C = Jrs ∈ Mn(K) | 1 ≤ r < s ≤ n

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο,

έπεται ότι το C είναι µια ϐάση του An(K). Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου C είναι ίσο µε n2−n
2 ,

και εποµένως :

dimKAn(K) =
n2 − n

2
και τότε από τον τύπο (†), ϑα έχουµε :

dimKSn(K) = n2 − n2 − n

2
=

n2 + n

2

Μια ϐάση του Sn(K) είναι τότε το σύνολο των συµµετρικών πινάκων{
Irs = (xij) ∈ Mn(K) | xrs = xsr = 1 και xij = 0, για κάθε 1 ≤ i, j ≤ n µε i ̸= r ή j ̸= s

}
(3) Σύµφωνα µε το µέρος (2), ϑα έχουµε τη ϐάση

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

0 0 0
0 0 1
0 −1 0


του υπόχωρου A3(K), και τη ϐάση

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,

0 0 0
0 0 1
0 1 0


του υπόχωρου S3(K).

Η ένωση αυτών των δύο ϐάσεων αποτελεί τότε µια ϐάση του M3(K).

Υπενθυµίζουµε ότι αν V1, V2, · · · , Vn είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε το άθροισµα

υπόχωρων

V1 + V2 + · · ·+ Vn =
{
v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n ∈ E | v⃗i ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n

}
καλείται ευθύ άθροισµα αν κάθε διάνυσµα x⃗ του V1 + V2 + · · · + Vn γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως

x⃗ = v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n, δηλαδή:

x⃗ = v⃗1+v⃗2+· · ·+v⃗n = u⃗1+u⃗2+· · ·+u⃗n, όπου v⃗i, u⃗i ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n =⇒ v⃗1 = u⃗1, v⃗2 = u⃗2, · · · , v⃗n = u⃗n

Αν το άθροισµα των υπόχωρων V1 + V2 + · · ·+ Vn είναι ευθύ, ϑα γράφουµε:

V1 + V2 + · · ·+ Vn = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn
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΄Ασκηση 23. ΄Εστω B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
ένα σύνολο διανυσµάτων του K-διανυσµατικού χώρου E. Να δειχθεί

ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το σύνολο B είναι µια ϐάση του E.
(2)

E = ⟨e⃗1⟩ ⊕ ⟨e⃗2⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨e⃗n⟩

Λύση. «=⇒» Υποθέτουµε ότι το σύνολο B είναι µια ϐάση του E. Τότε κάθε διάνυσµα x⃗ γράφεται ως γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων του συνόλυ B: x⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + · · ·+ λne⃗n, όπου λi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Επειδή
λie⃗i ∈ ⟨e⃗i⟩, προκύπτει ότι x⃗ ∈ ⟨e⃗1⟩ + ⟨e⃗2⟩ + · · · + ⟨e⃗n⟩ και εποµένως E = ⟨e⃗1⟩ + ⟨e⃗2⟩ + · · · + ⟨e⃗n⟩. ΄Εστω
x⃗ = κ1e⃗1 + κ2e⃗2 + · · ·+ κne⃗n µια άλλη γραφή του x⃗ ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του συνόλου
B. Τότε

x⃗ = λ1e⃗1+λ2e⃗2+· · ·+λne⃗n = κ1e⃗1+κ2e⃗2+· · ·+κne⃗n =⇒ (λ1−κ1)e⃗1+(λ2−κ2)e⃗2+· · ·+(λn−κn)e⃗n = 0⃗

και άρα λόγω γραµµικής ανεξαρτησίας των διανυσµάτων του συνόλου B έπεται ότι λi = κi, 1 ≤ i ≤ n. Αυτό
σηµαίνει ότι κάθε διάνυσµα x⃗ του V1+V2+ · · ·+Vn γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως x⃗ = v⃗1+ v⃗2+ · · ·+ v⃗n,
και εποµένως E = ⟨e⃗1⟩ ⊕ ⟨e⃗2⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨e⃗n⟩.

«⇐=» Υποθέτουµε ότι E = ⟨e⃗1⟩ ⊕ ⟨e⃗2⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨e⃗n⟩. Τότε κάθε διάνυσµα x⃗ του E γράφεται κατά µοναδικό
τρόπο ως x⃗ = x⃗1 + e⃗2 + · · · + x⃗n, όπου x⃗i ∈ ⟨e⃗i⟩, 1 ≤ i ≤ n. Τότε όµως x⃗ = λie⃗i, για κάποια λi ∈ K και
εποµένως x⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + · · · + λne⃗n. Αυτό σηµαίνει ότι το σύνολο B είναι ένα σύνολο γεννητόρων του E.
Αν λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + · · ·+ λne⃗n = 0⃗, τότε ϑα έχουµε : λ1e⃗1 + λ2x⃗2 + · · ·+ λne⃗n = 0⃗ = 0e⃗1 + 0e⃗2 + · · ·+ 0e⃗n, και
άρα λόγω µοναδικότηγτας της γραφής του διανύσµατος λ1e⃗1+λ2e⃗2+ · · ·+λne⃗n, ϑα έχουµε λi = 0, 1 ≤ i ≤ n.
΄Αρα το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως είναι µια ϐάση του E.

΄Ασκηση 24. Αν V1, V2, · · · , Vn είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(1) Το άθροισµα των υπόχωρων V1 + V2 + · · ·+ Vn είναι ευθύ :

V1 + V2 + · · ·+ Vn = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn

(2)

v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n = 0⃗, όπου v⃗i ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n =⇒ v⃗i = 0⃗, 1 ≤ i ≤ n

(3)

∀i = 1, 2, · · · , n : Vi

⋂(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
= {⃗0}

Λύση. (1) =⇒ (2) Υποθέτουµε ότι το άθροισµα των υπόχωρων V1,V2, · · · ,Vn είναι ευθύ, και έστω
v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n = 0⃗, όπου v⃗i ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n. Τότε, επειδή ∀i = 1, 2, · · · , n έχουµε 0⃗ ∈ Vi, από την
µοναδικότητα της γραφής έπεται ότι :

v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n = 0⃗ = 0⃗ + 0⃗ + · · ·+ 0⃗ =⇒ v⃗i = 0⃗ ∀i = 1, 2, · · · , n
(2) =⇒ (3) Υποθέτουµε ότι ισχύει η συνθήκη (2) και έστω x⃗ ∈ Vi ∩

(
V1+ · · ·+Vi−1+Vi+1+ · · ·+Vn

)
.

Τότε x⃗ ∈ Vi και x⃗ ∈ V1+ · · ·+Vi−1+Vi+1+ · · ·+Vn, και εποµένως x⃗ = x⃗1+ · · ·+ x⃗i−1+ x⃗i+1+ · · · x⃗n,
όπου x⃗j ∈ Vj , 1 ≤ j ̸= i ≤ n. Τότε ϑα έχουµε :

x⃗1 + · · ·+ x⃗i−1 + (−x⃗) + x⃗i+1 + · · · x⃗n = 0⃗

και εποµένως απο τη συνθήλη (2) προκύπτει ότι :

x⃗1 = · · · = x⃗i−1 = (−x⃗) = x⃗i+1 = · · · x⃗n = 0⃗

x⃗ = 0⃗. Αυτό σηµαίνει ότι Vi ∩
(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
=
{
0⃗
}

.

(3) =⇒ (1) Υποθέτουµε ότι Vi ∩
(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
=
{
0⃗
}

, και έστω

v⃗1 + v⃗2 + · · ·+ v⃗n = u⃗1 + u⃗2 + · · ·+ u⃗n, όπου v⃗i, u⃗i ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n

Τότε, ∀i = 1, 2 · · · , n, ϑα έχουµε

v⃗i − u⃗i = (u⃗1 − v⃗1) + · · ·+ (u⃗i−1 − v⃗i−1) + (u⃗i+1 − v⃗i+1) + · · ·+ (u⃗n − v⃗i)
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Επειδή v⃗i − u⃗i ∈ Vi και u⃗j − v⃗j ∈ Vj , ∀j = 1, 2, · · · , n µε j ̸= i, έπεται ότι (u⃗1 − v⃗1) + · · · + (u⃗i−1 −
v⃗i−1) + (u⃗i+1 − v⃗i+1) + · · ·+ (u⃗n − v⃗i) ∈

(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
. Τότε

v⃗i − u⃗i ∈ Vi ∈ Vi

⋂(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
=
{
0⃗
}

΄Αρα v⃗i = u⃗i, και επειδή το i = 1, 2, · · · , n επιλέχθηκε τυχαία, έπεται ότι v⃗i = u⃗i, ∀i = 1, 2, · · · , n,
δηλαδή ισχύει η µοναδικότητα της γραφής ενός διανύσµατος του V1 + V2 + · · · + Vn ως άθροισµα
διανυσµάτων των υπόχωρων Vi, 1 ≤ i ≤ n. Εποµένως το άθροισµα V1 + V2 + · · ·+ Vn είναι ευθύ.

Αν A και B είναι υποσύνολα ενός συνόλου X, τότε γνωρίζουµε ότι :

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
΄Οπως έχουµε αποδείξει στο µάθηµα, η παραπάνω σχέση γενικεύεται για υπόχωρους : αν U και V είναι

υπόχωροι ενος K-διανσυµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης, τότε :

dimK(U+ V) = dimKU+ dimKV− dimK(U ∩ V)

Τι συµβαίνει για τρεις υπόχωρους ;

Αν A, B και C είναι υποσύνολα ενός συνόλου X, τότε
3
:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

΄Ασκηση 25. ΑνU, V, W είναι υπόχωροι ενόςK-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης, να εξετασθεί
αν ισχύει ότι :

dimK(U+V+W) = dimKU+dimKV+dimKW−dimK(U∩V)−dimK(V∩W)−dimK(U∩W)+dimK(U∩V∩W)

Λύση. ΄Εστω E = R2 και ϑεωρούµε τους υπόχωρους :

U =
{
(x, 0) ∈ R2 | x ∈ R

}
V =

{
(0, y) ∈ R2 | y ∈ R

}
W =

{
(z, z) ∈ R2 | z ∈ R

}
Τότε προφανώς ϑα έχουµε :

U+ V = R2 και άρα U+ V+W = R2

U ∩ V = U ∩W = V ∩W = U ∩ V ∩W = {⃗0}
΄Ετσι το πρώτο µέλος της Ϲητούµενης ισότητας είναι 2 και το δεύτερο µέλος είναι ίσο µε 3 = 1 + 1 + 1. ΄Αρα η
Ϲητούµενη ισότητα δεν ισχύει.

Θα δείξουµε ότι ισχύει πάντα η ακόλουθη ανισότητα :

dimK(U+V+W) ≤ dimKU+dimKV+dimKW−dimK(U∩V)−dimK(V∩W)−dimK(U∩W)+dimK(U∩V∩W)

Θα έχουµε :
dimK(U+ V+W) = dimK(U+ V) + dimKW− dimK

(
(U+ V) ∩W

)
=

= dimKU+ dimKV+ dimKW− dimK(U ∩ V)− dimK
(
(U+ V) ∩W

)
(†)

Από την άλλη πλευρά έχουµε :
(U ∩W) + (V ∩W) ⊆ (U+ V) ∩W (††)

Πράγµατι, έστω x⃗ ∈ (U ∩W) + (V ∩W). Τότε x⃗ = u⃗+ v⃗, όπου u⃗ ∈ U ∩W και v⃗ ∈ V ∩W. Εποµένως x⃗U+ V

και επειδή ο W είναι υπόχωρος και u⃗, v⃗ ∈ W, ϑα έχουµε x⃗ = u⃗+ v⃗ ∈ W. ΄Αρα x⃗ ∈ (U+V)∩W και εποµένως
(U ∩W) + (V ∩W) ⊆ (U+ V) ∩W.

Από τη σχέση (††) έπεται ότι

dimK
(
(U ∩W) + (V ∩W)

)
≤ dimK

(
(U+ V) ∩W

)
=⇒

=⇒ −dimK
(
(U+ V) ∩W

)
≤ −dimK

(
(U ∩W) + (V ∩W)

)
(∗)

3
∆είξτε το σαν ΄Ασκηση.
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΄Οµως
dimK

(
(U ∩W) + (V ∩W)

)
= dimK(U ∩W) + dimK(V ∩W)− dimK(U ∩ V ∩W) =⇒

−dimK
(
(U+ V) ∩W

)
≤ −dimK(U ∩W)− dimK(V ∩W) + dimK(U ∩ V ∩W) (∗∗)

Από τις σχέσεις (†) και (∗∗) ϑα έχουµε :

dimK(U+ V+W) = dimKU+ dimKV+ dimKW− dimK(U ∩ V)− dimK
(
(U+ V) ∩W

)
≤

≤ dimKU+ dimKV+ dimKW− dimK(U ∩ V)− dimK(V ∩W)− dimK(U ∩W) + dimK(U ∩ V ∩W)


