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Υπενθυµίζουµε ότι η ϐαθµίδα r(f) µιας γραµµικής απεικόνισης f : E −→ F, όπου οι E και F είναι
διανυσµατικοί χώροι υπεράνω ενός σώµατος K ορίζεται ως εξής :

r(f) = dimK Im(f)

Αν A ∈ Mm×n(K), τότε η ϐαθµίδα του A µπορεί να ορισθεί να είναι η ϐαθµίδα

r(A) = r(fA)

της επαγόµενης γραµµικής απεικόνισης

fA : Kn −→ Km, X 7−→ fA(X) = AX

Γνωρίζουµε ότι αν
{
E1, E2, · · · , En

}
είναι η κανονική ϐάση του Kn,τότε Im(fA) =

〈
fA(E1), fA(E2), · · · , fA(En)

〉
.

Επειδή fA(Ei) είναι η i-οστή στήλη Σi του A, 1 ≤ i ≤ n, έπεται ότι :

r(A) = dimK
〈
Σ1,Σ2, · · · ,Σn

〉
∆ηλαδή r(A) είναι το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα A. Γι΄ αυτό και η
ϐαθµίδα του A καλείται και η ϐαθµίδα στηλών του A, και συµβολίζεται προσωρινά µε r(A) = σ(A). Από
την άλλη πλευρά µπορούµε να ορίσουµε την ϐαθµίδα γραµµών του A ως:

γ(A) = dimK
〈
Γ1,Γ2, · · · ,Γm

〉
δηλαδή γ(A) είναι το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών του πίνακα A. Επειδή οι γραµµές
του A είναι οι στήλες του tA και οι στήλες του A είναι οι γραµµές του tA, έπεται ότι :

γ(tA) = σ(A) και σ(tA) = γ(A)

Γνωρίζουµε ότι η ϐαθµίδα γραµµών ενός πίνακα είναι ίση µε τη ϐαθµίδα στηλών του πίνακα. Για την
απόδειξη αυτού του ισχυρισµού η οποία δόθηκε στο µάθηµα χρησιµοποιήθηκε η αναγωγή ενός πίνακα στην
ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή του και στην ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του. Στην επόµενη ΄Ασκηση δείχνουµε
µε έναν διαφορετικό τρόπο ότι η ϐαθµίδα στηλών ενός πίνακα συµπίπτει µε τη ϐαθµίδα γραµµών.

΄Ασκηση 1. Για κάθε m× n πίνακα A, η ϐαθµίδα στηλών του A είναι ίση µε τη ϐαθµίδα γραµµών του A:

r(A) = σ(A) = γ(A)

Λύση. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

fA : Kn −→ Km, X 7−→ fA(X) = AX

ftAA : Kn −→ Km, X 7−→ ftAA(X) = tAAX

οι οποίες επάγονται από τους πίνακες A και tAA. Γνωρίζουµε από την παραπάνω ανάλυση ότι r(fA) = σ(A)
και συµβολίσαµε την κοινή αυτή τιµή µε r(fA) = σ(A) = r(A).
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Προφανώς, ∀X ∈ Kn:

ftAA(X) = tAAX = ftA(AX) = ftA(fA(X)) =⇒ Im(ftAA) ⊆ Im(ftA) =⇒ r(tAA) ≤ r(tA)

∆ηλαδή
Im(ftAA) =

{
tAAX ∈ Kn | X ∈ Kn

}
⊆

{
tAY ∈ Kn | Y ∈ Km

}
⊆ Im(ftA) =⇒

=⇒ r(tAA) ≤ r(tA) = σ(tA) = γ(A) (†)
΄Εστω r = r(A) = σ(A) και έστω {AX1, · · ·AXr} µια ϐάση του Im(fA). ΄Εστω λ1

tAAX1+ · · ·+λr
tAAXr = 0.

Τότε tAA(λ1X1+ · · ·+λrXr) = 0 και έστω Y = λ1X1+ · · ·+λrXr. Τότε t(A ·Y )(A ·Y ) = tY · tA ·A ·Y = 0.
Προφανώς1 όµως µια στήλη Z = AY ικανοποιεί την tZ · Z = 0 αν και µόνον αν Z = 0. Εποµένως A · Y = 0
και άρα A(λ1X1 + · · ·λrXr) = 0 =⇒ λ1AX1 + · · ·λrAXr = 0 =⇒ λ1 = · · ·λr = 0, λόγω γραµµικής
ανεξαρτησίας των AX1, · · ·AXr. Εποµένως το υποσύνολο

{
tAAX1, · · · tAAXr

}
του Im(ftAA) είναι γραµµικά

ανεξάρτητο και άρα r(A) = r ≤ dimK Im(ftAA) = r(tAA). Εποµένως :

r(A) ≤ r(tAA) (††)
Απο τις σχέσεις (†) και (††) προκύπτει ότι :

σ(A) = r(A) ≤ r(tAA) ≤ γ(A) (∗)
∆ουλεύοντας µε γραµµές, ισοδύναµα εργαζόµενοι µε τον πίνακα tA αντί του πίνακα A, ϑα έχουµε αντίστοιχα
ότι :

γ(A) = r(A) ≤ σ(A) (∗∗)
Από τις σχέσεις (∗) (∗∗) προκύπτει ότι :

r(A) = σ(A) = γ(A)

΄Ασκηση 2. ΄Εστω g : E −→ F, f : F −→ G και h : G −→ H τρεις γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ K-
διανσυµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθούν τα εξής :

(1) Αν η g είναι επιµορφισµός, τότε : r(f ◦ g) = r(f).
(2) Αν η f είναι µονοµορφισµός, τότε : r(f ◦ g) = r(g).
(3) Αν η h είναι µονοµορφισµός και η g είναι επιµορφισµός, τότε : r(h ◦ f ◦ g) = r(f).

Λύση. (1) Αν z⃗ ∈ Im(f ◦ g), τότε υπάρχει x⃗ ∈ E έτσι ώστε (f ◦ g)(x⃗) = z⃗ και τότε : z⃗ = f(g(x⃗)) ∈ Im(f).
΄Αρα Im(f ◦ g) ⊆ Im(f). Αν z⃗ ∈ Im(f), τότε υπάρχει y⃗ ∈ F έτσι ώστε f(y⃗) = z⃗. Επειδή η g είναι
επιµορφισµός, υπάρχει x⃗ ∈ E έτσι ώστε g(x⃗) = y⃗ και τότε : (f ◦g)(x⃗) = f(g(x⃗)) = f(y⃗) = z⃗ ∈ Im(f ◦g).
΄Αρα Im(f) ⊆ Im(f◦g) και εποµένως Im(f) = Im(f◦g). Τότε r(f◦g) = dimK Im(f◦g) = dimK Im(f) =
r(f).

(2) Αν x⃗ ∈ Ker(g), τότε g(x⃗) = 0⃗ και f(g(x⃗) = f (⃗0) = 0⃗, δηλαδή x⃗ ∈ Ker(f ◦ g) και εποµένως Ker(g) ⊆
Ker(f ◦ g). ΄Εστω x⃗ ∈ Ker(f ◦ g). Τότε (f ◦ g)(x⃗) = f(g(x⃗)) = 0⃗, δηλαδή g(x⃗) ∈ Ker(f). Επειδή η f

είναι µονοµορφισµός, έπεται ότι g(x⃗) = 0⃗, δηλαδή x⃗ ∈ Ker(g). ΄Αρα Ker(f ◦ g) ⊆ Ker(g) και εποµένως
Ker(f ◦ g) = Ker(g). Από την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων ϑα έχουµε :

dimK E = dimK Ker(g ◦ f) + r(f ◦ g) και dimK E = dimK Ker(g) + r(g)

Επειδή dimK Ker(f ◦ g) = dimK Ker(g), από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι : r(f ◦ g) = r(g).
(3) Επειδή η h είναι µονοµορφσιµός, από το µέρος (2) έπεται ότι r(h ◦ f ◦ g) = r(f ◦ g). Επειδή η g είναι

επιµορφισµός, έπεται ότι r(g ◦ f) = r(f). ΄Αρα:

r(h ◦ f ◦ g) = r(f ◦ g) = r(f)

Η επόµενη ΄Ασκηση παρουσιάζει µια σύντοµη απόδειξη ενός γνωστού µας Θεωρήµατος.

1Αν Z =


z1
z2
...
zm

, τότε tZZ =
(
z1 z2 · · · zm

)


z1
z2
...
zm

 = z21 + z22 + · · ·+ z2m.

΄Αρα tZZ = 0 αν και µόνον αν z21 + z22 + · · ·+ z2m = 0 αν και µόνον αν z1 = z2 = · · · = zm = 0 αν και µόνον αν Z = 0.
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΄Ασκηση 3. ΄Εστω A και B δύο m × n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K. Τότε οι πίνακες A και B είναι
ισοδύναµοι αν και µόνον αν r(A) = r(B).

Λύση. Αν οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι, τότε υπάρχει ένας αντιστρέψιµος m ×m πίνακας Q και ένας
αντιστρέψιµος n× n πίνακας P έτσι ώστε : Q−1AP = B. Τότε για κάθε X ∈ Kn:

fB(X) = fQ−1AP (X) = Q−1APX = Q−1AfP (X) = Q−1fA(fP (X)) = fQ−1(fA(fP (X))) = (fQ−1◦fA◦fP )(X)

Εποµένως :
fB = fQ−1 ◦ fA ◦ fP

Επειδή οι πίνακες Q−1 και P είναι αντιστρέψιµοι, έπεται2 ότι οι γραµµικές απεικονίσεις fQ−1 και fP είναι
ισοµορφισµοί. Από την ΄Ασκηση 2 έπεται τότε ότι :

r(A) = r(fA) = r(fB) = r(B)

Αντίστροφα, έστω ότι : r(A) = r(B). Γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα

(
r(A) O
O O

)
και ο πίνακας B είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα

(
r(B) O
O O

)
. Επειδή η ισοδυναµία πινάκων είναι µια σχέση

ισοδυναµίας στο σλυνολο όλων των m × n πινάκων, και επειδή

(
r(A) O
O O

)
=

(
r(B) O
O O

)
, έπεται ότι οι

πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας n × n πίνακας και adj(A) ο συµπληρωµατικός του A. Να δειχθούν τα
εξής :

(1) adj(A) = O ⇐⇒ r(A) < n− 1.
(2) r(A) = n =⇒ r(adj(A)) = n.
(3) r(A) < n− 1 =⇒ r(adj(A)) = 0.
(4) r(A) = n− 1 =⇒ r(adj(A)) = 1.

Λύση. (1) Από τον ορισµό του συµπληρωµατικού πίνακα adj(A) του A έχουµε ότι adj(A) = O αν και
µόνο αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης n − 1 είναι ίσες µε 0. Εποµένως έχουµε ισοδύναµα ότι
r(A) < n−1 αφού από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι r(A) < k αν και µόνο αν υπάρχει ελάσσονα ορίζουσα
τάξης k ̸= 0 και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης µεγαλύτερης του k είναι ίσες µε 0.

(2) ΄Εστω r(A) = n. Τότε |A| ̸= 0, δηλαδή ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. ΄Οµως από την ακόλουθη
σχέση:

A · adj(A) = |A| · In = adj(A) ·A
έπεται ότι |adj(A)| ≠ 0 και άρα ο adj(A) έχει µέγιστη ϐαθµίδα, δηλαδή: r(adj(A)) = n.

(3) Αν r(A) < n− 1 τότε από το (1) έχουµε ότι adj(A) = O και άρα r(adj(A)) = 0.
(4) ΄Εστω r(A) = n − 1. Τότε |A| = 0 αφού r(A) < n. Συνεπώς από τη σχέση A · adj(A) = |A| · In =

adj(A) ·A έχουµε
A · adj(A) = 0 = adj(A) ·A (∗)

Θέτουµε B = adj(A) και ορίζουµε τις παρακάτω απεικονίσεις :

Kn
fA // Kn

fB // Kn , fA(X) = A ·X και fB(X) = B ·X

2Για κάθε m× n πίνακα A, ισχύει ότι :

fA : ισοµορφισµός ⇐⇒ A : αντιστρέψιµος

Πράγµατι, αν η fA είναι ισοµορφισµός, τότε προφανώς m = n και ο πίνακας της fA ως προς τις κανονικές ϐάσεις των Kn και
Km, δηλαδή ο A είναι αντιστρέψιµος. Αντίστροφα, αν ο A είναι αντιστρέψιµος, τότε m = n και ϑεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση
fA−1 : Kn −→ Kn, fA−1(X) = A−1X. Θα έχουµε:

(fA ◦ fA−1)(X) = fA(fA−1(X) = fA(A
−1X) = A(A−1X) = (AA−1)X = InX = X =⇒ fA ◦ fA−1 = IdKn

(fA−1 ◦ fA)(X) = fA−1(fA(X) = fA−1(AX) = A−1(AX) = (A−1A)X = InX = X =⇒ fA−1 ◦ fA = IdKn

΄Αρα η απεικόνιση fA είναι ισοµορφισµός και (fA)−1 = fA−1 .
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Τότε

fB·A(X) = B ·A ·X = B · (A ·X) = B · (fA(X)) = fB(fA(X)) = (fB ◦ fA)(X)

=⇒ fB·A = fB ◦ fA
και άρα από τη σχέση (∗) έχουµε

fB ◦ fA = 0

΄Εστω Y ∈ Im(fA). Τότε Y = fA(X) και από την παραπάνω σχέση έχουµε fB(fA(X)) = 0. ’ρα
Y = fA(X) ∈ Ker(fB) και εποµένως

Im(fA) ⊆ Ker(fB)

Τότε από την παραπάνω σχέση έχουµε

dimK Im(fA) ≤ dimK Ker(fB) = dimKKn − dimK Im(fB)

=⇒ r(A) ≤ n− r(B)

=⇒ r(A) + r(B) ≤ n

=⇒ n− 1 + r(B) ≤ n

=⇒ r(B) ≤ 1

΄Εστω ότι r(B) = 0. Τότε B = adj(A) = O και άρα από το (1) έχουµε r(A) < n− 1, που είναι άτοπο.
Εποµένως r(B) = r(adj(A)) = 1.

Η ιδέα στην απόδειξη του (4) στην ΄Ασκηση 4 είναι η χρήση του εξής γενικότερου αποτελέσµατος που
αναλύεται στην επόµενη ΄Ασκηση:

΄Ασκηση 5. ΄Εστω οι γραµµικές απεικονίσεις

E
g // F

f // G

µεταξύ K-διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης. Αν f ◦ g = 0, τότε :

(1) Im(g) ⊆ Ker(f).
(2) r(f) + r(g) ≤ dimKF.
(3) r(f) + r(g) = dimKF αν και µόνον αν Im(g) = Ker(f).

Λύση. (1) ΄Εστω y⃗ ∈ Im(g). Τότε y⃗ = g(x⃗) και άρα χρησιµοποιώντας ότι f ◦ g = 0, ϑα έχουµε f(y⃗) =

f(g(x⃗)) = 0⃗. ’ρα y⃗ ∈ Ker(f) και εποµένως

Im(g) ⊆ Ker(f)

(2) Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση έχουµε

dimK Im(g) ≤ dimK Ker(f) = dimKF − dimK Im(f)

=⇒ r(g) ≤ dimKF − r(f)

=⇒ r(f) + r(g) ≤ dimKF

(3) Παρατηρούµε ότι η ανισότητα στο (2) είναι ισότητα αν και µόνον αν dimK Im(g) = dimK Ker(f). Επειδή
από το (1) ισχύει Im(g) ⊆ Ker(f), αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι : Im(g) = Ker(f).

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας, όπου n ≥ 2, µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι ισχύουν τα
εξής :

(1)
|adj(A)| = |A|n−1

(2)
adj(adj(A)) = |A|n−2A
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(3)
|adj(adj(A))| = |A|(n−1)2

Λύση. Γνωρίζουµε ότι για κάθε n× n πίνακα A ισχύει ότι :

adj(A) ·A = |A| In (†)
και εποµένως ϑα έχουµε και :

adj(adj(A)) · adj(A) = |adj(A)| In (††)
(1) Θεωρώντας ορίζουσες στην (†) έχουµε :

|adj(A)| |A| = |A|n (∗)
∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν r(A) = n, τότε ο A είναι αντιστρέψιµος και άρα |A| ≠ 0. Τότε από τη σχέση (∗) προκύπτει ότι :

|adj(A)| = |A|n−1

(ϐʹ) Αν r(A) < n, τότε προφανώς |A| = 0 και από την ΄Ασκηση 4 έχουµε r(adj(A)) ≤ 1 ̸= n. Ιδιαίτερα
ϑα έχουµε |adj(A)| = 0 και τότε η Ϲητούµενη σχέση (†) ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο.

(2) Πολλαπλασιάζουµε κάθε µέλος της σχέσης (†) µε τον πίνακα A, και λαµβάνοντας υπ όψιν το µέρος
(1), ϑα έχουµε :

adj(adj(A)) · adj(A) ·A = |adj(A)|A =⇒ adj(adj(A))|A| In = |A|n−1A =⇒
|A| adj(adj(A)) = |A|n−1A (∗∗)

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) Αν r(A) = n, τότε ο A είναι αντιστρέψιµος και άρα |A| ≠ 0. Προφανώς τότε ϑα έχουµε :

adj(adj(A)) = |A|n−2A

(ϐʹ) Αν r(A) < n − 1, τότε |A| = 0 από την ΄Ασκηση 4 έπεται ότι adj(A) = O και άµεσα έχουµε
adj(adj(A)) = O. Προφανώς τότε η σχέση adj(adj(A)) = |A|n−2A ικανοποιείται τετριµµένα.

(γʹ) Αν r(A) = n− 1, διακρίνουµε περιπτώσεις :
(i) n = 2. Τότε |A|n−2 = |A|0 = 1 και επειδή, όπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα,

adj(adj(A)) = A, η Ϲητούµενη σχέση ισχύει.
(ii) Αν n > 2. Τότε ϑα έχουµε |A| = 0 και από την ΄Ασκηση 4 έπεται ότι r(adj(A)) = 1 < n− 1.

Από την ίδια ΄Ασκηση 4 έπεται τότε ότι adj(adj(A)) = O, και άρα η Ϲητούµενη σχέση ισχύει
κατά τετριµµένο τρόπο.

(3) Προκύπτει άµεσα ϑεωρώντας ορίζουσες στη σχέση του µέρους (2).

Υπενθυµίζουµε ότι η ϐαθµίδα ενός πίνακα A ∈ Mm×n(K) µπορεί να προσδιορισθεί και µε χρήση ελασ-
σόνων οριζουσών: r(A) = k αν και µόνον αν υπάρχει µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης k στον A και
όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης k + 1 οι οποίες την περιβάλλουν είναι ίσες µε µηδέν.

΄Ασκηση 7. Να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


2 3 4 5 1

−1 2 −1 −7 2
2 4 3 5 3
1 2 5 0 1


Λύση. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 4 στον A:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
−1 2 −1 2
2 4 3 3
1 2 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ1→Γ1+2Γ2

Γ3→Γ3−Γ1, Γ4→Γ4+Γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 7 2 5
−1 2 −1 2
0 1 −1 2
0 4 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα

στοιχεία της δεύτερης γραµµής

= −(−1)

∣∣∣∣∣∣
7 2 5
1 −1 2
4 4 3

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1−7Γ2

Γ3→Γ3−4Γ2

∣∣∣∣∣∣
0 9 −9
1 −1 2
0 8 −5

∣∣∣∣∣∣ Ανάπτυγµα κατά τα

στοιχεία της δεύτερης γραµµής
−
∣∣∣∣ 9 −9
8 −5

∣∣∣∣ =
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= −(−45 + 72) = −27 ̸= 0

Εποµένως ϐρήκαµε µια ελάσσονα ορίζουσα τάξης 4 του A η οποία είναι µη-µηδενική και επειδή δεν υπάρχουν
ελάσσονες ορίζουσες τάξης 5 στον A, έπεται ότι :

r(A) = 4

΄Ασκηση 8. Να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


1 0 1 2 1
1 0 1 2 2
2 1 0 1 2
1 1 −1 −1 0


Λύση. Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3 στον A:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
1 2 2
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 0 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1 ̸= 0

Υπολογίζουµε τις ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4 οι οποίες πλαισιώνουν την ∆:∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 1 2 2
1 0 1 2
1 −1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ4→Γ4−Γ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 1 2 2
1 0 1 2
0 −1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ4→Γ4+Γ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 1 2 2
1 0 1 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

όπου η τελευταία ορίζουσα είναι ίση µε µηδέν διότι ο πίνακας έχει την τελευταία του γραµµή ίση µε µηδέν.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 2 1
1 1 2 2
2 0 1 2
1 −1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ4→Γ4−Γ3

Γ2→Γ2−Γ1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 0 0 1
1 0 1 2
0 −1 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Γ4→−Γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 2 1
0 0 0 1
1 0 1 2
0 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 0 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 0

όπου αναπτύξαµε κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής και η τελευταία ορίζουσα είναι ίση µε µηδέν διότι ο
πίνακας έχει την πρώτη και την τρίτη γραµµή του ίσες.

Εποµένως ϐρήκαµε µια ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3 του A η οποία είναι µη-µηδενική και όλες οι ελάσσονες
ορίζουσες τάξης 4 οι οποίες την πλαισιώνουν είναι ίσες µε µηδέν. ΄Αρα:

r(A) = 3

΄Ασκηση 9. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =

1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


Λύση. Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2, την :

∆ =

∣∣∣∣ 2 −1
1 10

∣∣∣∣ = 11 ̸= 0

Θεωρούµε της ελάσσονες ορίζουσες οι οποίες πλαισιώνουν την ∆:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1 λ −1
2 −1 λ
1 10 −6

∣∣∣∣∣∣ = λ2 + 2λ− 15 = (λ− 3)(λ+ 5)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 λ 2
2 −1 5
1 10 1

∣∣∣∣∣∣ = 3λ− 9 = 3(λ− 3)
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Αν λ = 3, τότε έπεται ότι ∆1 = ∆2 = 0 και εποµένως ο πίνακας A έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα
τάξης 2 και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 που την πλαισιώνουν είναι ίσες µε µηδέν. Εποµένως r(A) = 2.

Αν λ ̸= 3, τότε ∆2 ̸= 0 και άρα ο πίνακας A έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3. Επειδή δεν
υπάρχουν ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4, έπεται ότι r(A) = 3.

΄Αρα:

r(A) =

{
2, αν λ = 3

3, αν λ ̸= 3

΄Ασκηση 10. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


Λύση. Εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του πίνακα A:

A =


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

 Γ1↔Γ2


λ 4 10 1
3 1 1 4
1 7 17 3
2 2 4 3

 Γ2→Γ2−3Γ3

Γ4→Γ2−2Γ3


λ 4 10 1
0 −20 −50 −5
1 7 17 3
0 −12 −30 −6

 Γ2→− 1
5
Γ2

Γ4→− 1
6
Γ2


λ 4 10 1
0 4 10 1
1 7 17 3
0 2 5 1

 Γ1→−Γ2


λ 0 0 0
0 4 10 1
1 7 17 3
0 2 5 1

 Γ2→2Γ4


λ 0 0 0
0 0 0 −1
1 7 17 3
0 2 5 1

 = A′

και τότε, επειδή η ϐαθµίδα ενός πίνακα δεν αλλάζει µετά την εκτέλεση πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών
πράξεων στις γραµµές του πίνακα, προφανώς ϑα έχουµε : r(A) = r(A′).

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A′ έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3, την :

∆ =

∣∣∣∣∣∣
0 0 −1
7 17 3
2 5 1

∣∣∣∣∣∣ Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης γραµµής
(−1)

∣∣∣∣ 7 17
2 5

∣∣∣∣ = (−1)(35− 34) = −1 ̸= 0

Ο πίνακας A′ έχει µόνο µια ελάσσονα ορίζουσα τάξης 4 την :

|A′| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 0 0
0 0 0 −1
1 7 17 3
0 2 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης γραµµής
λ∆ = −λ

Αν λ = 0, τότε ο πίνακας A έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3 και η µοναδική ελάσσονα
ορίζουσα τάξης 4 η οποία την περιβάλλει είναι ίση µε µηδέν. ΄Αρα r(A) = 3.

Αν λ ̸= 0, τότε ο 4× 4 πίνακας A έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 4. ΄Αρα r(A) = 4.
Εποµένως :

r(A) =

{
3, αν λ = 0

4, αν λ ̸= 0

΄Ασκηση 11. Αν a, b ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα2 1 1 −6a
2 1 b+ 1 4
b 3 2 3a


Λύση. Εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του πίνακα A:

A =

2 1 1 −6a
2 1 b+ 1 4
b 3 2 3a

 Γ2↔Γ2−Γ1

2 1 1 −6a
0 0 b 4 + 6a
b 3 2 3a

 = A′
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και προφανώς r(A) = r(A′).
Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A′ έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2, την :

∆ =

∣∣∣∣ 1 1
3 2

∣∣∣∣ = −1 ̸= 0

Υπολογίζουµε τις δύο ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 οι οποίες πλαισιώνουν την ∆:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
0 0 b
b 3 2

∣∣∣∣∣∣ Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της δεύτερης γραµµής
(−b)

∣∣∣∣ 2 1
b 3

∣∣∣∣ = −b(6− b)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −6a
0 b 4 + 6a
3 2 3a

∣∣∣∣∣∣ Γ3−3Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 1 −6a
0 b 4 + 6a
0 −1 21a

∣∣∣∣∣∣ Ανάπτυγµα κατά τα στοιχεία

της πρώτης στήλης

∣∣∣∣ b 4 + 6a
−1 21a

∣∣∣∣ = 21ab+6a+4

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(1) Αν b ̸= 0 και b ̸= 6, τότε ο A περιέχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3, την ∆1, και επειδή
δεν υπάρχουν ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4, έπεται ότι r(A) = 3.

(2) ΄Εστω b = 0.
(αʹ) Αν a = −2

3 , τότε ο πίνακας A′ έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2, την ∆, και όλες
οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 που την πλαισιώνουν, δηλαδή οι ∆1 και ∆2, είναι ίσες µε µηδέν.
Εποµένως : r(A) = 2.

(ϐʹ) Αν a ̸= −2
3 , τότε ∆2 ̸= 0 και ο A περιέχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3. Επειδή

δεν υπάρχουν ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4, έπεται ότι r(A) = 3.
(3) ΄Εστω b = 6.

(αʹ) Αν a = − 1
33 , τότε ∆2 = 0, και ο πίνακας A′ έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 2, την

∆, και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 που την πλαισιώνουν, δηλαδή οι ∆1 και ∆2, είναι ίσες
µε µηδέν. Εποµένως : r(A) = 2.

(ϐʹ) Αν a ̸= − 1
33 , τότε ∆2 ̸= 0 και ο A περιέχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3. Επειδή

δεν υπάρχουν ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4, έπεται ότι r(A) = 3.

Συνοψίζοντας, έχουµε :

r(A) =

{
2, αν είτε (b = 0 και a = −2

3) είτε (b = 6 και a = − 1
33)

3, αν είτε (b ̸= 0 και b ̸= 6) είτε (b = 0 και a ̸= −2
3) είτε (b = 6 και a ̸= − 1

33)

΄Ασκηση 12. Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R, για τις οποίες το γραµµικό σύστηµα

(Σ)

 λx+ (3λ+ 4)y + 2(λ+ 1)z = 0
λx+ (4λ+ 2)y + (λ+ 4)z = 0
2x+ (3λ+ 4)y + 3λz = 0

είναι συµβιβαστό, και ακολούθως να λυθεί.

Λύση. Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

λ 3λ+ 4 2(λ+ 1)
λ 4λ+ 2 λ+ 4
2 3λ+ 4 3λ


΄Εχουµε :

|A| =

∣∣∣∣∣∣
λ 3λ+ 4 2(λ+ 1)
λ 4λ+ 2 λ+ 4
2 3λ+ 4 3λ

∣∣∣∣∣∣ Σ1→Σ1+Σ2+Σ3 //

∣∣∣∣∣∣
6λ+ 6 3λ+ 4 2(λ+ 1)
6λ+ 6 4λ+ 2 λ+ 4
6λ+ 6 3λ+ 4 3λ

∣∣∣∣∣∣
= 6(λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
1 3λ+ 4 2(λ+ 1)
1 4λ+ 2 λ+ 4
1 3λ+ 4 3λ

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

// 6(λ+ 1)

∣∣∣∣∣∣
1 3λ+ 4 2(λ+ 1)
0 λ− 2 −λ+ 2
0 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ = 6(λ+ 1)(λ− 2)2

(1) Για λ ̸= 1, λ ̸= 2 έχουµε |A| ̸= 0 και άρα το σύστηµα είναι Cramer. Συνεπώς έχει µοναδική λύση τη
µηδενική αφού είναι οµογενές.



9

(2) ΄Εστω λ = −1. Τότε έχουµε το σύστηµα:

(Σ)

 −x+ y = 0
−x− 2y + 3z = 0
2x+ y − 3z = 0

και A =

−1 1 0
−1 −2 3
2 1 −3


Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 2 αφού∣∣∣∣−1 1

−1 −2

∣∣∣∣ = 3 ̸= 0

Συνεπώς το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο σύστηµα:{
−x+ y = 0
−x− 2y = −3z

=⇒ x = y = z

Θέτουµε z = t ∈ R. Τότε έχουµε τη γενική λύση: x = t
y = t
z = t

, t ∈ R

(3) ΄Εστω λ = 2. Τότε έχουµε το σύστηµα:

(Σ)

 2x+ 10y + 6z = 0
2x+ 10y + 6z = 0
2x+ 10y + 6z = 0

και A =

2 10 6
2 10 6
2 10 6


Προφανώς η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 1 και λύνοντας έχουµε x = −5y−3z. Θέτουµε y = κ
και z = λ. Τότε έχουµε τη γενική λύση: {(−5κ− 3λ, κ, λ) | κ, λ ∈ R}.

΄Ασκηση 13. Αν λ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 = 0
x2 + x5 − x6 = 1
x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 − 2x6 + x7 = 1
x1 + x3 + x4 = −λ

Λύση. Ο πίνακας του συστήµατος (Σ) είναι

A =


1 1 1 1 1 −1 0
0 1 0 0 1 −1 0
1 2 1 1 2 −2 1
1 0 1 1 0 0 0

 και B =


0
1
1

−λ


Από την πρώτη, δεύτερη και έβδοµη στήλη του πίνακα A έχουµε∣∣∣∣∣∣

1 1 0
0 1 0
1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0

και ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 1
0 1 0 0
1 2 1 1
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 1
0 1 0 1
1 2 1 2
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 −1
0 1 0 −1
1 2 1 −2
1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Συνεπώς ϐρήκαµε µια ορίζουσα τάξης 3 διάφορη του 0 έτσι ώστε όλες οι ελάσσονες ορίζουσες ορίζουσες τάξης
4 που την περιβάλλουν είναι 0. ’ρα η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 3. Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε την
ϐαθµίδα του επαυξηµένου πίνακα (A|B). ΄Εχουµε :

(A|B) =


1 1 1 1 1 −1 0 0
0 1 0 0 1 −1 0 1
1 2 1 1 2 −2 1 1
1 0 1 1 0 0 0 −λ

 Γ3→Γ3−Γ1

Γ4→Γ4−Γ1

//


1 1 1 1 1 −1 0 0
0 1 0 0 1 −1 0 1
0 1 0 0 1 −1 1 1
0 −1 0 0 −1 1 0 −λ
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Γ3→Γ3−Γ2

Γ4→Γ4+Γ2

//


1 1 1 1 1 −1 0 0
0 1 0 0 1 −1 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1− λ


∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

(1) Αν λ ̸= 1 τότε η ϐαθµίδα του επαυξηµένου πίνακα (A|B) είναι r(A|B) = 4 διότι∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 0
0 −1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(1− λ) ̸= 0

’ρα στην περίπτωση αυτή έχουµε

r(A) = 3 ̸= 4 = r(A|B)

και εποµένως το σύστηµα (Σ) δεν είναι συµβιβαστό.
(2) ΄Εστω λ = 1. Τότε r(A|B) = 3 αφού∣∣∣∣∣∣

1 −1 0
0 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0

και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 4 που την περιβάλλουν είναι 0. Συνεπώς έχουµε r(A) =
3 = r(A|B) και άρα το (Σ) είναι συµβιβαστό. ΄Εστω Λ(Σ0) ο υπόχωρος των λύσεων του αντίστοιχου
οµογενούς (Σ0). Τότε ϑα έχουµε dimR Λ(Σ0) = 7 − r(A) = 7 − 3 = 4 παραµέτρους στις λύσεις.
Θέτουµε x3 = p, x4 = q, x5 = r και x6 = s όπου p, q, r, s ∈ R. Τότε το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το
ακόλουθο σύστηµα: x1 + x2 = −p− q − r + s

x2 = 1− r + s
x1 + 2x2 + x7 = 1− p− q − 2r + 2s

Τότε αντικαθιστώντας την x2 = 1− r + s στη πρώτη εξίσωση ϐρίσκουµε ότι x1 = −1− p− q και από
την τελευταία εξίσωση έπεται ότι x7 = 0. Εποµένως η γενική λύση του συστήµατος (Σ) είναι

x1 = −1− p− q
x2 = 1− r + s
x3 = p
x4 = q p, q, r, s ∈ R
x5 = r
x6 = s
x7 = 0

΄Ασκηση 14. Αν α, β, γ ∈ R, να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)

 αx+ y + z = α
x+ βy + z = β
x+ y + γz = γ

Λύση. Ο πίνακας του συστήµατος (Σ) είναι

A =

α 1 1
1 β 1
1 1 γ


και εύκολα υπολογίζουµε ότι η ορίζουσα τού πίνακα A είναι

|A| = αβγ − α− β − γ + 2

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις αναφορικά µε τις τιµές που µπορεί να λάβει η ϐαθµίδα του πίνακα A.



11

(1) r(A) = 3 Αν η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι ίση µε 3 τότε ισοδύναµα έχουµε |A| ≠ 0. Συνεπώς το
σύστηµα είναι Cramer και άρα έχουµε µοναδική λύση:

x =
αβγ − 2βγ + β + γ − α

|A|
, y =

αβγ − 2αγ + α+ γ − β

|A|
, z =

αβγ − 2αβ + α+ β − γ

|A|

(2) r(A) = 1 Ο πίνακας A έχει ϐαθµίδα ίση µε 1 αν και µόνο αν∣∣∣∣1 β
1 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 1
1 γ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α 1
1 1

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ α = β = γ = 1

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αρκεί να ελέγξουµε µόνο τις παραπάνω ορίζουσες ώστε r(A) = 1. Τότε το
σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση x+ y + z = 1 της οποίας η γενική λύση είναι :

x = 1− κ− λ, y = κ, z = λ, κ, λ ∈ R

(3) r(A) = 2 ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(αʹ) Αν α = β = γ = 1 τότε από το (2) η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 1, το οποίο είναι άτοπο.
(ϐʹ) ΄Εστω α ̸= 1, β ̸= 1, γ ̸= 1 και ας υποθέσουµε ότι το (Σ) είναι συµβιβαστό. Τότε r(A|B) = 2 =

r(A) όπου ο επαυξηµένος πίνακας του A είναι

(A|B) =

α 1 1 α
1 β 1 β
1 1 γ γ


Τότε η ορίζουσα ∣∣∣∣1 β

1 1

∣∣∣∣ ̸= 0

αφού το β ̸= 1, και άρα όλες οι ελάσσονες ορίζουσες που την περιβάλλουν ϑα πρέπει να είναι ίσες
µε 0, δηλαδή: ∣∣∣∣∣∣

α 1 1
1 β 1
1 1 γ

∣∣∣∣∣∣ = 0 =

∣∣∣∣∣∣
α 1 α
1 β β
1 1 γ

∣∣∣∣∣∣
Υπολογίζοντας τις παραπάνω ορίζουσες έχουµε :{

αβγ − α− β − γ + 2 = 0
αβγ + α+ β − γ − 2αβ

Από την πρώτη εξίσωση έχουµε αβγ = α+β+γ−2 και αντικαθιστώντας στην δεύτερη καταλήγουµε
στην εξίσωση:

α+ β − αβ = 1 =⇒ (α− 1)(1− β) = 0 =⇒ α = 1 ή β = 1

που είναι άτοπο από την υπόθεση µας. ’ρα δεν γίνεται τα α, β και γ να είναι διάφορα του 1 όταν η
ϐαθµίδα είναι r(A) = 2.

(γʹ) ΄Εστω α = 1, β ̸= 1, γ ̸= 1. Τότε

|A| = αβγ − α− β − γ + 2
α=1 +3 (β − 1)(γ − 1) = 0

και άρα β = 1 ή γ = 1, που είναι άτοπο από την υπόθεση που ξεκινήσαµε. Εποµένως υποθέτωντας
ότι µόνο ένα από τα α, β και γ είναι µηδέν τότε καταλήξαµε σε άτοπο. Παρόµοια καταλήγουµε σε
άτοπο αν α ̸= 1, β = 1, γ ̸= 1 ή α ̸= 1, β ̸= 1, γ = 1.

(δʹ) Υποθέτουµε ότι µόνο δύο από τα α, β και γ είναι ίσα µε 1. ΄Εστω α ̸= 1, β = 1, γ = 1. Τότε
έχουµε το σύστηµα: {

αx+ y + z = α
x+ y + z = 1

και παρατηρούµε ότι ∣∣∣∣α 1
1 1

∣∣∣∣ = α− 1 ̸= 0
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’ρα το παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε το εξής :{
αx+ y = α− z
x+ y = 1− z

που είναι σύστηµα Cramer ως προς τα x και y. Τότε εύκολα ϐρίσκουµε ότι η γενική λύση του
συστήµατος είναι : x = 1, y = −κ, z = κ, κ ∈ R. Παρόµοια εργαζόµαστε αν α = 1, β ̸= 1, γ = 1
ή α = 1, β = 1, γ ̸= 1.

΄Ασκηση 15. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R):

(Σ)

 x− y + z = 3
x+ y + λz = 1
x+ λy + z = λ

Λύση. Ο πίνακας του συστήµατος (Σ) είναι

A =

1 −1 1
1 1 λ
1 λ 1

 και B =

3
1
λ


΄Εχουµε

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 λ
1 λ 1

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
0 2 λ− 1
0 λ+ 1 0

∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)(λ− 1)

(1) Για λ ̸= 1 και λ ̸= −1 έχουµε |A| ̸= 0 και άρα το σύστηµα είναι Cramer. Συνεπώς έχουµε µοναδική
λύση:

x =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 1
1 1 λ
λ λ 1

∣∣∣∣∣∣
−(λ+ 1)(λ− 1)

= · · · = 4

y =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
1 1 λ
1 λ 1

∣∣∣∣∣∣
−(λ+ 1)(λ− 1)

= · · · =
λ− 3

λ+ 1

z =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
1 1 1
1 λ λ

∣∣∣∣∣∣
−(λ+ 1)(λ− 1)

= · · · = − 4

(λ+ 1)

(2) ΄Εστω λ = 1. Τότε έχουµε το σύστηµα

(Σ)

 x− y + z = 3
x+ y + z = 1
x+ y + z = 1

όπου

A =

1 −1 1
1 1 1
1 1 1

 και B =

3
1
1


Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 2 δίοτι υπάρχει µια ορίζουσα τάξης δύο διαφορετική του µηδενός :∣∣∣∣ 1 −1

1 1

∣∣∣∣ = 2 ̸= 0
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Επίσης, η ϐαθµίδα του επαυξηµένου πίνακα (A|B) είναι r(A|B) = 2 διότι∣∣∣∣ 1 −1
1 1

∣∣∣∣ = 2 ̸= 0 και

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
1 1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

Εποµένως το σύστηµα (Σ) είναι συµβιβαστό αφού r(A) = r(A|B) και άρα το (Σ) είναι ισοδύναµο µε το
ακόλουθο σύστηµα:{

x− y = 3− z
x+ y = 1− z

=⇒ 2x = 4− 2z =⇒ x = 2− z =⇒ y = −1

Θέτουµε z = t ∈ R. Τότε η γενική λύση του (Σ) είναι x = 2− t
y = −1
z = t

(3) ΄Εστω λ = −1. Τότε έχουµε το σύστηµα

(Σ)

 x− y + z = 3
x+ y − z = 1
x− y + z = −1

όπου παρατηρούµε από την πρώτη και τρίτη εξίσωση ότι το σύστηµα είναι αδύνατο.

΄Ασκηση 16. Πότε το σύστηµα

(Σ)

 x+ 5y − 2z + 6w = κ
4x− 3y + 7z + 12w = λ
5x− 44y + 35z − 6w = µ

είναι συµβιβαστό ; Αν το (Σ) είναι συµβιβαστό, ποιά είναι η γενική του λύση ;

Λύση. Ο πίνακας και ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

A =

1 5 −2 6
4 −3 7 12
5 −44 35 −6

 και (A|B) =

1 5 −2 6 κ
4 −3 7 12 λ
5 −44 35 −6 µ


Το σύστηµα είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν r(A) = r(A|B). Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι r(A) = 2 δίοτι
υπάρχει µια ορίζουσα τάξης δύο διαφορετική του µηδενός :∣∣∣∣ 1 5

4 −3

∣∣∣∣ = −23 ̸= 0

και οι ορίζουσες τρίτης τάξης που την περιβάλλουν είναι µηδέν, δηλαδή∣∣∣∣∣∣
1 5 −2
4 −3 7
5 −44 35

∣∣∣∣∣∣ = 0 =

∣∣∣∣∣∣
1 5 6
4 −3 12
5 −44 −6

∣∣∣∣∣∣
Συνεπώς για να ισχύει r(A) = r(A|B) ϑα πρέπει∣∣∣∣∣∣

1 5 κ
4 −3 λ
5 −44 µ

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ −µ+ 3λ− 7κ = 0

’ρα το σύστηµα είναι συµβιβαστό αν και µόνο αν :

−µ+ 3λ− 7κ = 0

Υποθέτουµε ότι : −µ+ 3λ− 7κ = 0. Τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό και η γενική του λύση ϑα εξαρτάται από
4− r(A) = 4− 2 παραµέτρους. Επειδή η ελάσσονα ορίζουσα∣∣∣∣ 1 5

4 −3

∣∣∣∣ = −23 ̸= 0
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δίνουµε αυθαίρετες τιµές στα z, w: z = r και w = s, και ϑεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα µα αγνώστους x, y:

(Σ′)

{
x+ 5y = κ+ 2r − 6s
4x− 3y = λ− 7r − 12s

το οποίο είναι σύστηµα Cramer ως προς x, y. ΄Αρα η γενική του (Σ′) λύση είναι :

x =

∣∣∣∣ κ+ 2r − 6s 5
λ− 7r − 12s −3

∣∣∣∣
−23

= · · · =
−29r − 78s+ 3κ+ 5λ

23

y =

∣∣∣∣ 1 κ+ 2r − 6s
4 λ− 7r − 12s

∣∣∣∣
−23

= · · · =
15r + 12s− λ+ 4κ

23
΄Αρα η γενική λύση του (Σ), όταν −µ+ 3λ− 7κ = 0, είναι η εξής :

x =
−29r − 78s+ 3κ+ 5λ

23

y =
15r + 12s− λ+ 4κ

23

z = r

w = s

(r, s ∈ R)

΄Ασκηση 17. Αν a, b, c ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)

 bx+ ay = c
cx+ az = b
cy + bz = a

Λύση. Ο πίνακας και ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος (Σ) είναι οι εξής :

A =

b a 0
c 0 a
0 c b

 και (A|B) =

b a 0 c
c 0 a b
0 c b a


Αναπτύσσοντας την ορίζουσα του πίνακα A κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, ϐλέπουµε έυκολα ότι :

|A| = −2abc

(1) Αν a ̸= 0 και b ̸= 0 και c ̸= 0, τότε |A| ≠ 0 ή ισοδύναµα r(A) = 3, το σύστηµα (Σ) είναι σύστηµα
Cramer και άρα έχει µοναδική λύση, η οποία είναι η εξής :

x =

∣∣∣∣∣∣
c a 0
b 0 a
a c b

∣∣∣∣∣∣
−2abc

= · · · =
b2 + c2 − a2

2bc

y =

∣∣∣∣∣∣
b c 0
c b a
0 a b

∣∣∣∣∣∣
−2abc

= · · · =
a2 + c2 − b2

2ac

z =

∣∣∣∣∣∣
b a c
c 0 b
0 c a

∣∣∣∣∣∣
−2abc

= · · · =
a2 + b2 − c2

2ab
(2) Υποθέτουµε ότι a = 0. ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
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(αʹ) Αν b = 0, τότε, από την πρώτη εξίσωση προκύπτει ότι c = 0 και άρα ϑα έχουµε a = b = c = 0.
Τότε A = (A|B) = O, και προφανώς το σύστηµα (Σ) έχει άπειρες λύσεις οι οποίες εξαρτώνται από
τρεις παραµέτρους :

x = r, y = s, z = t, όπου r, s, t ∈ R

(ϐʹ) Αν b ̸= 0, τότε αναγκαστικά ϑα έχουµε c ̸= 0 διότι διαφορετικά από την δεύτερη εξίσωση ϑα είχαµε
b = 0 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα a = 0 και b ̸= 0 ̸= c. Εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις
γραµµές του επαυξηµένου πίνακα (A|B):

(A|B) =

b 0 0 c
c 0 0 b
0 c b 0

 Γ1→ 1
b
Γ1

Γ2→ 1
c
Γ2, Γ3→ 1

c
Γ3

//

1 0 0 c/b
1 0 0 b/c
0 1 b/c 0

 Γ2→Γ2−Γ1//

1 0 0 c/b
0 0 0 b/c− c/b
0 1 b/c 0


Ο τελευταίος πίνακας είναι ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος

(Σ′)



x =
c

b

0 =
b

c
− c

b

y +
b

c
z = 0

το οποίο είναι ισοδύναµο µε το (Σ).
(i) Αν b/c ̸= c/b, δηλαδή αν b2 ̸= c2 ή ισοδύναµα αν b ̸= c και b ̸= −c, τότε το σύστηµα (Σ′),

άρα και το (Σ), είναι αδύνατο, όπως προκύπτει από την δεύτερη εξίσωση του (Σ′).
(ii) Αν b/c = c/b, δηλαδή αν b2 = c2 ή ισοδύναµα αν b = c ή b = −c, τότε ϑα έχουµε :

• Αν b = c. Τότε ο πίνακας (A|B) και το σύστηµα (Σ) παίρνουν τη µορφή

(A|B) =

1 0 0 1
0 0 0 0
0 1 1 0

 =⇒ (Σ)

{
x = 1
y + z = 0

=⇒


x = 1

y = r

z = −r

όπου r ∈ R

• Αν b = −c. Τότε ο πίνακας (A|B) και το σύστηµα (Σ) παίρνουν τη µορφή

(A|B) =

1 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 −1 0

 =⇒ (Σ)

{
x = −1
y − z = 0

=⇒


x = −1

y = r

z = r

όπου r ∈ R

(3) Η περίπτωση b = 0 αντιµετωπίζεται ανάλογα.
(4) Η περίπτωση c = 0 αντιµετωπίζεται ανάλογα.

Συνοψίζοντας, ϑα έχουµε :

(1) Αν όλα τα a, b, c είναι µη-µηδενικά, τότε το σύστηµα (Σ) έχει µοναδική λύση.
(2) Αν όλα τα a, b, c είναι ίσα µε µηδέν, τότε το σύστηµα (Σ) έχει άπειρες λύσεις οι οποίες εξαρτώνται από

τρείς παραµέτρους.
(3) Αν δύο από τα τα a, b, c είναι ίσα µε µηδέν και το τρίτο είναι µη-µηδενικό, τότε το σύστηµα (Σ) είναι

αδύνατο.
(4) Αν δύο από τα a, b, c είναι µη-µηδενικά και το τρίτο είναι ίσο µε µηδέν, τότε το σύστηµα (Σ):

(αʹ) έχει άπειρες λύσεις οι οποίες εξαρτώνται από µια παράµετρο αν τα δύο µη-µηδενικά στοιχεία είναι
ίσα ή αντίθετα,

(ϐʹ) είναι αδύνατο αν τα δύο µη-µηδενικά στοιχεία δεν είναι ίσα ή αντιθετα.
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΄Ασκηση 18. Αν λ, κ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ λy + z = κ
x+ y + λ2z = κ2

Λύση. Ο πίνακας A και ο επαυξηµένος πίνακας (A|B) του συστήµατος (Σ) είναι

A =

1 1 1
1 λ 1
1 1 λ2

 και (A|B) =

1 1 1 1
1 λ 1 κ
1 1 λ2 κ2


Υπολογίζουµε πρώτα την ορίζουσα του πίνακα A:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 λ 1
1 1 λ2

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2−Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 λ− 1 0
0 0 λ2 − 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 − 1) = (λ− 1)2(λ+ 1)

(1) Αν λ ̸= 1 και λ ̸= −1, τότε το (Σ) είναι ένα σύστηµα Cramer και εποµένως έχει µοναδική λύση:

x =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
κ λ 1
κ2 1 λ2

∣∣∣∣∣∣
(λ− 1)2(λ+ 1)

= · · · =
λ2 − 1− (κ2 − 1)− (κ− 1)(λ+ 1)

(λ− 1)(λ+ 1)

y =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 κ 1
1 κ2 λ2

∣∣∣∣∣∣
(λ− 1)2(λ+ 1)

= · · · =
κ− 1

λ− 1

z =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 λ κ
1 1 κ2

∣∣∣∣∣∣
(λ− 1)2(λ+ 1)

= · · · = − (κ− 1)(λ− 2)

(λ− 1)2(λ+ 1

(2) ΄Εστω λ = 1. Τότε το σύστηµα (Σ) είναι το :

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ y + z = κ
x+ y + z = κ2

(αʹ) Αν κ ̸= 1, τότε προφανώς το (Σ) είναι αδύνατο.
(ϐʹ) Αν κ = 1, τότε το (Σ) εκφυλίζεται στην εξίσωση: x+y+ z = 1 και άρα το (Σ) έχει άπειρες λύσεις :

x = 1− r − s

y = r ∈ R
z = s ∈ R

(3) ΄Εστω λ = −1. Τότε το σύστηµα (Σ) είναι το :

(Σ)

 x+ y + z = 1
x− y + z = κ
x+ y + z = κ2

Ο πίνακας και ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

A =

1 1 1
1 −1 1
1 1 1

 και (A|B) =

1 1 1 1
1 −1 1 κ
1 1 1 κ2


Προφανώς r(A) = 2 διότι ο πίνακς A έχει την µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα

∆ =

∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0
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και η µοναδική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3 είναι η ορίζουσα του A = 0. Για να είναι το (Σ) συµβιβαστό,
ϑα πρέπει r(A|B) = 2. Προφανώς αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν

∆′ =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 −1 κ
1 1 κ2

∣∣∣∣∣∣ = −2(κ2 − 1) = 0

΄Αρα:
(αʹ) Αν κ ̸= 1 και κ ̸= −1, τότε προφανώς r(A|B) = 3 ̸= 2 = r(A) και εποµένως το (Σ) είναι αδύνατο.
(ϐʹ) ΄Εστω κ = 1. Τότε το σύστηµα (Σ) είναι το

(Σ)

{
x+ y + z = 1
x− y + z = 1

του οποίου η γενική λύση είναι : 
x = 1− r

y = 0

z = r ∈ R

(γʹ) ΄Εστω κ = −1. Τότε το σύστηµα (Σ) είναι το

(Σ)

{
x+ y + z = 1
x− y + z = −1

του οποίου η γενική λύση είναι : 
x = −1− r

y = 1

z = r ∈ R

΄Ασκηση 19. Αν λ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα

(Σ)


x+ λy + λz = 1
x+ y + λz = λ
λx+ λy + z = 1
λx+ y + z = λ

Λύση. Ο πίνακας A και ο επαυξηµένος πίνακας (A|B) του συστήµατος (Σ) είναι

A =


1 λ λ
1 1 λ
λ λ 1
λ 1 1

 και (A|B) =


1 λ λ 1
1 1 λ λ
λ λ 1 1
λ 1 1 λ


Υπολογίζουµε τη ϐαθµίδα του A:

A =


1 λ λ
1 1 λ
λ λ 1
λ 1 1

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ4→Γ4−Γ3

//


1 λ λ
0 1− λ 0
λ λ 1
0 1− λ 0

 Γ3→Γ3−Γ1 //


1 λ λ
0 1− λ 0

λ− 1 0 1− λ
0 1− λ 0

 Γ1→Γ1+Γ2

Γ4−Γ2

//


1 1 λ
0 1− λ 0

λ− 1 0 1− λ
0 0 0

 = A′

Προφανώς r(A) = r(A′).
∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
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(1) Αν λ = 1, τότε ο πίνακας A′ είναι

A′ =


1 1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0


και προφανώς r(A) = r(A′) = 1. Από την άλλη πλευρά:

(A|B) =


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


και προφανώς r(A|B) = 1. ΄Αρα το (Σ) είναι συµβιβαστό, το (Σ) εκφυλίζεται στην εξίσωση x+y+z = 1,
και η γενική λύση του είναι : 

x = 1− r − s

y = r ∈ R
z = s ∈ R

(2) ΄Εστω λ ̸= 1. Τότε ϑεωρούµε τον πίνακα A′:

A′ =


1 1 λ
0 1− λ 0

λ− 1 0 1− λ
0 0 0

 Γ2→ 1
1−λ

Γ2

Γ3→ 1
1−λ

Γ3

//


1 1 λ
0 1 0
−1 0 1
0 0 0

 Γ3→Γ3+Γ1 //


1 1 λ
0 1 0
0 1 1 + λ
0 0 0

 Γ3→Γ3−Γ2 //


1 1 λ
0 1 0
0 0 1 + λ
0 0 0

 = A′′

Προφανώς τότε : r(A) = r(A′) = r(A′′).
∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

(αʹ) Αν λ ̸= −1, τότε ο πίνακας A′′ έχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα τάξης 3, την∣∣∣∣∣∣
1 1 λ
0 1 0
0 0 1 + λ

∣∣∣∣∣∣ = 1 + λ ̸= 0

και δεν υπάρχει ελάσσονα ορίζουσα τάξης 4. ΄Αρα r(A) = r(A′′) = 3. Εποµένως το (Σ) είναι
συµβιβαστό αν και µόνον αν r(A|B) = 3. Υπολογίζουµε τη ϐαθµίδα του (A|B), χρησιµοποιώντας
ότι λ ̸= 1:

(A|B) =


1 λ λ 1
1 1 λ λ
λ λ 1 1
λ 1 1 λ

 Γ2→Γ2−Γ1

Γ4→Γ4−Γ3

//


1 λ λ 1
0 1− λ 0 λ− 1
λ λ 1 1
0 1− λ 0 λ− 1

 Γ3→Γ3−Γ1

Γ4→Γ4−Γ2

//


1 λ λ 1
0 1− λ 0 λ− 1

λ− 1 0 1− λ 0
0 0 0 0


Γ2→ 1

1−λ
Γ2

Γ3→ 1
1−λ

Γ3

//


1 λ λ 1
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 0 0 0

 Γ3→Γ3+Γ1 //


1 λ λ 1
0 1 0 −1
0 λ λ+ 1 1
0 0 0 0

 = A′′′ Σ2→Σ2−Σ3 //


1 0 λ 1
0 1 0 −1
0 −1 λ+ 1 1
0 0 0 0


Γ3→Γ3+Γ2 //


1 0 λ 1
0 1 0 −1
0 0 λ+ 1 0
0 0 0 0

 Γ1→Γ1+Γ3 //


1 0 −1 1
0 1 0 −1
0 0 λ+ 1 0
0 0 0 0

 = A′′′′
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Προφανώς r(A) = r(A′) = r(A′′) = r(A′′′′). ΄Αρα το (Σ) είναι συµβιβαστό αν και µόνον αν
r(A|B) = r(A′′′′) = 3. Η ϐαθµίδα του A′′′ είναι 3 διότι ο A′′′′ περιέχει την µη-µηδενική ελάσσονα
ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣

1 0 −1
0 1 0
0 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = λ+ 1 ̸= 0

΄Αρα το (Σ) είναι συµβιβαστό και, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις προηγηθείσες στοιχειώδεις πράξεις
στος γραµµές του (A|B), είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα (µε επαυξηµένο πίνακα τον A′′′):

(Σ′)

 x+ λy + λz = 1
y = −1
λy + (λ+ 1)z = 1

=⇒

 x− λ+ λz = 1
y = −1
−λ+ (λ+ 1)z = 1

=⇒

 x+ λz = 1 + λ
y = −1
(λ+ 1)z = 1 + λ

Επειδή λ+ 1 ̸= 0, ϑα έχουµε ισοδύναµα:

=⇒

 x+ λz = 1 + λ
y = −1
z = 1

=⇒

 x = 1
y = −1
z = 1

΄Αρα το (Σ) έχει µοναδική λύση, την παραπάνω.
(ϐʹ) Αν λ = −1, τότε το (Σ) είναι το

(Σ)


x− y − z = 1
x+ y − z = −1
−x− y + z = 1
−x+ y + z = −1

ή ισοδύναµα (Σ)

{
x− y − z = 1
x+ y − z = −1

Το παραπάνω σύστηµα είναι συµβιβαστό (είναι σύστηµα Cramer ως προς x, y) εύκολα ϐλέπουµε
ότι η γενική του λύση είναι : 

x = r ∈ R
y = −1

z = r ∈ R
Συνοψίζοντας :

(1) Αν λ = 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό και η γενική λύση του είναι :
x = 1− r − s

y = r ∈ R
z = s ∈ R

(2) Αν λ ̸= 1 και λ ̸= −1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό και έχει µοναδκή λύση:
x = 1

y = −1

z = 1

(3) Αν λ ̸= 1 και λ = −1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό και η γενική λύση του είναι :
x = r ∈ R
y = −1

z = r ∈ R

΄Ασκηση 20. Αν a, b, c ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα

(Σ)

 ax+ y + z = 1
x+ by + z = 1
x+ y + cz = 1
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Λύση. Ο πίνακας A του συστήµατος (Σ) είναι

A =

a 1 1
1 b 1
1 1 c


και εύκολα υπολογίζουµε ότι η ορίζουσα τού πίνακα A είναι

|A| = abc− a− b− c+ 2

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις αναφορικά µε τις τιµές που µπορεί να λάβει η ϐαθµίδα του πίνακα A.

(1) r(A) ̸= 0 Προφανώς r(A) ̸= 0 διότι A ̸= 0.

(2) r(A) = 3 Η ϐαθµίδα του πίνακα A είναι ίση µε 3 αν και µόνον αν |A| ≠ 0. Σ΄ αυτή την περίπτωση το
σύστηµα είναι Cramer και άρα έχουµε µοναδική λύση:

x =
(b− 1)(c− 1)

|A|

y =
(a− 1)(c− 1)

|A|

z =
(a− 1)(b− 1)

|A|

(3) r(A) = 1 Ο πίνακας A έχει ϐαθµίδα ίση µε 1 αν και µόνο αν∣∣∣∣1 β
1 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 1
1 γ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α 1
1 1

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ α = β = γ = 1

Εύκολα διαπιστώνουµε ότι αρκεί να ελέγξουµε µόνο τις παραπάνω ορίζουσες ώστε r(A) = 1. Τότε το
σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση x+ y + z = 1 της οποίας η γενική λύση είναι :

x = 1− κ− λ

y = κ ∈ R
z = λ ∈ R

(4) r(A) = 2 Ο πίνακας A έχει ϐαθµίδα 2 αν και µόνον αν υπάρχει µια µη-µηδενική ελάσσονα ορίζουσα

τάξης 2 στον A και όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 του A είναι ίσες µε µηδέν. Η µοναδική ελάσσονα
ορίζουσα τάξης 3 του A είναι η |A|, και άρα ϑα πρέπει |A| = 0. Οι δυνατές ελάσσονες ορίζουσες τάξης
2 στον A είναι :

1. ∆1 =

∣∣∣∣ a 1
1 b

∣∣∣∣ = ab− 1, 2. ∆2 =

∣∣∣∣ a 1
1 c

∣∣∣∣ = ac− 1, 3. ∆3 =

∣∣∣∣ b 1
1 c

∣∣∣∣ = bc− 1

4. ∆4 =

∣∣∣∣ a 1
1 1

∣∣∣∣ = a− 1, 5. ∆5 =

∣∣∣∣ 1 1
b 1

∣∣∣∣ = 1− b, 6. ∆6 =

∣∣∣∣ 1 1
1 c

∣∣∣∣ = c− 1

Θα εξετάσουµε κάθε µια εκ των παραπάνω έξι περιπτώσεων ξεχωριστά. Οι τρεις πρώτες περιπτώσεις
είναι παρόµοιες, και επίσης οι τρεις τελευταίες περιπτώσεις είναι παρόµοιες.
(αʹ) Αν |A| = 0 και ∆1 = ab − 1 ̸= 0, τότε r(A) = 2 και εποµένως το (Σ) είναι συµβιβαστό αν και

µόνον αν r(A|B) = 2 αν και µόνιν αν όλες οι ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 στον (A|B) οι οποίες
πλαισιώνουν την ∆1 είναι ίσες µε µηδέν. Οι µόνες ελάσσονες ορίζουσες τάξης 3 που πλαισιώνουν
την ∆1 στον επαυξηµένο πίνακα (A|B) είναι οι :

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 b 1
1 1 c

∣∣∣∣∣∣ = 0 και

∣∣∣∣∣∣
a 1 1
1 b 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (a− 1)(b− 1)

΄Αρα ϑα πρέπει :

(a = 1 και abc− a− b− c+ 2 = 0) ή (b = 1 και abc− a− b− c+ 2 = 0) =⇒
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=⇒ (a = 1 και bc− 1− b− c+ 2 = 0) ή (b = 1 και ac− a− 1− c+ 2 = 0) =⇒

=⇒ (a = 1 και (b− 1)(c− 1) = 0) ή (b = 1 και (a− 1)(c− 1) = 0) =⇒{
a = 1

b = 1
ή

{
a = 1

c = 1
ή

{
b = 1

a = 1
ή

{
b = 1

c = 1
=⇒

{
a = 1

b = 1
ή

{
a = 1

c = 1
ή

{
b = 1

c = 1

Η πρώτη περίπτωση απορρίπτεται διότι αν a = 1 = b, τότε ∆1 = ab − 1 = 0 το οποίο είναι άτοπο.
Εποµένως, αν |A| = ∆1 = ab− 1 = 0, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό αν και µόνον αν ισχύει µια εκ
των δύο τελαυταίων παραπάνω περιπτώσεων. Επειδή, όπως µπορούµε να δούµε εύκολα, κάθε µια
εκ των παραπάνω δύο τελευταίων περιπτώσεων συνεπάγει ότι |A| = 0, έπεται ότι :

∆1 = ab− 1 ̸= 0 =⇒ r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒

{
a = 1

c = 1
ή

{
b = 1

c = 1

Προφανώς αν a = 1 = c, και b ̸= 1, τότε : ab − 1 = b − 1 ̸= 0 και εποµένως ∆1 = ab − 1 ̸= 0.
Παρόµοια, αν b = 1 = c και a ̸= 1, τότε ∆1 = ab− 1 = a− 1 ̸= 0. Εποµένως δείξαµε ότι :

∆1 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a = 1

b ̸= 1

c = 1

ή


a ̸= 1

b = 1

c = 1

΄Αρα:
(i) Αν a = 1 = c και b ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ by + z = 1
x+ y + z = 1

δηλαδή (Σ)

{
x+ y + z = 1
x+ by + z = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = 1− r

y = 0

z = r ∈ R

(ii) Αν b = 1 = c και a ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 ax+ y + z = 1
x+ y + z = 1
x+ y + z = 1

δηλαδή (Σ)

{
ax+ y + z = 1
x+ y + z = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = 0

y = 1− r

z = r ∈ R

(ϐʹ) Παρόµοια εργαζόµενοι :

∆2 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a ̸= 1

b = 1

c = 1

ή


a = 1

b = 1

c ̸= 1

΄Αρα:
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(i) Αν b = 1 = c και a ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 ax+ y + z = 1
x+ y + z = 1
x+ y + z = 1

δηλαδή (Σ)

{
ax+ y + z = 1
x+ y + z = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = 0

y = 1− r

z = r ∈ R

(ii) Αν a = 1 = b και c ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ y + z = 1
x+ y + cz = 1

δηλαδή (Σ)

{
x+ y + z = 1
x+ y + cz = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = 1− r

y = r ∈ R
z = 0

(γʹ) Παρόµοια εργαζόµενοι :

∆3 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a = 1

b = 1

c ̸= 1

ή


a = 1

b ̸= 1

c = 1

΄Αρα:
(i) Αν a = 1 = b και c ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ y + z = 1
x+ y + cz = 1

δηλαδή (Σ)

{
x+ y + z = 1
x+ y + cz = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = r ∈ R
y = 1− r

z = 0

(ii) Αν a = 1 = c και b ̸= 1, τότε το (Σ) είναι συµβιβαστό, έχει τη µορφή

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ by + z = 1
x+ y + z = 1

δηλαδή (Σ)

{
x+ y + z = 1
x+ by + z = 1

και η γενική του λύση είναι 
x = 1− r

y = 0

z = r ∈ R

(δʹ) Παρόµοια εργαζόµενοι :

∆4 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a ̸= 1

b = 1

c = 1

Αυτή η περίπτωση έχει αναλυθεί στο (α΄).
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(εʹ) Παρόµοια εργαζόµενοι :

∆5 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a = 1

b ̸= 1

c = 1

Αυτή η περίπτωση έχει αναλυθεί στο (α΄).
(ϛʹ) Παρόµοια εργαζόµενοι :

∆6 ̸= 0 και r(A) = 2 = r(A|B) ⇐⇒


a = 1

b = 1

c ̸= 1

Αυτή η περίπτωση έχει αναλυθεί στο (ϐ΄).

Συνοψίζουµε: Το σύστηµα (Σ) είναι συµβιβαστό αν και µόνον αν ισχύει µια από τις παρακάτω περιπτώσεις :

(1) abc− a− b− c+ 2 ̸= 0 , και τότε το (Σ) έχει µοναδική λύση:

x =
(b− 1)(c− 1)

abc− a− b− c+ 2

y =
(a− 1)(c− 1)

abc− a− b− c+ 2

z =
(a− 1)(b− 1)

abc− a− b− c+ 2

(2) a = b = c = 1 , και τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις, οι εξαρτώνται από δύο παραµέτρους, και οποίες
είναι της µορφής : 

x = 1− r − s

y = r ∈ R
z = s ∈ R

(3)


a ̸= 1

b = 1

c = 1

, και τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις, οι εξαρτώνται από µια παράµετρο, και οποίες είναι της

µορφής : 
x = 0

y = 1− r

z = r ∈ R

(4)


a = 1

b ̸= 1

c = 1

, και τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις, οι εξαρτώνται από µια παράµετρο, και οποίες είναι της

µορφής : 
x = 1− r

y = 0

z = r ∈ R
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(5)


a = 1

b = 1

c ̸= 1

, και τότε το (Σ) έχει άπειρες λύσεις, οι εξαρτώνται από µια παράµετρο, και οποίες είναι της

µορφής : 
x = 1− r

y = r ∈ R
z = 0


