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΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση :

(1) f : R4 −→ R4
έτσι ώστε :

Ker(f) =
〈
(1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0)

〉
= Im(f)

(2) f : R3 −→ R4
έτσι ώστε :

Ker(f) =
〈
(1, 1, 0), (1, 1, 1)

〉
και Im(f) =

〈
(1, 0, 0, 0), (2, 0, 1, 0)

〉
(3) f : R3 −→ R3

έτσι ώστε :

Im(f) =
〈
(1,−1, 1)

〉
και ο πίνακας της f ως προς κατάλληλες ϐάσεις B και B′

του R3
να είναι ο

MB′
B (f) =

1 1 −1
1 0 −1
0 −1 −1


΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =
(
y + z, x+ z, y + x

)
(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MB

B (f) της f , όπου

B =
{
e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗3 = (0, 0, 1)

}
είναι η κανονική ϐάση του R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC
C (f) της f , όπου C είναι η ακόλουθη ϐάση του R3

:

C =
{
ϵ⃗1 = (1, 1, 1), ϵ⃗2 = (1,−1, 0), ϵ⃗3 = (1, 1,−2)

}
(3) Να ϐρεθεί αντστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP = B

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3

έστι ώστε :

f(0, 1, 1) = (0, 1, 3), f(1, 0, 1) = (5, 4, 3), f(1, 1, 0) = (2, 0, 0)

Ακολούθως :
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(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MB
B (f) της f ως προς τη ϐάση B, όπου

B =
{
e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗3 = (0, 0, 1)

}
είναι η κανονική ϐάση του R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC
C (f) της f ως προς τη ϐάση C, όπου C είναι η ϐάση του R3

:

C =
{
ϵ⃗1 = (1, 1, 1), ϵ⃗2 = (1, 1, 0), ϵ⃗3 = (1, 0, 0)

}
(3) Να ϐρεθεί αντστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP = B

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα διανύσµατα (1, 2, 0,−4) και (2, 0,−1,−3). Να ϐρεθεί γραµµική απεικόνιση f : R3 −→
R4

έτσι ώστε : Im(f) =
〈
(1, 2, 0,−4), (2, 0,−1,−3)

〉
. Ακολούθως :

(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC
B(f) της f ως προς τις κανονικές ϐάσεις B και C των R3

και R4
αντίστοιχα.

(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις B′
και C′

των R3
και R4

αντίστοιχα έτσι ώστε ο πίνακας MC′
B′(f) της f ως προς τις

ϐάσεις B′
και C′

να είναι ο πίνακας : 
1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0


΄Ασκηση 5. ΄Εστω B = {e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4} η κανονική ϐάση του R4

και B′
η ϐάση

B′ = {ε⃗1 = e⃗1 + e⃗4, ε⃗2 = e⃗1 + 3e⃗2, ε⃗3 = 3e⃗1 + e⃗2, ε⃗4 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3 + e⃗4}
΄Εστω f : R4 −→ R4

η µοναδική γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε :

f(ε⃗1) = 3ε⃗2, f(ε⃗2) = 7ε⃗4, f(ε⃗3) = ε⃗1 + ε⃗3, f(ε⃗4) = ε⃗1 − 5ε⃗3

Να ϐρεθεί ο πίνακας MB
B (f).

΄Ασκηση 6. ΄Εστω f, g : R3 −→ R3
δύο γραµµικές απεικονίσεις και έστω η ϐάση του R3

:

B =
{
e⃗1 = (1, 1, 1), e⃗2 = (1, 1, 0), e⃗3 = (1, 0, 0)

}
Αν

MB
B (f) =

1 1 1
0 1 −1
0 1 0

 και MB
B (g) =

6 0 0
0 0 0
3 2 1


να ϐρεθούν οι γραµµικές απεικονίσεις f + g και −3f + 2g και f ◦ g.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K). Αν r(A) = 1, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες B = Mm×1(K) και

C ∈ M1×n(K) έτσι ώστε :

A = B · C και r(A) = 1 = r(C)

΄Ασκηση 8. ΄Εστω f : R3 −→ R3
µια γραµµική απεικόνιση της οποίας ο πίνακας στην κανονική ϐάση του

R3
είναι ο ακόλουθος

A =

 1 0 −2
0 0 0

−2 0 4


(1) Να ϐρεθεί το διάνυσµα f(x, y, z), για κάθε (x, y, z) ∈ R3

.

(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B της f στη ϐάση B = {ε⃗1 = (1, 0,−2), ε⃗2 = (0, 1, 0), ε⃗3 = (2, 0, 1)}.

(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε B = P−1 ·A · P .

(4) Να υπολογισθεί ο πίνακας An
, ∀n ≥ 1.
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΄Ασκηση 9. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας µιας γραµµικής απεικόνιση

f : R3 −→ R3

ως προς τις ϐάσεις

B =

{
e⃗1 = (2, 0, 0), e⃗2 = (−3,−1, 0), e⃗3 =

(
0, 2,

1

2

)}
C =

{
ϵ⃗1 = (1, 0, 0), ϵ⃗3 = (0, 1, 0), ϵ⃗3 = (1, 0, 1)

}
του R3

είναι ο

A =

2 1 1
1 2 0
1 2 2


Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MD

C (f) της f ως προς τις ϐάσεις C και D, όπου

D =
{
e⃗ ′
1 = (1,−1, 0), e⃗ ′

2 = (1, 0, 1), e⃗ ′
3 = (0, 1,−2)

}
΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η (µοναδική) γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R2

της οποίας ο πίνακας ως προς τις ϐάσεις

B =
{
e⃗1 = (0, 1, 1), e⃗2 = (1, 0, 1), e⃗3 = (1, 1, 0)

}
και

C =
{
ϵ⃗1 = (1, 0), ϵ⃗2 = (0, 1)

}
των R3

και R2
αντίστοιχα, είναι ο

A =

(
1 2 3
2 1 7

)
Ακολούθως :

(1) Να ϐρεθεί µια ϐάση του πυρήνα Ker(f) της f η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση B′
του R3

.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση C′
του R2

.

(3) Να ϐρεθεί ο πίνακας B της f ως προς τις ϐάσεις B′
και C′

.

(4) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας Q και αντιστρέψιµος 2× 2 πίνακας P έτσι ώστε :

Q−1AP = B

΄Ασκηση 11. ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι διάστασης 3 υπεράνω ενός σώµατος K και έστω B ={
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
µια ϐάση του E και C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3

}
µια ϐάση του F. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας της f ως προς τις

ϐάσεις B και C είναι ο

A = MC
B(f) =

1 1 1
1 λ µ
1 λ2 µ2


όπου λ, µ ∈ K. Να ϐρεθεί ο πίνακας B = MC

B′(f) της f ως προς τις ϐάσεις B′
και C, όπου

B′ =
{
e⃗ ′
1 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3, e⃗ ′

2 = e⃗2 + (λ+ 1)e⃗3, e⃗ ′
3 = e⃗3

}
Τέλος, αν λ = µ = 0, να ϐρεθεί µια ϐάση D του E και µια ϐάση D′

του F έτσι ώστε

MD′
D (f) =

(
Ir O
O O

)
όπου r = r(f).

΄Ασκηση 12. ΄Εστω η απεικόνιση f : R3[t] −→ R2[t], f(P (t)) = P (t)′ − P (t)′′.
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(1) Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική.

(2) Να ϐρείτε µια ϐάση του Ker f και µια ϐάση της Im f .

(3) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC
B(f), όπου B = {1, t, t2, t3} είναι η κανονική ϐάση του R3[t] και C = {1, t, t2}

είναι η κανονική ϐάση του R2[t].

(4) Να ϐρεθεί ο πίνακας MC′
B′(f) όπου B′ = {1, 1 + t, 1 + t+ t2, 1 + t+ t2 + t3} είναι ϐάση του R3[t] και

C′ = {1, 2t− 1,−1− 4t+ 3t2} είναι ϐάση του R2[t].
(5) Να προσδιοριστούν αντιστρέψιµοι πίνακες P,Q έτσι ώστε : B = Q−1 ·A · P .

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε τους πίνακες πραγµατικών αριθµών

A =

 1 −2 1
2 0 1

−3 −2 −1

 και B =

1 −1 1
3 −1 3
1 0 1


Να εξετασθεί αν οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι. Αν οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι, να ϐρεθούν

αντιστρέψιµοι 3× 3 πίνακες Q και P έτσι ώστε : Q−1AP = B.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω

A =

1 −1 1 2
2 1 3 2
1 5 3 −2


Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα r(A) := r του A και ακολούθως να ϐρεθούν αντιστρέψιµοι πίνακες P,Q έτσι ώστε

Q−1 ·A · P =

(
Ir O
O O

)
όπου Ir είναι ο µοναδιαίος r × r πίνακας.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

f : R4 −→ R5, f(x, y, z, w) =
(
2x+y−2z+w, 4x+y−2z−3w, x−y+2z−3w, 2x+2y−4z−5w, 3x+y−2z+2w

)
(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A = MC

B(f) της f ως προς τις κανονικές ϐάσεις B και C των R4
και R5

αντίστοιχα.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση B′
του R4

και µια ϐάση C′
του R5

έτσι ώστε :

B = MC′
B′(f) =

(
Ir O
O O

)
, όπου r = r(f)

(3) Να ϐρεθούν αντοστρέψιµος 5× 5 πίνακας Q και ένας αντιστρέψιµος 4× 4 πίνακας P έυσοι ώστε :

Q−1AP = B


