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Παρασκευή 11 Νοεµβρίου 2022

Πρόχειρη ∆οκιµασία. Στο σύνολο R+ =
{
x ∈ R | x > 0

}
των ϑετικών πραγµατικών αριθµών ορίζουµε

πράξεις ως εξής :

(a) Πρόσθεση:

⊕ : R+ × R+ −→ R+, x⊕ y := xy

όπου ((xy)) συµβολίζει τον συνηθισµένο πολλαπλασιασµό πραγµατικών αριθµών.

(b) Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός:

⊙ : R × R+ −→ R+, λ⊙ x := xλ

1. Να εξετάσετε αν µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο R+
αποτελεί R-διανυσµατικό χώρο.

2. Αν το σύνολο R+
είναι R-διανυσµατικός χώρος, να προσδιορισθούν όλοι οι υπόχωροί του.

3. Αν το σύνολο R+
είναι R-διανυσµατικό χώρος και x ∈ R+

, να περιγραφεί ο υπόχωρος ⟨x⟩ του R+
.

4. Ποιά είναι η σχέση µεταξύ των διανυσµατικών χώρων
1 (R,+, ·) και (R+,⊕,⊙);

Λύση. 1. ΄Εστω x, y, z ∈ R+
και r, s ∈ R. Τότε :

(α) (x⊕ y)⊕ z = (xy)⊕ z = (xy)z = x(yz) = x(y ⊕ z) = x⊕ (y ⊕ z).

(β) x⊕ y = xy = yx = y ⊕ x.

(γ) Θέλουµε να εξετάσουµε αν υπάρχει ένα στοιχείο o ∈ R+
έτσι ώστε x ⊕ o = x = o ⊕ x για κάθε

x ∈ R+
. ’ρα

x⊕ o = x ⇐⇒ xo = x ⇐⇒ o = 1

διότι το x ̸= 0. Συνεπώς, το µηδενικό διάνυσµα είναι το στοιχείο o = 1.

(δ) Θεωρούµε στοιχείο x ∈ R+
. Θέλουµε να εξετάσουµε αν υπάρχει ένα στοιχείο y ∈ R+

έτσι ώστε :

x⊕ y = o = y ⊕ x. Επειδή από το προηγούµενο αξίωµα, o = 1, ϑα έχουµε : x⊕ y = 1 ⇔ xy = 1
και αφού x ∈ R+

έπεται ότι y = 1
x ∈ R+

. Πράγµατι, έχουµε

x⊕ 1

x
= x

1

x
= 1 =

1

x
x =

1

x
⊕ x

για κάθε x ∈ R+
. ’ρα, το αντίθετο του διανύσµατος x ∈ R+

ως προς την πρόσθεση ⊕ είναι το

διάνυσµα
1
x ∈ R+

.

(ζ) r ⊙ (x⊕ y) = r ⊙ (xy) = (xy)r = xryr = xr ⊕ yr = (r ⊙ x)⊕ (r ⊙ y).

(η) (r + s)⊙ x = xr+s = xrxs = xr ⊕ xs = (r ⊙ x)⊕ (s⊙ x).

1
Οι πράξεις + και · συµβολίζουν τις συνήθεις πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµολύ πραγµατικών αριθµών.
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(θ) r ⊙ (s⊙ x) = r ⊙ (xs) = (xs)r = xsr = (sr)⊙ x.

(ι) 1⊙ x = x1 = x.

Εποµένως, η τριάδα (R+,⊕,⊙) αποτελεί διανυσµατικό χώρο υπεράνω του R.

2. Γνωρίζουµε ότι το σύνολο {1} και όλος ο χώρος R+
είναι υπόχωροι του R+

. ΄Εστω V ⊆ R+
ένας

υπόχωρος του R+
έτσι ώστε V ̸= {1}, δηλαδή ο V δεν είναι ο µηδενικός υπόχωρος του R+

. ’ρα υπάρχει

ένα x ∈ V µε x ̸= 1. ΄Εστω k ∈ R+
. Τότε έχουµε

k = xlogx k = logx k ⊙ x ∈ V

αφού logx k ∈ R και x ∈ V. Συνεπώς έχουµε ότι R+ ⊆ V και άρα V = R+
. Εποµένως οι µόνοι

υπόχωροι του διανυσµατικού χώρου (R+,⊕,⊙) είναι το {1} και όλος ο χώρος R+
.

3. Αν x = 1, δηλαδή x είναι το µηδενικό διάνυσµα, τότε προφανώς ⟨x⟩ =
{
1
}

. Αν x ̸= 1, τότε από το

µέρος 2. έπεται ότι ⟨x⟩ = R+
. Εποµένως κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα του R-διανυσµατικού χώρου R+

παράγει τον R+
.

4. Θεωρούµε την εκθετική συνάρτηση

f : R −→ R+, f(x) = ex

η οποία γνωρίζουµε ότι είναι «1-1» και «επί» µε αντίστροφη τη λογαριθµική συνάρτηση

g : R+ −→ R, g(x) = loge(x)

Τότε για κάθε x, y ∈ R, ϑα έχουµε :

f(x+ y) = ex+y = exey = ex ⊕ ey = f(x)⊕ f(y)

f(r · x) = er·x = (ex)r = f(x)r = r ⊙ f(x)

Με άλλα λόγια οι R-διανυσµατικοί χώροι R και R+
είναι σε «1-1» και «επί» αντιστοιχία µέσω µιας

απεικόνισης η οποία
2

στέλνει τις πράξεις πρόσθεσης + και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού · στον R-

διανυνυσµατικό χώρο (R,+, ·), στις αντίστοιχες πράξεις πρόσθεσης ⊕ και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού

⊙ στον R-διανυνυσµατικό χώρο (R+,⊕,⊙).

2
΄Οπως ϑα δούµε αργότερα µια τέτοια απεικόνιση καλείται ισοµορφισµός και µας επιτρέπει να ταυτίζουµε τους εµπλεκόµενους

διανυσµατικούς χώρους.


