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Παρασκευή 26 Νοεµβρίου 2021

Πρόχειρη ∆οκιµασία. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου K6[x] και υποθέτουµε ότι :

dimKU = 3 και dimKV = 5

(1) Να ϐρεθούν οι πιθανές διαστάσεις για την τοµή U ∩ V.

(2) Για κάθε πιθανή τιµή της διάστασης dimK(U ∩ V) της τοµής U ∩ V των υπόχωρων U και V, να δοθούν

συγκεκριµένα παραδείγµατα υπόχωρων U και V του K6[x] για τους οποίους έχουµε την τιµή αυτή.

Λύση. Υπενθυµίζουµε ότι

dimK(U+ V) = dimKU+ dimKV− dimK(U ∩ V) (†)
Χρησιµοποιώντας ότι dimK(U+ V) ≤ dimKK6[x] = 7, διότι U+ V είναι υπόχωρος του K6[x], ϑα έχουµε :

3 + 5− dimK(U ∩ V) ≤ 7 =⇒ 1 ≤ dimK(U ∩ V)

Επειδή ο U ∩ V είναι υπόχωρος του U, έπεται ότι ϑα έχουµε dimK(U ∩ V) ≤ dimKU = 3 και εποµένως :

1 ≤ dimK(U ∩ V) ≤ 3

(1) Αν dimK(U∩V) = 1, τότε από τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U+V) = 7. Επειδή ο U+V είναι υπόχωρος

του K6[x] και dimKK6[x] = 7, ϑα έχουµε ότι U+ V = K6[x]. Αντίστροφα, αν U+ V = K6[x], τότε από

τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U ∩ V) = 1. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 1 ⇐⇒ U+ V = K6[x]

− Παράδειγµα υπόχωρων U και V του K6[x] οι οποίοι ικανοποιούν τα παραπάνω δεδοµένα αποτελούν

οι :

U =
〈
1, x, x2

〉
και U =

〈
x2, x3, x4, x5, x6

〉
διότι προφανώς dimKU = 3, dimKV = 5, και U∩V =

{
ax2 ∈ K6[x] | a ∈ K

}
=

〈
x2

〉
και dimK(U∩V) =

1.

(2) Αν dimK(U ∩ V) = 3, τότε από τη σχέση (†) έπεται ότι dimK(U + V) = 5. Επειδή dimKV = 5 και ο V

είναι υπόχωρος του U+V, έπεται ότι V = U+V. Αυτό όµως προφανώς σηµαίνει ότι U ⊆ V. Αντίστροφα

αν U ⊆ V, τότε προφανώς V = U+V και τότε dimK(U+V) = dimKV = 5. Από τη σχέση (†) προκύπτει

τότε ότι dimK(U ∩ V) = 3. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 3 ⇐⇒ U ⊆ V ⇐⇒ U+ V = V

− Παράδειγµα υπόχωρων U και V του K6[x] οι οποίοι ικανοποιούν τα παραπάνω δεδοµένα αποτελούν

οι :

U =
〈
1, x, x2

〉
και U =

〈
1, x, x2, x3, x4

〉
διότι προφανώς dimKU = 3, dimKV = 5, και U∩V =

{
a0+ a1x+ a2x

2 ∈ K6[x] | k ∈ K
}
=

〈
1, x, x2

〉
και dimK(U ∩ V) = 3.
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(3) ΄Εστω dimK(U ∩ V) = 2. Τότε dimK(U+ V) = 6 και προφανώς U ⊈ V (διότι διαφορετικά αν U ⊆ V ϑα

είχαµε ότι U ∩ V = U και άρα 2 = dimK(U ∩ V) = dimKU = 3 που είναι άτοπο) και U + V ̸= K6[x].
Αντίστροφα αν U ⊈ V και U+V ̸= K6[x], τότε dimK(U+V) ̸= 7 και dimK(U+V) ̸= 5 διότι διαφορετικά

ϑα είχαµε U+ V = V το οποίο σηµαίνει ότι U ⊆ V το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα:

dimK(U ∩ V) = 2 ⇐⇒ U ⊈ V και U+ V ̸= K6[x]

− Παράδειγµα υπόχωρων U και V του K6[x] οι οποίοι ικανοποιούν τα παραπάνω δεδοµένα αποτελούν

οι :

U =
〈
1, x, x2

〉
και U =

〈
x, x2, x3, x4, x6

〉
διότι προφανώς dimKU = 3, dimKV = 5, και U ∩ V =

{
a1x + a2x

2 ∈ K6[x] | k ∈ K
}
=

〈
x, x2

〉
και

dimK(U ∩ V) = 2.


