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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A ∈ Mn(C). Να δειχθεί ότι η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 0 αν και µόνον αν An = 0.

΄Ασκηση 2. Να δείξετε ότι ένας µηδενοδύναµος πίνακας A ∈ Mn(K), δηλαδή υπάρχει m ≥ 1 έτσι ώστε
Am = O, είναι διαγωνοποιήσιµος αν και µονον αν A = O.

΄Ασκηση 3. Να εξετασθεί αν υπάρχει 2×2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K έτσι ώστε A3 = O και A2 ̸= O.

΄Ασκηση 4. Αν A ∈ Mn(K) και ισχύει ότι Ak = O, για κάποιον ϑετικό ακέραιο k, να δειχθεί ότι : An = 0.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A ∈ M2(K).

(1) Αν Tr(A2) = 5 και Tr(A) = 3, να ϐρεθεί η ορίζουσα |A| του πίνακα A.
(2) Αν r(A) = 1 και Tr(A) = 5, να ϐρεθεί το ίχνος Tr(A2) του πίνακα A2.
(3) Αν B ∈ M2(K) είναι ένας πίνακας όµοιος µε τον A, τότε : Tr(A) = Tr(B).
(4) Αν ο A έχει ϑετικές ακέραιες ιδιοτιµές και ορίζουσα |A| = 5, να ϐρεθεί το ίχνος Tr(A) του πίνακα A.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A και B δύο 2 × 2 πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι (AB)2 = O.
Να εξετασθεί αν (BA)2 = O.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A και B δύο 2× 2 πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι :

A = AB −BA

Να δειχθεί ότι :
A2 = O

΄Ασκηση 8. ΄Εστω A ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K, και υποθέτουµε ότι :

|A| = 0 και Tr(A) ̸= −1

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A+ I2 είναι αντιστρέψιµος και :

A−1 = I2 −
1

1 + Tr(A)
A
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΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

(
1 −1
2 3

)
και έστω ο πίνακας

B = A4 − 3A3 + 3A2 − 2A+ 8I2
(1) Να δειχθεί ότι :

B2 = −I2
(2) Είναι ο πίνακας B ή ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του R;
(3) Είναι ο πίνακας B ή ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος υπεράνω του C;

Αν είναι στις παραπάνω περοιπτώσεις ο πίνακας B ή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος, να διαγωνοποιηθεί.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του πίνακα A =

(
6 2
3 7

)
∈ M2(K), δηλαδή να ϐρεθεί ένας

πίνακας B ∈ M2(K) έτσι ώστε B2 = A.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και B
µια ϐάση του E. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E και P (t) ∈ K[t] ένα πολυώνυµο. Τότε :

MB
B

(
P (f)

)
= P

(
MB

B (f)
)

΄Ασκηση 12. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρουE, όπου dimKE < ∞. Να
δειχθεί ότι το ελάχιστο πολυώνυµο της f συµπίπτει µε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακά της σε µια τυχούσα
ϐάση B του E:

Qf (t) = QMB
B
(f)(t)

΄Ασκηση 13. (1) ΄Εστω Q(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + amtm ∈ K[t] και A ∈ Mn(K). Τότε για κάθε

αντιστρέψιµο πίνακα P ∈ Mn(K) ισχύει ότι :

Q(P−1AP ) = P−1Q(A)P

(2) Να δειχθεί ότι όµοιοι πίνακες έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο.
(3) Να δειχθεί ότι1, για κάθε τετραγωνικό πίνακα A, οι πίνακες A και tA έχουν το ίδιο ελάχιστο πολυώνυµο.

΄Ασκηση 14. Βρείτε τα ελάχιστα πολυώνυµα των ακόλουθων πινάκων πραγµατικών αριθµών:

A =


3 −4 0 0
4 −5 0 0
1 0 3 −2
0 1 2 −1

 και B =

 4 0 −1
0 4 −1

−1 −1 5



΄Ασκηση 15. Βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) του πίνακα

A =

 1 2 3
−1 0 4
0 2 2


και στη συνέχεια µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να υπολογίσετε τον πίνακα

B = A23 − 3A22 − 4A21 + 10A20 −A6 + 3A5 + 4A4 − 11A3 + 4A2 + 5A+ I3

1
Αποδεικνύεται ότι οι πίνακες A κα

tA είναι όµοιοι.
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΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός n × n πίνακας. Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν
και µόνον αν ο σταθερός όρος του ελαχίστου πολυωνύµου QA(t) του A είναι µη-µηδενικός.

΄Ασκηση 17. ΄Εστω A =

(
2 −5

−1 3

)
. Με τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να εκφράσετε τον

αντίστροφο του πίνακα
B = A4 + 5A3 − 48A2 − I2

στη µορφή κA+ λI2, όπου κ, λ ∈ R είναι κατάλληλοι πραγµατικοί αριθµοί.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω A ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από το K, και έστω k ένας ϕυσικός αριθµός, k > 2. Με
τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Cayley-Hamilton να αποδειχθεί ότι

Ak = 0 =⇒ A2 = 0

΄Ασκηση 19. Αν A είναι ένας n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών, όπου n είναι περιττός, να δειχθεί ότι

A2 + In ̸= O

Λύση. Υποθέτουµε ότι A2 + In = O και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο. Θεωρούµε το πολυώνυµο Q(t) = t2 + 1.
Τότε Q(A) = O και εποµένως

QA(t) | t2 + 1

Επειδή το πολυώνυµο t2+1 είναι ανάγωγο, έπεται ότι QA(t) = t2+1. Το πολυώνυµο t2+1 δεν έχει πραγµατικές
ϱίζες. Από την άλλη πλευρά, επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι περιττού ϐαθµού, έπεται ότι2

έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα. Επειδή το ελάχιστο και χαρακτηριστικό πολυλωνυµο έχουν τις ίδιες
ϱίζες, έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) = t2 + 1 έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα, και αυτό είναι
άτοπο. Στο άτοπο καταλήξαµε υποθέτοντας ότι A2 + In = O. ΄Αρα A2 + In ̸= O.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω R(t) = a0 + a1t+ · · ·+ akt
k ένα πολυώνυµο υπεράνω του K µε a0 ̸= 0.

(1) ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E, όπου E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης
διάστασης. Αν R(f) = 0, να δειχθεί ότι ο f είναι ισοµορφισµός και να υπολογισθεί ο f−1.

(2) Αν A ∈ Mn(K) και R(A) = 0, να δεχιθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να υπολογισθεί ο A−1.

΄Ασκηση 21. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα

A =

0 0 1
1 0 0
0 1 0


Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος (α) υπεράνω του R; (β) υπεράνω του C;

΄Ασκηση 22. ΄Εστω ο n× n πίνακας

A =


1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1

nA είναι ταυτοδύναµος, δηλαδή ( 1nA)2 = 1
nA.

(2) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του 1
nA.

(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας 1
nA είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

2
Θεωρούµε γνωστό ότι : «κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα».
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Υπενθυµίζουµε ότι η σχέση οµοιότητας n×n πινάκων είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο Mn(K). Η

κλάση οµοιότητας ενός πίνακα A ∈ Mn(K) αποτελείται από το σύνολο ολων των n × n πινάκων µε στοιχεία

από το σώµα K οι οποίοι είναι όµοιοι µε τον A.

΄Ασκηση 23. Να περιγραφούν οι διαφορετικές κλάσεις οµοιότητας ενός πίνακα A ∈ Mn(K) για τον οποίο ισχύει

A3 = A

΄Ασκηση 24. Θεωρούµε τον πίνακα A =

1 2 −1
1 0 1
4 −4 5

.

(1) Να ϐρεθεί µη-µηδενικό πολυώνυµο Q(t) έτσι ώστε Q(A) = 0.
(2) Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί πολυώνυµο P (t) έτσι ώστε P (A) = A−1.

΄Ασκηση 25. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

2 −1 −1
0 −2 −1
0 3 2


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί πολυώνυµο P (t) έτσι ώστε :

A−2 = P (A)

(2) Να δειχθεί ότι
A2018 − 2A2017 = A2 − 2A

΄Ασκηση 26. Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

2− a a a− 3
1 0 −1
0 1 −1


Είναι ο A διαγωνοποιήσιµος ;

΄Ασκηση 27. ΄Εστω ότι A ∈ Mn(K) είναι ένας πίνακας τέτοιος ώστε A3 = 2A. Αν ο A είναι πίνακας πραγµα-
τικών αριθµών, δηλαδή αν K = R, να δειχθεί ότι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος. Ποιά είναι η διαγώνια µορφή
του ;

Αν ο A είναι πίνακας ϱητών αριθµών, δηλαδή αν K = Q, είναι ο A είναι διαγωνοποιήσιµος ;

΄Ασκηση 28. ΄Εστω A ένας 4× 4 πίνακας πραγµατικών αριθµών για τον οποίο ισχύουν τα εξής :

A ·


1
0
1
0

 =


0
0
0
0

 , A ·


0
0
0
1

 =


0
0
0

−1

 , A ·


0
2
0
1

 =


0
4
0
2

 , A ·


1
0

−2
1

 =


2
0

−4
2

 .

Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του A.

Υπενθυµίζουµε ότι :
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(1) ΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E καλείται µηδενοδύναµος αν: fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.

(2) Ο πίνακας A ∈ Mn(K) καλείται µηδενοδύναµος αν: Am = 0, για κάποιο m ≥ 1.

΄Ασκηση 29. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος διάστασης dimKE = n και f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός
του E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο f είναι µηδενοδύναµος : fm = 0, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή του f είναι η µηδενική.
(3) fn = 0.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) του f είναι της µορφής : Qf (t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας τετραγωνικός πίνακας. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Ο A είναι µηδενοδύναµος : Am = O, για κάποιο m ≥ 1.
(2) Η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η µηδενική.
(3) An = O.
(4) Το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι της µορφής : QA(t) = tm, για κάποιο m ≥ 1.

΄Ασκηση 31. Αν A,B ∈ Mn×n(K). Τότε οι πίνακες AB και BA έχουν το ίδιο χαρακτηρισικό πολυώνυµο :

PAB(t) = PBA(t)

΄Ασκηση 32. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω f, g : E −→ E δύο
ενδοµορφισµοί του E. Τότε οι ενδοµορφισµοί f ◦ g και g ◦ f έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό πολυώνυµο :

Pf◦g(t) = Pg◦f (t)

΄Ασκηση 33. ΄Εστω A ένας 2 × 2 πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K και υποθέτουµε ότι οι ιδιοτιµές του A
είναι 3 και −1. ΄Εστω n ≥ 0. Να ϐρεθεί ο πίνακας An, ∀n ∈ Z, συναρτήσει των πινάκων A και I2, σε δύο µέρη:

(1) Να ϐρεθούν αριθµοί an, bn ∈ K έτσι ώστε : An+1 = anA+ bnI2.
(2) Να ϐρεθούν αριθµοί cn, dn ∈ K έτσι ώστε : A−n−1 = cnA+ dnI2.

΄Ασκηση 34 (Θεώρηµα Cayley-Hamilton). ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Αν PA(t)
είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A, να δειχθεί ότι :

PA(A) = O

Η επόµενη οµάδα ασκήσεων 33 - 38 αφορά ταυτόχρονη διαγωνοποίηση ενδοµορφισµών και τετραγωνικών

πινάκων, µε την ακόλουθη έννοια.

(1) ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E δύο ενδοµορφισµοί

του E. Τότε οι ενδοµορφισµοί f και g καλούνται ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι, αν υπάρχει ϐάση

C του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

(2) ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Οι πίνακες A,B καλούνται

ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

P−1 ·A · P = ∆1 και P−1 ·B · P = ∆2

όπου οι πίνακες ∆1 και ∆2 είναι διαγώνιοι. ∆ηλαδή αν υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P ο οποίος

διαγωνοποιεί ταυτόχρονα τους A,B.
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΄Ασκηση 35. ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Αν οι πίνακες A,B είναι
ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι, τότε ισχύει ότι :

AB = BA

΄Ασκηση 36. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimKE < ∞. Υποθέτουµε ότι

E = V⊕W και f(V) ⊆ V

Θεωρούµε τον επαγόµενο ενδοµορφισµό fV = f |V : V −→ V, όπου f |V είναι ο περιορισµός του f στον υπόχωρο
V.

(1) Να δειχθεί ότι το ελάχιστο πολυώνυµο QfV(t) του fV διαιρεί το ελάχιστο πολυώνυµο Qf (t) του f :

QfV(t) | Qf (t)

(2) Να δειχθεί ότι

Ο f είναι διαγωνοποιήσιµος =⇒ Ο fV είναι διαγωνοποιήσιµος

΄Ασκηση 37. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός, όπου dimKE < ∞. Υποθέτουµε ότι

E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk και f(Vi) ⊆ Vi, 1 ≤ i ≤ k

Θεωρούµε τους επαγόµενους ενδοµορφισµούς fVi
: Vi −→ Vi, όπου fVi

= f |Vi
είναι ο περιορισµός του f στον

υπόχωρο Vi. Τότε :

Ο f είναι διαγωνοποιήσιµος ⇐⇒ Ο fVi
είναι διαγωνοποιήσιµος, 1 ≤ i ≤ k

΄Ασκηση 38. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E δύο ενδοµορ-
ϕισµοί του E. Υποθέτουµε ότι οι f και g είναι διαγωνοποιήσιµοι και f ◦ g = g ◦ f . Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση
C του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

Η ακόλουθη ΄Ασκηση παρουσιάζει ένα κριτήριο ταυτόχρονης διαγωνοποίησης για ενδοµορφισµούς.

΄Ασκηση 39. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E δύο ενδοµορ-
ϕισµοί του E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Οι f και g είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.
(2) Οι f και g είναι διαγωνοποιήσιµοι και : f ◦ g = g ◦ f .

Η ακόλουθη ΄Ασκηση παρουσιάζει ένα κριτήριο ταυτόχρονης διαγωνοποίησης για τετραγωνικούς πίνακες.

΄Ασκηση 40. ΄Εστω A,B ∈ Mn(K) δύο n × n πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K. Τότε τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(1) Οι πίνακες A και B είναι ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιµοι.
(2) Οι πίνακες A και B είναι διαγωνοποιήσιµοι και : AB = BA.

΄Ασκηση 41. Θεωρούµε τον ακόλουθο πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =

0 1 0
2 −2 2
2 −3 2


(1) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ;
(2) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1 ·A · P να είναι άνω τριγωνικός.
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΄Ασκηση 42. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 8 14 11
−3 −5 −5
−1 −2 0


Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας P−1AP να είναι άνω τριγωνικός.


