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Αν C =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n

}
είναι ένα σύνολο διανυσµάτων ενός Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), τότε, για να

µην δηµιουργείται σύγχιση µε το σύµβολο του εσωτερικού γινοµένου ⟨, ⟩, ο υπόχωρος του E ο οποίος
παράγεται από το σύνολο διανυσµάτων C, αντί να συµβολίζεται µε ⟨C⟩ = ⟨x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n⟩, ϑα συµβολίζεται
µε :

L(C) = L(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n) =
{
λ1x⃗1 + λ2x⃗2 + · · ·+ λnx⃗n ∈ E | λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n

}
Υπενθυµίζουµε ότι η ορθογώνια προβολή ενός διανύσµατος x⃗ σε ένα µη-µηδενικό διάνυσµα y⃗ είναι το

διάνυσµα:

Πy⃗(x⃗) =
⟨x⃗, y⃗ ⟩
⟨y⃗, y⃗ ⟩

y⃗ =
⟨x⃗, y⃗ ⟩
∥y⃗ ∥2

y⃗

και έχει την ιδιότητα ότι : (
x⃗−Πy⃗(x⃗)

)
⊥ y⃗

Υπενθυµίζουµε ότι αν C =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n

}
είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του E, τότε µε

τη διαδικασία Gram-Schmidt κατασκευάζουµε ένα ορθογώνιο σύνολο µη-µηδενικών διανυσµάτων D ={
y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗n

}
και ένα ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων B =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
, όπου:

y⃗1 = x⃗1 και y⃗k = x⃗k −Πy⃗1(x⃗k)−Πy⃗2(x⃗k)− · · · −Πy⃗k−1
(x⃗k), 2 ≤ k ≤ n (†)

και

e⃗k =
y⃗k
∥y⃗k∥

, 1 ≤ k ≤ n

• • • • •

΄Ασκηση 1. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος, και C =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n

}
ένα γραµµικά ανεξάρτητο

υποσύνολο του E. ΄Εστω D =
{
y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗n

}
το ορθογώνιο σύνολο µη-µηδενικών διανυσµάτων και B ={

e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n
}

το ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων, τα οποία κατασκευάζονται µε τη διαδικασία Gram-
Schmidt. Να δειχθεί ότι :

L(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k) = L(y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗k) = L(e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k), 1 ≤ k ≤ n
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΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος και x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n ∈ E. Υπενθυµίζουµε από το Φυλλάδιο Ασκήσεων
4. ότι ο πίνακας Gram των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n ορίζεται ως εξής :

G(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n) =


⟨x⃗1, x⃗1⟩ ⟨x⃗1, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗1, x⃗n⟩
⟨x⃗2, x⃗1⟩ ⟨x⃗2, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗2, x⃗n⟩

...
...

. . .
...

⟨x⃗n, x⃗1⟩ ⟨x⃗n, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗n, x⃗n⟩


και η ορίζουσα Gram των διανυσµάτων x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n ορίζεται ως η ορίζουσα του πίνακα Gram:

∣∣G(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨x⃗1, x⃗1⟩ ⟨x⃗1, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗1, x⃗n⟩
⟨x⃗2, x⃗1⟩ ⟨x⃗2, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗2, x⃗n⟩

...
...

. . .
...

⟨x⃗n, x⃗1⟩ ⟨x⃗n, x⃗2⟩ · · · ⟨x⃗n, x⃗n⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος και x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n ∈ E. Να δειχθεί ότι :∣∣G(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n)

∣∣ ≥ 0

΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και V ένας υπόχωρος του E. Υπενθυ-
µίζουµε τότε ότι E = V ⊕ V⊥ και η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος x⃗ ∈ E στον υπόχωρο V είναι
το (µοναδικό) διανυσµα y⃗ ∈ Y έτσι ώστε x⃗ = y⃗ + z⃗, όπου z⃗ ∈ V⊥, και συµβολίζεται µε y⃗ = ΠV(x⃗). Το
(µοναδικό) διάνυσµα z⃗ παραπάνω καλείται1 η κάθετη προβολή του διανύσµατος x⃗ ∈ E στον υπόχωρο V και
συµβολίζεται µε z⃗ = KV(x⃗).

Με τους παραπάνω συµβολισµούς, έχουµε µοναδική γραφή:

x⃗ = ΠV(x⃗) + KV(x⃗), όπου ΠV(x⃗) ∈ V και KV(x⃗) ∈ V⊥

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος, και C =
{
x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗n

}
ένα γραµµικά ανεξάρτητο

υποσύνολο διανυσµάτων του E. ΄Εστω C =
{
y⃗1, y⃗2, · · · , y⃗n

}
το ορθογώνιο σύνολο µη-µηδενικών διανυσµάτων

το οποίο κατασκευάζεται ακολουθώντας τη διαδικασία Gram-Schmidt. Να δειχθεί ότι, ∀k = 2, · · · , n:

L(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k) = L(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k−1)⊕ L(y⃗k) (ορθογώνιο ευθύ άθροισµα) (†)
Ιδιαίτερα να δειχθεί ότι για κάθε k = 2, · · · , n, το διάνυσµα y⃗k είναι η κάθετη προβολή του x⃗k στον υπόχωρο
L(x⃗1, x⃗2, · · · , x⃗k−1):

y⃗k = KL(x⃗1,x⃗2,··· ,x⃗k−1)(x⃗k)

΄Ασκηση 4. ΄Εστω V και W δυο υπόχωροι του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩).
(1) Να δειχθεί ότι :

V ⊆ W =⇒ W⊥ ⊆ V⊥

(2) Να δειχθεί ότι :
(V+W)⊥ = V⊥ ∩W⊥

(3) Αν dimRE < ∞, να δειχθεί ότι :
(αʹ)

(V⊥)⊥ = V

(ϐʹ)
(V ∩W)⊥ = V⊥ +W⊥

1∆ηλαδή η κάθετη προβολή του x⃗ στον υπόχωρο V είναι η ορθογώνια προβολή του x⃗ στον V⊥:

ΠV⊥(x⃗) = KV(x⃗)
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(4) Να δειχθεί ότι :
E = V⊕W ⇐⇒ E = V⊥ ⊕W⊥

΄Ασκηση 5. ΄Εστω V ένας υπόχωρος του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), όπου dimRE < ∞. Να δειχθεί ότι αν
x⃗ /∈ V, τότε υπάρχει διάνυσµα w⃗ ∈ V⊥ έτσι ώστε :

⟨x⃗, w⃗ ⟩ ≠ 0

΄Ασκηση 6. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨ , ⟩), και έστω ότι

E = U⊕ V

Αν U⊥V, να δειχθεί ότι :
U⊥ = V και V⊥ = U

΄Ασκηση 7. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

⟨ , ⟩∗ : R3×R3 −→ R,
〈
(x1, x2, x3) , (y1, y2, y3)

〉
∗ = x1y1− 2x1y2− 2x2y1+6x2y2+x2y3+x3y2+x3y3

είναι ένα εσωτερικό γινόµενο επί του R3. Ακολούθως να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλείδειου χώρου(
R3, ⟨ , ⟩∗

)
.

΄Ασκηση 8. Στον Ευκλείδειο χώρο (R3, ⟨ , ⟩) να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση των υπόχωρου U, V, και W
του R3, όπου :

U =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x− 5y − 2z = 0

}
V =

{
(x, y, z) ∈ R3 | 2x− y − z = 0

}
W = U ∩ V =

{
(x, y, z) ∈ R3 | x− 5y − 2z = 0 και 2x− y − z = 0

}
΄Ασκηση 9. Στον Ευκλείδειο χώρο (R4, ⟨ , ⟩) να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου V του R4 ο
οποίος παράγεται από τα διανύσµατα :

x⃗1 = (1, 1, 0, 0), x⃗2 = (0, 0,−2, 1), x⃗3 = x⃗3 = (0,−1, 0, 2)

και ακολούθως να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥, και η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος (0, 1, 0, 0)
στον υπόχωρο V.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο V του Ευκλείδειου χώρου (R4, ⟨, ⟩), όπου ⟨, ⟩ είναι το κανονικό
(συνηθισµένο) εσωτερικό γινόµενο :

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0

}
1. Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του V.
2. Να ϐρεθεί ο ορθογώνιος υπόχωρος V⊥ του V.

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο του Rn:

V =
{
x⃗ = (x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0

}
⊆ Rn

Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου V⊥, όταν :

(1) Ο Rn είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο.
(2) Ο Rn είναι εφοδιασµένος µε το εσωτερικό γινόµενο

⟨x⃗, y⃗⟩ = x1y1 + 2x2y2 + · · ·+ nxnyn

όπου : x⃗ = (x1, · · · , xn) και y⃗ = (y1, · · · , yn).
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΄Ασκηση 12. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R4 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και τους
υποχώρους του

V = {(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0}
W = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x− y + w = 0}

(1) Να εξετάσετε αν οι V και W είναι ορθοσυµπληρωµατικοί 2.
(2) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα (V ∩W)⊥ του υπόχωρου V ∩W.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος R3 εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και έστω

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x− y − z = 0

}
(1) Να ϐρεθούν ορθοκανονικές ϐάσεις των υποχώρων V και V⊥.
(2) Να γραφεί το διάνυσµα x⃗ = (2,−1, 0) ως x⃗ = y⃗ + z⃗, όπου y⃗ ∈ V και z⃗ ∈ V⊥.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος R3 εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και έστω η
γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x− y, y − z, z − x)

(1) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση της εικόνας Im(f) της f .
(2) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του ορθοσυµπληρωµατικού υποχώρου Im(f)⊥.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4:

ε⃗1 = (2,−3, 1, 0), ε⃗2 = (7, 3, 0, 1), ε⃗3 = (−1, 0, 1, 0), ε⃗4 = (0, 1, 1, 1)

Να ϐρεθεί ένα εσωτερικό γινόµενο ⟨⟨ , ⟩⟩ στον R4 έτσι ώστε το σύνολο διανυσµάτων B = {ε⃗1, ε⃗2, ε⃗3, ε⃗4} να
αποτελεί ορθοκανονική ϐάση του R4.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω e⃗ ένα µοναδιαίο διάνυσµα σε έναν Ευκλείδειο χώρο (E, ⟨, ⟩). Να δειχθεί ότι κάθε διάνυσµα
x⃗ ∈ E γράφεται µοναδικά ως εξής :

x⃗ = αe⃗+ y⃗, όπου : α ∈ R και ⟨y⃗, e⃗⟩ = 0

Ο µοναδικά προσδιορισµένος από το διάνυσµα x⃗ αριθµός α καλείται η αριθµητική προβολή του x⃗ στην διεύθυνση

του e⃗ και συµβολίζεται µε 3:
α := πe⃗(x⃗)

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση
πe⃗ : E −→ R, x⃗ 7−→ πe⃗(x⃗)

είναι γραµµική, δηλαδή, ∀x⃗, y⃗ ∈ E και r ∈ R:
(αʹ) πe⃗(x⃗+ y⃗) = πe⃗(x⃗) + πe⃗(y⃗).
(ϐʹ) πe⃗(rx⃗) = rπe⃗(x⃗)

(2) Να δειχθεί ότι, ∀x⃗ ∈ E:
πe⃗(x⃗) = ⟨x⃗, e⃗ ⟩

(3) Να δειχθεί ότι

Ker(πe⃗) = e⃗⊥ =
{
x⃗ ∈ E | ⟨e⃗, x⃗ ⟩ = 0

}
και Im(πe⃗) = R

2Υπενθυµίζουµε ότι δύο υπόχωροι U και V ενός Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨ , ⟩) καλούνται ορθοσυµπληρωµατικοί, αν

E = U⊕ V και U ⊥ V

και τότε ο U καλείται ορθοσυµπληρωµατικός του V και ο V καλείται ορθοσυµπληρωµατικός του U.
3΄Ετσι, επειδή το e⃗ είναι µοναδιαίο, η ορθογώνια προβολή του x⃗ στο διάνυσµα e⃗ είναι το διάνυσµα Πe⃗(x⃗) = πe⃗(x⃗)e⃗.
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(4) Αν B = {ε⃗1, ε⃗2, · · · , ε⃗n} είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E, να δειχθεί ότι :

x⃗ =

n∑
i=1

πε⃗i(x⃗)ε⃗i =

n∑
i=1

⟨x⃗, ε⃗i⟩ε⃗i = ⟨x⃗, ε⃗1⟩ε⃗1 + ⟨x⃗, ε⃗2⟩ε⃗2 + · · ·+ ⟨x⃗, ε⃗n⟩ε⃗n

΄Ασκηση 17. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και V ένας υπόχωρος του E. Να
δειχθεί ότι οι απεικόνισεις

ΠV : E −→ E, x⃗ 7−→ ΠV(x⃗) = ορθογώνια προβολή του x⃗ στον υπόχωρο V

KV : E −→ E, x⃗ 7−→ KV(x⃗) = κάθετη προβολή του x⃗ στον υπόχωρο V

είναι προβολές.
Επιπλέον, αν C =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V και D =

{
e⃗k+1, e⃗k+2, · · · , e⃗n

}
µια

ορθοκανονική ϐάση του V⊥, τότε :

(1)
ΠV(x⃗) = ⟨x⃗, e⃗1⟩e⃗1 + ⟨x⃗, e⃗2⟩e⃗2 + · · ·+ ⟨x⃗, e⃗k⟩e⃗k

(2)
Ker(ΠV) = V⊥ και Im(ΠV) = V

(3)
KV(x⃗) = ⟨x⃗, e⃗k+1⟩e⃗k+1 + ⟨x⃗, e⃗k+2⟩e⃗k+2 + · · ·+ ⟨x⃗, e⃗n⟩e⃗n

(4)
Ker(KV) = V και Im(KV) = V⊥

(5) Αν ιV : V −→ E και ιV⊥ : V⊥ −→ E είναι οι κανονικές εγκλείσεις, τότε :

ΠV ◦ ιV = IdV και KV ◦ ιV⊥ = IdV⊥

ΠV ◦ ιV⊥ = O και KV ◦ ιV = O

IdE = ιV ◦ΠV + ιV⊥ ◦ KV

΄Ασκηση 18. Θεωρούµε τον Ευκλειδειο χώρο (Mn(R), ⟨, ⟩), όπου ⟨, ⟩ είναι το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο :

⟨, ⟩ : Mn(R)×Mn(R) −→ R, ⟨A,B⟩ = Tr(A · tB)

΄Εστω Dn(R) ο υπόχωρος των n× n διαγώνιων πινάκων, και Sn(R), αντίστοιχα An(R), ο υπόχωρος των n× n
συµµετρικών, αντίστοιχα αντισυµµετρικών, πινάκων.

(1) Να δειχθεί ότι :

Dn(R)⊥ =
{
A = (aij) ∈ Mn(R) | aii = 0, 1 ≤ i ≤ n

}
(2) Να δειχθεί ότι :

Sn(R)⊥ = An(R) και An(R)⊥ = Sn(R)
(3) Να ϐρεθούν οι ορθογώνιες προβολές ενός n× n πίνακα A στους υπόχωρους Sn(R) και An(R).

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο (E, ⟨, ⟩), και έστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του E. Να
δειχθεί ότι αν dimRE < ∞, τότε4 υπάρχει c ∈ R:

∀x⃗ ∈ E : ∥f(x⃗)∥ ≤ c ∥x⃗∥

4΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩) καλείται ϕραγµένος, αν υπάρχει c ∈ R έτσι ώστε ∥f(x⃗)∥ ≤
c∥x⃗∥, ∀x⃗ ∈ E. ΄Ετσι σύµφωνα µε την ΄Ασκηση, κάθε ενδοµορφισµός ενός Ευκλείδειου χώρου πεπερασµένης διάστασης είναι
ϕραγµένος.
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΄Ασκηση 20. Στον Ευκλείδειο χώρο (E, ⟨, ⟩) ϑεωρούµε τρία σύνολα διανυσµάτων

B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
C =

{
f⃗1, f⃗2, · · · , f⃗n

}
D =

{
g⃗1, g⃗2, · · · , g⃗n

}
και υποθέτουµε ότι :

(1) Το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
(2) Το σύνολο C είναι ορθογώνιο και αποτελείται από µη-µηδενικά διανύσµατα.
(3) Το σύνολο D είναι ορθογώνιο και αποτελείται από µη-µηδενικά διανύσµατα.
(4) Για κάθε k = 1, 2, · · · , n, κάθε ένα από τα διανύσµατα f⃗1, f⃗2, · · · , f⃗k και κάθε ένα από τα διανύσµατα

διάνυσµα g⃗1, g⃗2, · · · , g⃗k, είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k.

Να δειχθεί ότι υπάρχουν µη-µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί αk ∈ R, έτσι ώστε, ∀k = 1, 2, · · · , n:

f⃗k = αkg⃗k


