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Παρασκευή 5 Μαΐου 2023

΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

a 4 4
4 8 8
4 8 b


(1) Να προσδιορισθούν οι αριθµοί a, b, έτσι ώστε ο πίνακας A να έχει ως ιδιοτιµή το 0 µε πολλαπλότητα 2.

(2) Για τις τιµές των a, b που ϑα ϐρείτε, να υπολογίσετε ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας
tP ·A ·P

να είναι διαγώνιος.

(3) Να υπολογίσετε τον πίνακα Am
, ∀m ≥ 1.

΄Ασκηση 2. Να πρσδιορισθεί ο αριθµός a έτσι ώστε ο πίνακας

A =

 1 a −a
a 4 −4

−a −4 4


να είναι µη-αρνητικός. Ακολούθως να ϐρεθούν οι τιµές του a για τις οποίες ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός και

έχει µια ιδιοτιµή µε πολλαπλότητα ίση µε 2, και για τις τιµές αυτές να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

tP ·A · P να είναι διαγώνιος.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 9
2 0 −7

2
0 −1 0

−7
2 0 9

2


Να ϐρεθεί πίνακας B ∈ M3(R), έτσι ώστε :

B3 = A

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ένας n × n συµµετρικός πίνακας πραγµατικών αριθµών. Αν οι ιδιοτιµές του A είναι οι

αριθµοί 1 και −1, να δειχθεί ότι :

A2 = In
Ισχύει το αντίστροφο ; Πότε ο πίνακας A είναι ϑετικός ;

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1



http://users.uoi.gr/abeligia/LinearAlgebraII2023/LAII2023.html


2

(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός.

(2) Να ϐρείτε µια τετραγωνική ϱίζα του A.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 3 0 −1
0 2 0

−1 0 3


(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι ϑετικός.

(2) Να ϐρείτε συµµετρικό και αντιστρέψιµο πίνακα B έτσι ώστε : A = B2
.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ένας 4× 4 συµµετρικός πίνακας πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι :

(1) Ο αριθµός 1 είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα
−1
2
0

−1


(2) Ο αριθµός 2 είναι ιδιοτιµή του A, και dimRV(2) = 3.

Να ϐρεθεί ο πίνακας A.

΄Ασκηση 8. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) =
7

2
x2 +

7

2
y2 + 5z2 − xy − 2xz + 2yz

στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.

΄Ασκηση 9. Να προσδιορισθεί το είδος των καµπύλων οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις :

(C1) : xy = 1

(C2) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 1

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 13x2 + 24y2 + 29z2 + 28xy + 8xz + 36yz

(1) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.

(2) Να ϐρεθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | q(x, y, z) = 1

}
(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A της τετραγωνική µορφής q είναι ϑετικός και να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα

του A.

΄Ασκηση 11. Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 9x2 − 4xy + 6y2 + 3z2 + 2
√
5x+ 4

√
5y + 12z + 16 = 0

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy

(1) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.
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(2) Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy = 8

(3) Να δείξετε ότι ο πίνακας A της τετραγωνικής µορφής q είναι ϑετικός και στη συνέχεια να ϐρεθεί συµµε-

τρικός και αντιστρέψιµος πίνακας B έτσι ώστε : B2 = A.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και έστω

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1)

f ◦ g = g ◦ f
(2) Υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση B του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

΄Ασκηση 14. ΄Εστω A και B δύο συµµετρικοί n× n πίνακες πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι :

A ·B = B ·A ⇐⇒ υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε : tP ·A · P = ∆ και
tP ·B · P = Γ

όπου οι πίνακες ∆ και Γ είναι διαγώνιοι.

΄Ασκηση 15 (Πολική Ανάλυση Ενδοµορφισµού). ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης

και έστω

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθεί ότι υπάρχει µια ισοµετρία h : E −→ E του E και ένας µη-αρνητικός

(αυτοπροσαρτηµένος) ενδοµορφισµός g : E −→ E του E έτσι ώστε :

f = h ◦ g, δηλαδή h∗ ◦ h = IdE και g∗ = g ≥ 0

Επιπλέον ο f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν ο g είναι ϑετικός : Det(f) ̸= 0 ⇐⇒ g > 0.

΄Ασκηση 16. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R), υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P και µη-αρνητικός συµµετρικός

πίνακας U έτσι ώστε :

A = P · U
Επιπλέον ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο πινακας U είναι συµµετρικός και ϑετικός.

΄Ασκηση 17 (Νόµος Αδρανείας του Sylvester). ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης

dimRE = n, και

q : E −→ R
µια τετραγωνική µορφή επί του E. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
του E έτσι ώστε

q(x1ϵ⃗1 + x2ϵ⃗2 + · · ·+ xnϵ⃗n) = x21 + · · ·+ x2s − x2s+1 − · · · − x2r

και οι ϑετικοί ακέραιοι s και r, άρα και το Ϲεύγος (s, r), εξαρτώνται µόνο από την τετραγωνική µορφή q.

Το Ϲεύγος ϑετικών ακεραίων το Ϲεύγος (s, r) στην παράπανω ΄Ασκηση καλείται ο δείκτης της τετραγωνικής

µορφής q. Με άλλα λόγια, ο δείκτης (s, r) της τετραγωνικής µορφής q είναι το Ϲεύγος

(s, r) =
(
πλήθος ϑετικών ιδιοτιµών της q, ϐαθµίδα της q

)
΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί ο δείκτης της τετραγωνικής µορφής

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = xy + xz + yz


