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Παρασκευή 7 Απριλίου 2023

΄Ασκηση 1. Να εξετασθεί αν οι ακόλουθες γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ Ευκλείδειων χώρων είναι ισοµετρίες.

(1) f : R2 −→ R3, f(x, y) = (x, y, 0).
(2) f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (x, y).
(3) f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x− y, y − z, z − x).
(4) f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (ay, bz, cx), όπου a, b, c ∈ R.

Λύση. (1) Για κάθε διάνυσµα (x, y) ∈ R2, έχουµε:

∥f(x, y)∥2 = ⟨f(x, y), f(x, y)⟩ = ⟨(x, y, 0), (x, y, 0)⟩ = x2 + y2 = ⟨(x, y), (x, y)⟩ = ∥(x, y)∥2

Εποµένως ∥f(x, y)∥ = ∥(x, y)∥, ∀(x, y) ∈ R2 και άρα η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµετρία.
(2) ΄Οπως γνωρίζουµε, κάθε ισοµετρία είναι µονοµορφισµός. Επειδή η γραµµική απεικόνιση f δεν είναι

µονοµορφισµός διότι Ker(f) =
{
z(0, 0, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
̸=
{
(0, 0, 0)

}
, έπεται ότι η γραµµική

απεικόνιση f δεν είναι ισοµετρία.
(3) ΄Οπως γνωρίζουµε, κάθε ισοµετρία είναι µονοµορφισµός. Επειδή η γραµµική απεικόνιση f δεν είναι

µονοµορφισµός διότι Ker(f) =
{
z(1, 1, 1) ∈ R3 | z ∈ R

}
̸=
{
(0, 0, 0)

}
, έπεται ότι η γραµµική

απεικόνιση f δεν είναι ισοµετρία.
(4) Γνωρίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f ενός Ευκλείδειου χώρου E πεπερασµένης διάστασης είναι

ισοµετρία αν και µόνον αν ο πίνακας του f σε µια ορθοκανονική ϐάση του E είναι ορθογώνιος.
Επιλέγοντας την κανονική ϐάση B =

{
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
του R3 η οποία είναι ορθοκανονική, ϐλέπουµε ότι

ο πίνακας MB
B (f) := A είναι ο

A =

0 a 0
0 0 b
c 0 0


Πραφανώς οι στήλες του A είναι ένα ορθογώνιο σύνολο τστον χώρο των στηλών R3. Εποµένως για να
είναι ο πίνακας A ορθογώνιος πρέπει και αρκεί οι στήλες

Σ1 =

0
0
c

 , Σ2 =

a
0
0

 , Σ3 =

0
b
0


του A να είναι µοναδιαία διανύσµατα του R3. Επειδή:

∥Σ1∥2 = c2, ∥Σ2∥2 = a2, ∥Σ3∥2 = b2

ο πίνακας A είναι ορθογώνιος αν και µόνον αν a2 = b2 = c2 = 1, δηλαδή αν και µόνον αν a = ±1,
b = ±1, και c = ±1. ΄Ετσι προκύπτουν οι πίνακες :

A1 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , A2 =

0 1 0
0 0 −1
1 0 0

 , A3 =

 0 1 0
0 0 1

−1 0 0

 , A4 =

 0 1 0
0 0 −1

−1 0 0
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A5 =

0 −1 0
0 0 1
1 0 0

 , A6 =

0 −1 0
0 0 −1
1 0 0

 , A7 =

 0 −1 0
0 0 1

−1 0 0

 , A8 =

 0 −1 0
0 0 −1

−1 0 0


οι οποίοι µε τη σειρά τους ορίζουν τις ακόλουθες ισοµετρίες :

f1 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y, z, x)

f2 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y,−z, x)

f3 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y, z,−x)

f4 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (y,−z,−x)

f5 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (−y, z, x)

f6 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (−y,−z, x)

f7 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (−y, z,−x)

f8 : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (−y,−z,−x)

Εποµένως ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία αν και µόνον αν a = ±1, b = ±1, και c = ±1, και τότε
οι ισοµετρίες οι οποίες προκύπτουν είναι οι fi, 1 ≤ i ≤ 8. □

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος και ϑεωρούµε τον ενδοµορφισµό

f : E −→ E, f(x⃗) = λx⃗

όπου λ ∈ R, λ ̸= 0. Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός, αλλά γενικά όχι ισοµετρία. Να ϐρεθεί αναγκαία και
ικανή συνθήκη έτσι ώστε η f να είναι ισοµετρία.

Λύση. ΄Εστω x⃗ ∈ Ker(f). Τότε f(x⃗) = λx⃗ = 0⃗ και επειδή λ ̸= 0 έπεται ότι x⃗ = 0⃗. ΄Αρα Ker(f) = {⃗0}
και εποµένως η f είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω y⃗ ∈ E. Επειδή λ ̸= 0, µπορούµε να ϑεωρήσουµε το
διάνυσµα x⃗ = 1

λ y⃗ και τότε : f(x⃗) = f( 1λ y⃗) =
1
λf(y⃗) = λ 1

λ y⃗ = y⃗. Συνεπώς η f είναι επιµορφισµός και άρα
ισοµορφισµός. ΄Εχουµε:

∥f(x⃗)∥ = ∥λx⃗∥ = |λ| · ∥x⃗∥ ≠ ∥x⃗∥
Εποµένως η f γενικά δεν είναι ισοµετρία, αν |λ| ≠ 1. Προπφανώς ο f είναι ισοµετρία αν λ = ±1. Αντίστροφα,
αν ο f είναι ισοµετρία, τότε για κάθε µη-µηδενικό διάνυσµα x⃗ ∈ E, δηλαδή ∥x⃗∥ = ⟨x⃗, x⃗ ⟩ ≠ 0, ϑα έχουµε:

∥f(x⃗)∥2 = ∥x⃗∥2 =⇒
〈
f(x⃗), f(x⃗)

〉
=
〈
x⃗, x⃗

〉
=⇒

〈
λx⃗, λx⃗

〉
=
〈
x⃗, x⃗

〉
=⇒ λ2

〈
x⃗, x⃗

〉
=
〈
x⃗, x⃗

〉
(∥x⃗∥ ≠ 0)

=⇒ λ2 = 1

=⇒ λ = ±1

΄Αρα η f είναι ισοµετρία αν και µόνο αν λ = ±1. □

΄Ασκηση 3. (1) ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος και υποθέτουµε ότι B =
{
e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4

}
είναι µια

ορθοκανονική ϐάση του E.
΄Εστω f : E −→ E ο µοναδικός ενδοµορφισµός του E έτσι ώστε :

f(e⃗1) = −e⃗2, f(e⃗2) = −e⃗3, f(e⃗3) = −e⃗4, f(e⃗4) = e⃗1

Να εξετασθεί αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία.
(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα f + g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E είναι ισοµετρία.
(3) Να εξετασθεί αν το άθροισµα A+B ή A+B2, όπου A και B είναι δύο n×n ορθογώνιοι πίνακες, είναι

ορθογώνιος πίνακας.
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Λύση. (1) Πρώτος Τρόπος: ΄Εστω τυχόν διάνυσµα x⃗ ∈ E. Τότε το x⃗ γράφεται µοναδικά

x⃗ = λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + λ3e⃗3 + λ4e⃗4, λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R

ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης B. Τότε, χρησιµοποιώντας ότι η ϐάση B είναι
ορθοκανονική, ϑα έχουµε:

∥f(x⃗)∥ = ∥f(λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + λ3e⃗3 + λ4e⃗4)∥
= ∥λ1f(e⃗1) + λ2f(e⃗2) + λ3f(e⃗3) + λ4f(e⃗4)∥
= ∥ − λ1e⃗2 − λ2e⃗3 − λ3e⃗4 + λ4e⃗1∥ (B : OKB)

=
√
(−λ1)2 + (−λ2)2 + (−λ3)2 + λ2

4

=
√
λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ2

4

= ∥λ1e⃗1 + λ2e⃗2 + λ3e⃗3 + λ4e⃗4∥
= ∥x⃗∥

Εποµένως η f είναι ισοµετρία.

∆εύτερος Τρόπος: Γνωρίζουµε ότι ένας ενδοµορφισµός f : E −→ E είναι ισοµετρία αν και µόνο
αν ο πίνακας της f σε µια ορθοκανονική ϐαση είναι ορθογώνιος. Ο πίνακας της f ως προς την
ορθοκανονική ϐάση B είναι

A =


0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0


Εξετάζουµε αν ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, δηλαδή αν tA ·A = I4. ΄Εχουµε:

tA ·A =


0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0

 ·


0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I4

Συνεπώς η f είναι ισοµετρία.

(2) ΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία. Τότε η γραµµική απεικόνιση −f είναι ισοµετρία διότι :

∥(−f)(x⃗)∥ = ∥ − f(x⃗)∥ = | − 1| · ∥f(x⃗)∥ = ∥f(x⃗)∥ = ∥x⃗∥, ∀x⃗ ∈ E

΄Οµως το άθροισµα f + (−f) = O είναι ο µηδενικός ενδοµορφισµός του E και ο οποίοω προφανώς
δεν είναι ισοµετρία.

∆ιαφορετικά: Θεωρούµε τον ταυτοτικό ενδοµορφισµό IdE : E −→ E, IdE(x) = x, ∀x ∈ E, ο οποίος
προφανώς είναι ισοµετρία, και έστω f = g = IdE. Τότε οι ενδοµορφισµοί f και g είναι ισοµετρίες,
αλλά το άθροισµα f + g δεν είναι ισοµετρία διότι

∥(f + g)(x⃗)∥ = ∥f(x⃗) + g(x⃗)∥ = ∥x⃗+ x⃗∥ = ∥2x⃗∥ = 2∥x⃗∥

και για x⃗ ̸= 0⃗: 2∥x⃗∥ ≠ ∥x⃗∥.
΄Αρα γενικά το άθροισµα f + g δύο ισοµετριών f, g : E −→ E ∆ΕΝ είναι ισοµετρία.

(3) ΄Εστω A ένας n× n ορθογώνιος πίνακας. Τότε και ο πίνακας −A είναι ορθογώνιος αλλά το άθροισµα
A+ (−A) = O είναι ο µηδενικός πίνακας ο οποίος ϕυσικά δεν είναι ορθογώνιος.

Θεωρούµε τους ορθογώνιους πίνακες

B = A =

(
0 1
1 0

)
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Τότε ο πίνακας

A+B2 =

(
0 1
1 0

)
+

(
1 0
0 1

)
=

(
1 1
1 1

)
δεν είναι προφανώς ορθογώνιος.

∆ιαφορετικά: ΄Εστω A, αντίστοιχα B, οι ορθογώνιοι πίνακες µιας ισοµετρίας f , αντίστοιχα g, σε
ορθοκανονική ϐάση. Τότε ο πίνακας A+B είναι ο πίνακας της f + g. ΄Οµως δείξαµε παραπάνω ότι
γενικά το άθροισµα δυο ισοµετριών δεν είναι ισοµετρία. ΄Αρα ο πίνακας A+B δεν είναι ορθογώνιος.

΄Αρα γενικά το άθροισµα A + B, όπου A και B είναι δύο n × n ορθογώνιοι πίνακες, ∆ΕΝ είναι
ορθογώνιος πίνακας. □

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος. Αν κ ∈ R και v⃗ ∈ E, να εξεταστεί αν ο ενδοµορφισµός

f : E −→ E, f(x⃗) =

 x⃗, αν v⃗ = 0⃗

x⃗+ κ
⟨x⃗, v⃗⟩
⟨v⃗, v⃗⟩

v⃗, αν v⃗ ̸= 0⃗

είναι ισοµετρία.

Λύση. (1) Αν v⃗ = 0⃗, τότε f(x⃗) = x⃗, ∀x⃗ ∈ E, και εποµένως f = IdE είναι ο ταυτοτικός ενδοµορφισµός ο
οποίος είναι ισοµετρία.

(2) Υποθέτουµε ότι v⃗ ̸= 0⃗, και έστω ότι ο ενδοµορφσιµός f είναι ισοµετρία. Τότε, ∀x⃗ ∈ E, ϑα έχουµε:

⟨f(x⃗), f(x⃗)⟩ =
〈
x⃗+ κ

⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗, x⃗+ κ
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗
〉
= ⟨x⃗, x⃗ ⟩+ κ

⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

⟨x⃗, v⃗ ⟩+ κ
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

⟨v⃗, x⃗ ⟩+ κ2
⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩2
⟨v⃗, v⃗⟩ =

= ⟨x⃗, x⃗ ⟩+ 2κ
⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
+ κ2

⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
= ⟨x⃗, x⃗ ⟩+ (2κ+ κ2)

⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
Εποµένως επειδή ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία, ϑα έχουµε ⟨f(x⃗), f(x⃗)⟩ = ⟨x⃗, x⃗⟩, ∀x⃗ ∈ E,
δηλαδή:

(2κ+ κ2)
⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
= 0 =⇒


2κ+ κ2 = 0

ή
⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0, ∀x⃗ ∈ E

=⇒



κ = 0

ή
κ = −2

ή
⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0, ∀x⃗ ∈ E

Επειδή v⃗ ̸= 0⃗, έπεται ότι ⟨v⃗, v⃗ ⟩ ≠ 0, και εποµένως οι παραπάνω σχέσεις δίνουν :

κ = 0 ή κ = −2

Αν κ = 0, τότε προφανώς f = IdE, και αν κ = −2, τότε :

f(x⃗) = x⃗− 2
⟨x⃗, v⃗⟩
⟨v⃗, v⃗⟩

v⃗

΄Αρα αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία, τότε :

είτε v⃗ = 0⃗ είτε κ = 0 είτε κ = −2

Αντίστροφα, αν v⃗ = 0⃗ ή κ = 0, τότε f = IdE και ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία. Αν v⃗ ̸= 0⃗ και
κ = −2, τότε ϑα έχουµε, ∀x⃗ ∈ E:

∥f(x⃗) ∥2 = ⟨f(x⃗), f(x⃗)⟩ =
〈
x⃗− 2

⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗, x⃗− 2
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗
〉
= ⟨x⃗, x⃗ ⟩ − 4

⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
+ 4

⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩2
⟨v⃗, v⃗⟩ =

= ∥x⃗ ∥2 − 4
⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
+ 4

⟨x⃗, v⃗ ⟩2

⟨v⃗, v⃗ ⟩
= ∥x⃗ ∥2

Εποµένως, ∀x⃗ ∈ E: ∥f(x⃗)∥ = ∥x⃗∥, και άρα ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία. □
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΄Εστω E ένας R-διανυσµατικός χώρος διάστασης dimR E = n. ΄Ενας υπόχωρος V του E καλείται υπε-
ϱεπίπεδο του E, αν έχει διάσταση dimR V = n − 1. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης
διάστασης.

΄Ενας ενδοµορφισµός f : E −→ E καλείται ανάκλαση, αν υπάρχει ένα υπερεπίπεδο V του E έτσι ώστε :

f(x⃗) =

{
x⃗, αν x⃗ ∈ V

−x⃗, αν x⃗ /∈ V

και τότε ο υπόχωρος V καλείται υπερεπίπεδο ανάκλασης για τον f .

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και f : E −→ E ένας ενδοµορ-
ϕισµός του E, όπου f ̸= IdE. Να δειχθεί ότι ο f είναι µια ανάκλαση αν και µόνον αν υπάρχει ένα µη-µηδενικό
διάνυσµα v⃗ ∈ E έτσι ώστε, ∀x⃗ ∈ E:

f(x⃗) = x⃗− 2
⟨x⃗, v⃗⟩
⟨v⃗, v⃗⟩

v⃗ (∗)

Λύση. (1) Υποθέτουµε ότι υπάρχει µη-µηδενικό διάνυσµα v⃗ ∈ E έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση (∗).
Θέτουµε U =

{
κv⃗ ∈ E | κ ∈ R

}
και V = U⊥. Τότε V =

{
x⃗ ∈ E | ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0

}
, ϑα έχουµε

E = U⊕ V

και επειδή v⃗ ̸= 0⃗, έπεται ότι το διάνυσµα v⃗ είναι µια ϐάση του U και dimRU = 1. Τότε dimR V =
dimR E − dimRU = n − 1, δηλαδή ο υπόχωρος V είναι ένα υπερεπίπεδο του E. ΄Εστω x⃗ ∈ E. Αν
x⃗ ∈ V, τότε ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0, και άρα:

f(x⃗) = x⃗− 2
⟨x⃗, v⃗⟩
⟨v⃗, v⃗⟩

v⃗ = x⃗

Αν x⃗ ∈ U, τότε x⃗ = κv⃗ για κάποιο κ ∈ R, και ϑα έχουµε:

f(x⃗) = κv⃗ − 2
⟨κv⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ = κv⃗ − 2κ
⟨v⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ = κv⃗ − 2κv⃗ = −κv⃗ = −x⃗

Εποµένως

f(x⃗) =


x⃗, αν x⃗ ∈ V

−x⃗, αν x⃗ ∈ U

και άρα ο ενδοµορφισµός f είναι µια ανάκλαση.
(2) Υποθέτουµε ότι ο ενδοµορφσιµός f είναι µια ανάκλαση µε υπερεπίπεδο ανάκλασης V. Τότε dimR V =

n− 1 και ϑέτοντας U = V⊥ αποκτούµε έναν υπόχωρο του E µε διάσταση dimRU = 1. ΄Εστω
{
v⃗
}

µια
ϐάση του U. Τότε προφανώς ϑα έχουµε V = U⊥ =

{
x⃗ ∈ E | ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0

}
, και

E = U⊕ V

΄Εστω x⃗ ∈ E. Τότε µπορούµε να γράψουµε

x⃗ = x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ +
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ (∗∗)

όπου 〈
x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩

⟨v⃗, v⃗ ⟩
v⃗, v⃗

〉
= ⟨x⃗, v⃗ ⟩ − ⟨x⃗, v⃗ ⟩⟨v⃗, v⃗ ⟩

⟨v⃗, v⃗ ⟩
= ⟨x⃗, v⃗ ⟩ − ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0

Τότε :

x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ ∈ V

και προφανώς
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ ∈ U
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δηλαδή η σχέση (∗∗) είναι η µοναδική γραφή του διανύσµατος x⃗ σαν άθροισµα ενός διανύσµατος
y⃗ = x⃗− ⟨x⃗,v⃗ ⟩

⟨v⃗,v⃗ ⟩ v⃗ του V και ενός διανύσµατος z⃗ = ⟨x⃗,v⃗ ⟩
⟨v⃗,v⃗ ⟩ v⃗ του U.

Εφαρµόζοντας τον ενδοµορφισµό f στη σχέση (∗∗) ϑα έχουµε:

f(x⃗) = f

(
x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩

⟨v⃗, v⃗ ⟩
v⃗ +

⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗

)
= f

(
x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩

⟨v⃗, v⃗ ⟩
v⃗

)
+ f

(
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗

)
Επειδή ο ενδοµορφισµός f είναι ανάκλαση, ϑα έχουµε f(y⃗) = y⃗, αν y⃗ ∈ V, και f(z⃗) = −z⃗, αν z⃗ ∈ U.
Εποµένως από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε, ∀x⃗ ∈ E:

f(x⃗) = x⃗− ⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ − ⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ = x⃗− 2
⟨x⃗, v⃗ ⟩
⟨v⃗, v⃗ ⟩

v⃗ □

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης.

(1) Αν x⃗, y⃗ είναι δύο διανύσµατα του E έτσι ώστε ∥x⃗∥ = ∥y⃗∥, να δείξετε ότι υπάρχει µια ισοµετρία f : E −→ E,
έτσι ώστε : f(x⃗) = y⃗.

(2) Αν x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ είναι τέσσερα διανύσµατα του E έτσι ώστε

∥x⃗∥ = ∥y⃗∥ και ∥z⃗∥ = ∥w⃗∥
να εξετασθεί αν υπάρχει ισοµετρία f : E −→ E, έτσι ώστε :

f(x⃗) = y⃗ και f(z⃗) = w⃗

Λύση. (1) Αν x⃗ = 0⃗, τότε επειδή ∥x⃗∥ = ∥y⃗∥, έπεται ότι y⃗ = 0⃗. Τότε προφανώς κάθε ισοµετρία f : E −→ E,
έχει την επιθυµιτή ιδιότητα f(x⃗) = f (⃗0) = 0⃗ = f (⃗0) = f(y⃗).

΄Εστω x⃗ ̸= 0⃗, και εποµένως y⃗ ̸= 0⃗. Θέτουµε :

e⃗1 =
x⃗

∥x⃗∥
και ϵ⃗1 =

y⃗

∥y⃗∥
Συµληρώνουµε τα µοναδιαία διανύτσµατα e⃗1 και ϵ⃗1 σε ορθοκανονικές ϐάσεις του E:

B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
και C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
Τότε όπως γνωρίζουµε υπάρχει µοναδική ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε :

f(e⃗i) = ϵ⃗i 1 ≤ i ≤ n

΄Αρα υπάρχει ισοµετρία f : E −→ E, έτσι ώστε :
y⃗

∥y⃗∥
= ϵ⃗1 = f(e⃗1) = f

(
x⃗

∥x⃗∥

)
=

1

∥x⃗∥
f(x⃗)

και επειδή ∥x⃗∥ = ∥y⃗∥, η παραπάνω σχέση δείχνει ότι : f(x⃗) = y⃗.

(2) ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος E = R3 εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και έστω:

x⃗ = (1, 0, 0), y⃗ =

(
1

3
,
2

3
,
2

3

)
, z⃗ = (0, 1, 1), w⃗ = (1, 0, 1)

Τότε υπολογίζουµε εύκολα:

∥x⃗∥ = 1 = ∥y⃗∥ και ∥z⃗∥ =
√
2 = ∥w⃗∥

Αν υπήρχε ισοµετρία f : E −→ E, έτσι ώστε :

f(x⃗) = y⃗ και f(z⃗) = w⃗ (∗)
τότε ϑα είχαµε :

0 = ⟨x⃗, z⃗⟩ = ⟨f(x⃗), f(z⃗)⟩ = ⟨y⃗, w⃗⟩ = 1

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα δεν υπάρχει ισοµετρία µε την επιθυµιτή ιδιότητα. □

΄Ασκηση 7. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης. Αν x⃗, y⃗, z⃗, w⃗ είναι τέσσερα
διανύσµατα του E, να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:



7

(1) Υπάρχει µια ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε :

f(x⃗) = y⃗ και f(z⃗) = w⃗

(2) Ισχύουν τα εξής :
∥x⃗∥ = ∥y⃗∥, ∥z⃗∥ = ∥w⃗∥, ⟨x⃗, z⃗ ⟩ = ⟨y⃗, w⃗ ⟩ (∗)

Λύση. (1) ΄Εστω ότι υπάρχει ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε : f(x⃗) = y⃗ και f(z⃗) = w⃗. Επειδή, όπως
γνωρίζουµε, κάθε ισοµετρία διατηρεί µήκη και εσωτερικά γινόµενα διανυσµάτων, ϑα έχουµε:

∥y⃗∥ = ∥f(x⃗)∥ = ∥x⃗∥, ∥w⃗∥ = ∥f(z⃗)∥ = ∥z⃗∥, ⟨x⃗, z⃗ ⟩ = ⟨f(x⃗), f(z⃗) ⟩ = ⟨y⃗, z⃗ ⟩

(2) Υποθέτουµε ότι ικανοποιούνται οι σχέσεις (∗). Αν x⃗ = 0⃗ ή z⃗ = 0, τότε το Ϲητούµενο προκύπτει από
το πρώτο µέρος της ΄Ασκησης 6. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε ότι x⃗ ̸= 0⃗ ̸= z⃗.

Αποδεικνύοµε πρώτα ότι, µε τις προϋποθέσεις του µέρους (2), ισχύει ότι, ∀κ ∈ R:

∥z⃗ − κx⃗∥ = ∥w⃗ − κy⃗∥ (⋆)

Πράγµατι ϑα έχουµε:

∥w⃗ − κy⃗∥2 = ⟨w⃗ − κy⃗, w⃗ − κy⃗ ⟩ = ⟨w⃗, w⃗⟩ − 2κ⟨w⃗, y⃗⟩+ κ2⟨y⃗, y⃗ ⟩ = ∥w⃗∥2 − 2κ⟨w⃗, y⃗⟩+ κ2∥y⃗∥2 =

= ∥z⃗∥2 − 2κ⟨z⃗, x⃗⟩+ κ2∥x⃗∥2 = ⟨z⃗, z⃗⟩ − 2κ⟨z⃗, x⃗⟩+ κ2⟨x⃗, x⃗ ⟩ = ⟨z⃗ − κz⃗, z⃗ − κz⃗ ⟩2 = ∥z⃗ − κx⃗∥2

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :
(αʹ) ΄Εστω ότι τα διανύσµατα x⃗ και z⃗ είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Τότε έστω z⃗ = κx⃗ για έναν πραγµα-

τικό αριθµό κ. Επειδή ∥z⃗∥ = ∥w⃗∥, ∥w⃗∥ = ∥z⃗∥ = ∥κx⃗∥ = |κ| · ∥x⃗∥ = |κ| · ∥y⃗∥. Επειδή ∥x⃗∥ = ∥y⃗∥,
από την ΄Ασκηση 6 έπεται ότι υπάρχει µια ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε f(x⃗) = y⃗. Τότε ϑα
έχουµε:

f(z⃗) = f(κx⃗) = κf(x⃗) = κy⃗ (†)
Θεωρούµε το διάνυσµα w⃗ − κy⃗ και τότε, επειδή z⃗ − κx⃗ = 0, από τη σχέση (⋆) ϑα έχουµε:

∥w⃗ − κy⃗∥2 = ∥z⃗ − κx⃗∥2 = 0 =⇒ ∥w⃗ − κy⃗∥ =⇒ w⃗ = κy⃗

Τότε από τη σχέση (†) προκύπτει ότι f(z⃗) = w⃗.

(ϐʹ) ΄Εστω ότι τα διανύσµατα x⃗ και z⃗ είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Εφαρµόζοντας τη διαδικασία Gram-
Schmidt στο Ϲεύγος διανυσµάτων

{
x⃗, z⃗
}

, αποκτούµε ένα ορθοκανονικό σύνολο µη-µηδενικών
διανυσµάτων

e⃗1 =
x⃗

∥x⃗∥
και e⃗2 =

z⃗ ′

∥z⃗ ′∥
, όπου z⃗ ′ = z⃗ − ⟨z⃗, x⃗ ⟩

⟨x⃗, x⃗ ⟩
x⃗

Συµπληρώνουµε το ορθοκανονικό σύνολο διανυσµάτων
{
e⃗1, e⃗2

}
σε µια ορθοκανονική ϐάση B ={

e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n
}

του E. Επειδή 0 ̸= ∥x⃗∥ = ∥y⃗∥, έπεται ότι y⃗ ̸= 0⃗ και µποούµε να ϑεωρήσουµε τα
διανύσµατα

ε⃗1 =
y⃗

∥y⃗∥
και ε⃗2 =

w⃗ ′

∥w⃗ ′∥
, όπου w⃗ ′ = w⃗ − ⟨w⃗, y⃗ ⟩

⟨y⃗, y⃗ ⟩
y⃗

Τότε εκ΄ κατασκευής τα διανύσµατα y⃗ και w⃗ ′ είναι ορθογώνια και y⃗ ̸= 0⃗, διότι ∥x⃗∥ = ∥x⃗∥ και
x⃗ ̸= 0⃗. Αν w⃗′ = 0⃗, τότε από την παραπάνω σχέση έπεται ότι : w⃗ = κy⃗, όπου κ = ⟨w⃗,y⃗ ⟩

⟨y⃗,y⃗ ⟩ .
Από τη σχέση (⋆) προκύπτει τότε ότι z⃗ = κx⃗, δηλαδή τα διανύσµατα z⃗ και x⃗ είναι γραµµικά
εξαρτηµένα και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα w⃗ ′ ̸= 0⃗ και εποµένως το σύνολο

{
y⃗, w⃗ ′} είναι ορθογώνιο

και αποτελείται από µη-µηδενικά διανύσµατα. Τότε το σύνολο
{
ε⃗1, ε⃗2

}
είναι ορθοκανονικό

και εποµένως µπορεί να συµπληρωθεί σε µια ορθοκανονική ϐάση C =
{
ε⃗1, ε⃗2, · · · , ε⃗n

}
του E.

Γνωρίσουµε τότε ότι υπάρχει µια ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε :

f(e⃗1) = ε⃗1 και f(e⃗2) = ε⃗2

∆ηλαδή

f

(
x⃗

∥x⃗∥

)
=

y⃗

∥y⃗∥
=⇒ 1

∥x⃗∥
f(x⃗) =

1

∥y⃗∥
y⃗ =⇒ f(x⃗) = y⃗



8

και

f

(
z⃗ ′

∥z⃗ ′∥

)
=

w⃗ ′

∥w⃗ ′∥
=⇒ 1

∥z⃗ ′∥
f(z⃗ ′) =

1

∥w⃗ ′∥
w⃗ ′

΄Οµως, χρησιµοποιώντας τη σχέση (⋆), ϑα έχουµε:

∥z⃗ ′∥2 = ∥z⃗ − ⟨z⃗, x⃗ ⟩
⟨x⃗, x⃗ ⟩

x⃗ ∥2 = ∥w⃗ − ⟨w⃗, y⃗ ⟩
⟨y⃗, y⃗ ⟩

y⃗ ∥2 = ∥w⃗ ′∥2 =⇒ ∥z⃗ ′∥ = ∥w⃗ ′∥

και άρα ϑα έχουµε:
1

∥z⃗ ′∥
f(z⃗ ′) =

1

∥w⃗ ′∥
w⃗ ′ =⇒ f(z⃗ ′) = w⃗ ′ =⇒ f

(
z⃗ − ⟨z⃗, x⃗ ⟩

⟨x⃗, x⃗ ⟩
x⃗

)
= w⃗ − ⟨w⃗, y⃗ ⟩

⟨y⃗, y⃗ ⟩
y⃗ =⇒

=⇒ f(z⃗)− ⟨z⃗, x⃗ ⟩
⟨x⃗, x⃗ ⟩

f(x⃗) = w⃗ − ⟨w⃗, y⃗ ⟩
⟨y⃗, y⃗ ⟩

y⃗

Επειδή f(x⃗) = y⃗ και
⟨z⃗, x⃗ ⟩
⟨x⃗, x⃗ ⟩

=
⟨z⃗, x⃗ ⟩
∥x⃗ ∥2

=
⟨w⃗, y⃗ ⟩
∥y⃗ ∥2

=
⟨w⃗, y⃗ ⟩
⟨y⃗, y⃗ ⟩

προκύπτει ότι
f(z⃗ ) = w⃗

Εποµένως δείξαµε ότι υπάρχει ισοµετρία f : E −→ E έτσι ώστε

f(x⃗) = y⃗ και f(z⃗ ) = w⃗ □

΄Ασκηση 8. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και

f : E −→ E

µια ισοµετρία. Να δειχθεί ότι αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε :

f(V) ⊆ V =⇒ f(V⊥) ⊆ V⊥

Ισχύει η αντίστροφη συνεπαγωγή ;

Λύση. Υπενθυµίζουµε πρώτα το εξής :

«Κάθε ισοµετρία f : E −→ F µεταξύ δυο Ευκλειδείων χώρων πεπερασµένης διάστασης είναι µονοµορφι-
σµός1.»

Υποθέτουµε ότι f(V) ⊆ V και έστω ένα διάνυσµα w⃗ ∈ f(V⊥). Θα δείξουµε ότι w⃗ ∈ V⊥. Από τη παραπάνω
υπενθύµιση έχουµε ότι η f είναι µονοµορφισµός και επειδή f(V) ⊆ V έπεται ότι η f περιορίζεται σε µια
γραµµική απεικόνιση

fV : V −→ V, fV(x⃗) = f(x⃗)

Επειδή ο V είναι Ευκλείδειος χώρος, ώς υπόχωρος του Ευκλείδειου χώρου E, και επειδή η f παραµένει
ισοµετρία περιορισµένη στον V, έπεται ότι η fV είναι ισοµετρία και άρα είναι µονοµορφισµός. Επειδή ο V

έχει πεπερασµένη διάσταση, ώς υπόχωρος του E, έπεται ότι η fV είναι ισοµορφισµός και ιδιαίτερα είναι επί.
΄Αρα:

f(V) = V (∗)
Επειδή w⃗ ∈ f(V⊥), έχουµε ότι w⃗ = f(z⃗) για κάποιο z⃗ ∈ V⊥. ΄Εστω v⃗ ∈ V. Επειδή η f περιορισµένη στον
V είναι επί, από τη σχέση (∗), έχουµε v⃗ = f(v⃗ ′) για κάποιο v⃗ ′ ∈ V και άρα〈

v⃗, w⃗
〉

=
〈
f(v⃗ ′), f(z⃗)

〉
=

〈
v⃗ ′, z⃗

〉
(f : ισοµετρία)

= 0 (z⃗ ∈ V⊥)

Εποµένως w⃗ ∈ V⊥ και άρα πράγµατι δείξαµε : f(V⊥) ⊆ V⊥.

1Πράγµατι, έστω x⃗ ∈ E έτσι ώστε f(x⃗) = 0⃗. Τότε ∥f(x⃗)∥ = 0 και επειδή η f είναι ισοµετρία έπεται ότι ∥x⃗∥ = 0. Συνεπώς x⃗ = 0⃗

και άρα Ker f = {0⃗}, δηλαδή η f είναι 1-1.
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Αντίστροφα έστω ότι ισχύει f(V⊥) ⊆ V⊥. Τότε αν αντικαταστήσουµε όπου V µε V⊥ έχουµε ότι
f((V⊥)⊥) ⊆ (V⊥)⊥ και άρα f(V) ⊆ V, διότι όπως γνωρίζουµε ισχύει ότι (V⊥)⊥ = V επειδή ο Ευκλείδειος
χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση. □

΄Ασκηση 9. (1) Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R4 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και
τους υποχώρους του

V = {(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0}
W = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x− y + w = 0}

Να ϐρεθεί µια ισοµετρία f : (V, ⟨, ⟩) −→ (R2[t], ⟨, ⟩) και µια ισοµετρία g : (W, ⟨, ⟩) −→ (R3, ⟨, ⟩).
(2) Να εξετασθεί αν υπάρχει ισοµετρία h : (V ∩W, ⟨, ⟩) −→ (Mn(R), ⟨, ⟩), για κατάλληλο n ≥ 1.

Λύση. Από την περιγραφή των συνόλων V και W, εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο

B1 =
{
(1, 0,−2, 0), (0, 1,−3, 0), (0, 0, 0, 1)

}
είναι µια ϐάση του V, και το σύνολο

C1 =
{
(0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 1, 0, 0)

}
είναι µια ϐάση του W. ΄Αρα:

dimRV = 3 = dimRR2[t] και dimRW = 3 = dimRR3

Επειδή οι Ευκλείδειοι χώροι (V, ⟨, ⟩) και (R2[t] έχουν την ίδια διάσταση, από γνωστό ϑεώρηµα έπεται ότι
είναι ισοµετρικά ισόµορφοι, και παρόµοια επειδή οι Ευκλείδειοι χώροι (W, ⟨, ⟩) και (R3, ⟨, ⟩) έχουν την ίδια
διάσταση, έπεται ότι είναι ισοµετρικά ισόµορφοι.

1. Για να κατασκευάσουµε µια ισοµετρία f : V −→ R2[t], ϐρίσκουµε πρώτα ορθοκανονικές ϐάσεις των V

και R2[t].
Με την διαδικασία Gram-Schmidt στη ϐάση B1 ϐλέπουµε ότι το σύνολο

B =

{
ϵ⃗1 =

1√
10

(
0, 1,−3, 0

)
, ϵ⃗2 =

√
5√
7

(
1,−3

5
,−1

5
, 0
)
, ϵ⃗3 =

(
0, 0, 0, 1

)}
είναι µια ορθοκανονική ϐαση του V.

Η διαδικασία Gram-Schmidt στην κανονική ϐάση {1, t, t2} του R2[t] δίνει, ως γνωστόν την ορθοκανονική
ϐάση

F =

{
ε⃗1 = 1, ε⃗2 =

√
12(t− 1

2
), ε⃗3 =

√
180(t2 − t+

1

6
)

}
Τότε υπάρχει µοναδική ισοµετρία

f : V −→ R2[t], έτσι ώστε : f (⃗ϵi) = ε⃗i, 1 ≤ i ≤ 3

Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τον ακριβή τύπο ορισµού της f σε ένα διάνυσµα ζ⃗ = (x, y, z, w) ∈ V, εκ-
ϕράζουµε το ζ⃗ ως γραµµικό συνδυασµό ζ⃗ = κϵ⃗1 + λϵ⃗2 + µϵ⃗3 των διανυσµάτων της ορθοκανονικής ϐάσης B,
και κατόπιν εφαρµόζουµε την f : f(ζ⃗) = κf (⃗ϵ1) + λf (⃗ϵ2) + µf (⃗ϵ3) = κε⃗1 + λε⃗2 + µε⃗3 απ΄ όπου προκύπτει
µετά από πράξεις ο ακριβής τύπος της f .

Παρόµοια µε την διαδικασία Gram-Schmidt στη ϐάση C1 ϐλέπουµε ότι το σύνολο

C =

{
α⃗1 =

(
0, 0, 1, 0

)
, α⃗2 =

1√
2

(
0, 1, 0, 1

)
, α⃗3 =

√
2√
3

(
1,

1

2
, 0,−1

)}
είναι µια ορθοκανονική ϐαση του W. Θεωρώντας την κανονική ϐάση

{
e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗3 =

(0, 0, 1)
}

, έπεται τότε ότι υπάρχει µοναδική ισοµετρία

g : W −→ R3, έτσι ώστε : f(α⃗i) = e⃗i, 1 ≤ i ≤ 3
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Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τον ακριβή τύπο ορισµού της g σε ένα διάνυσµα ζ⃗ = (x, y, z, w) ∈ W, εκ-
ϕράζουµε το ζ⃗ ως γραµµικό συνδυασµό ζ⃗ = κα⃗1+λα⃗2+µα⃗3 των διανυσµάτων της ορθοκανονικής ϐάσης C,
και κατόπιν εφαρµόζουµε την g: g(ζ⃗) = κf(α⃗1) + λf(α⃗2) + µf(α⃗3) = κe⃗1 + λe⃗2 + µe⃗3 απ΄ όπου προκύπτει
µετά από πράξεις ο ακριβής τύπος της g.

2. Για να υπάρχει ισοµετρία h : (V ∩W, ⟨, ⟩) −→ (Mn(R), ⟨, ⟩), για κατάλληλο n ≥ 1, ϑα πρέπει

dimR(V ∩W) = n2 = dimRMn(R)

Επειδή dimRV = 3 = dimRW, έπεται ότι :

dimR(V ∩W) = dimRV+ dimRW− dimR(V+W) = 6− dimR(V+W)

Η ένωση των ϐάσεων

B1

⋃
C1 =

{
(1, 0,−2, 0), (0, 1,−3, 0), (0, 0, 0, 1)

} ⋃ {
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)

}
των V και W είναι προφανώς ένα σύνολο γεννητόρων του V+W και εύκολα ϐλέπουµε ότι το υποσύνολο

D =
{
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

}
είναι ϐάση του V+W και εποµένως dimR(V+W) = 4. Με άλλα λόγια V+W = R4. Τότε όµως

dimR(V ∩W) = 2

Επειδή δεν υπάρχει ϑετικός ακέραιος n ≥ 1 έτσι ώστε n2 = 2, συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει ισοµετρία
h : (V ∩W, ⟨, ⟩) −→ (Mn(R), ⟨, ⟩), ∀n ≥ 1. □

΄Ασκηση 10. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(R) ένας m × n πίνακας πραγµατικών αριθµών. ΄Εστω2 σ(A) η
ϐαθµίδα γραµµών του A και γ(A) η ϐαθµίδα στηλών του A. Να δειχθεί ότι αν Λ(Σ) είναι ο χώρος λύσεων του
οµογενούς συστήµατος

(Σ) A ·X = O

τότε :

(1)
Λ(Σ) = L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)⊥

όπου L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm) είναι ο υπόχωρος του Rn ο οποίος παράγεται από τις γραµµές Γ1,Γ2, · · · ,Γm

του πίνακα A.
(2) σ(A) = γ(A).
(3) Υπάρχει µια ισοµετρία :

Λ(Σ) −→ Rn−r(A)

Λύση. (1) Το σύστηµα (Σ) γράφεται αναλυτικά:
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ·


x1
x2
...
xn

 =


0
0
...
0

 =⇒


a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn
a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + · · · amnxn

 =


0
0
...
0

 =⇒

2Υπενθυµίζουµε ότι σ(A) ορίζεται να είναι το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα A και γ(A) είναι το
µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών του πίνακα A. Ισοδύναµα:

σ(A) = dimRL(Σ1,Σ2, · · · ,Σn) και γ(A) = dimRL(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)

όπου L(Σ1,Σ2, · · · ,Σn) είναι ο υπόχωρος του Rm ο οποίος παράγεται από τις στήλες Σ1,Σ2, · · · ,Σn του πίνακα A και
L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm) είναι ο υπόχωρος του Rn ο οποίος παράγεται από τις γραµµές Γ1,Γ2, · · · ,Γm του πίνακα A.

Από τη Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι γνωρίζουµε ότι σ(A) = γ(A) και η κοινή αυτή τιµή καλείται ϐαθµίδα του πίνακα A και συµβολίζεται
µε r(A). Στην παρούσα ΄Ασκηση δείχνουµε την ισότητα σ(A) = γ(A) µε έναν διαφορετικό απλούστερο τρόπο.



11
a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · · amnxn = 0

=⇒



〈
(a11, a12, · · · , a1n), (x1, x2, · · · , xn)

〉
= 0〈

(a21, a22, · · · , a2n), (x1, x2, · · · , xn)
〉
= 0

...〈
(am1, am2, · · · , amn), (x1, x2, · · · , xn)

〉
= 0

=⇒

=⇒
〈
Γk,

tX
〉
= 0, 1 ≤ k ≤ m

όπου Γk = (ak1, ak2, · · · , akn) είναι η k-γραµµή του πίνακα A και tX = (x1, x2, · · · , xn), και εργαζόµαστε
τον Ευκλείδειο χώρο Rn.

Εποµένως ο χώρος λύσεων του (Σ) είναι :

Λ(Σ) =
{
X ∈ Rn | A ·X = O

}
=
{
tX ∈ Rn |

〈
Γk,

tX
〉
= 0, 1 ≤ k ≤ m

}
Επειδή οι γραµµές Γk, 1 ≤ k ≤ m, παράγουν τον υπόχωρο L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm), έπεται ότι :

Λ(Σ) =
{
X ∈ Rn | A ·X = O

}
=
{
tX ∈ Rn |

〈
Γ, tX

〉
= 0, ∀Γ ∈ L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)

}
και άρα

Λ(Σ) = L(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)⊥

(2) Γνωρίζουµε3 ότι
dimRΛ(Σ) = n− σ(A) (1)

και από την παραπάνω σχέση ϑα έχουµε4:

dimRΛ(Σ) = dimRL(Γ1,Γ2, · · · ,Γm)⊥ = dimRRn − dimRL(Γ1,Γ2, · · · ,Γm) = n− γ(A) (2)

Από τις σχέσεις (1) και (2) έπεται ότι :
γ(A) = σ(A) := r(A)

(3) Επειδή ο χώρος λύσεων Λ(Σ) του (Σ) είναι υπόχωρος του Ευκλείδειου χώρου (Rn, ⟨ ⟩), έπεται ότι ο
χώρος Λ(Σ) είναι Ευκλείδειος µε διάσταση n− r(A). Εποµένως σύµφωνα µε γνωστό Θεώρηµα, υπάρχει µια
ισοµετρία

Λ(Σ) −→ Rn−r(A) □

΄Ασκηση 11. ΄Εστω ∈ M2(R) ένας 2× 2 ορθογώνιος πίνακας.

(1) Αν |A| = 1, να δειχθεί ότι ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια πραγµατική ιδιοτιµή αν και µόνον αν

A =

(
1 0
0 1

)
ή A =

(
−1 0
0 −1

)
3Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

fA : Rn −→ Rm, fA(X) = A ·X
Τότε Λ(Σ) = Ker(fA) και Im(fA) = L(Σ1,Σ2, · · · ,Σn). Εποµένως από την εξίσωση διαστάσεων ϑα έχουµε:

dimRΛ(Σ) = dimRRn − dimRL(Σ1,Σ2, · · · ,Σn) = n− σ(A)

4Υπενθυµίζουµε ότι σε έναν Ευκλείδειο χώρο πεπερασµένης διάστασης (E, ⟨ ⟩), για κάθε υποχωρο V του E έχουµε ότι :

E = V⊕ V
⊥ και dimRE = dimRV+ dimRV

⊥
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(2) Αν |A| = −1, να δειχθεί ότι ο πίνακας A έχει πάντα πραγµατικές ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1, και
εποµένως ο A είναι διαγωνοποιήσιµος και είναι όµοιος µε τον πίνακα(

1 0
0 −1

)
Λύση. Γνωρίζουµε ότι ο ορθογώνιος πίνακας A έχει ορίζουσα ±1 και αν έχει µια πραγµατική ιδιοτιµή λ, τότε
λ = ±1.

(1) Αν |A| = 1, τότε γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι

PA(t) =

∣∣∣∣cos θ − t − sin θ
sin θ cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 2 cos θ + 1

Η διακρίνουσα του τριωνύµου PA(t) είναι ∆ = 4 cos2 θ − 4 = 4(cos2 θ − 1) ≤ 0 και άρα το τριώνυµο
PA(t) έχει τουλάχοστον µια πραγµατική ϱίζα αν και µόνον αν cos2 θ = 1, δηλαδή cos θ = ±1 και
εποµένως θ = 0 ή θ = π. Στην πρώτη περίπτωση έχουµε ότι

A =

(
1 0
0 1

)
και στην δεύτερη περίπτωση έχουµε

A =

(
−1 0
0 −1

)
(2) Αν |A| = 1, τότε γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) είναι

PA(t) =

∣∣∣∣cos θ − t sin θ
sin θ − cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1)

Τότε ο πίνακας A έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1, και εποµένως είναι διαγωνο-
ποιήσιµος και είναι όµοιος µε τον πίνακα(

1 0
0 −1

)
□

΄Ασκηση 12. ΄Εστω A ένας ορθογώνιος 2×2 πίνακας πραγµατικών αριθµών µε ορίζουσα |A| = −1. Να δειχθεί
ότι τα διανύσµατα στήλες

F1 =

(
cos(θ/2)
sin(θ/2)

)
και F2 =

(
− sin(θ/2)
cos(θ/2)

)
είναι ιδιοδιανύσµατα τπου A τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές 1 και −1 αντίστοιχα. Επιπλέον, να δειχθεί ότι
ϑέτοντας

P =

(
cos(θ/2) − sin(θ/2)
sin(θ/2) cos(θ/2)

)
αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα για τον οποίο ισχύει ότι :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)



13

Λύση. Επειδή ο πίνακας A είναι ορθογώνιος µε ορίζουσα |A| = −1, γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδική γωνία
θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
Τότε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι :

PA(t) = |A− tI2| =
∣∣∣∣cos θ − t sin θ

sin θ − cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του A είναι οι λ1 = 1 και λ2 = −1.

Χρησιµοποιώντας τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες,

sin(θ ± ϕ) = sin θ cosϕ ± cos θ sinϕ

cos(θ ± ϕ) = cos θ cosϕ ∓ sin θ sinϕ

ϑα έχουµε:

A · F1 =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
·
(
cos(θ/2)
sin(θ/2)

)
=

(
cos θ cos(θ/2) + sin θ sin(θ/2)
sin θ cos(θ/2)− cos θ sin(θ/2)

)
=

(
cos(θ/2)
sin(θ/2)

)
= F1

A · F2 =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
·
(
− sin(θ/2)
cos(θ/2)

)
=

(
− cos θ sin(θ/2) + sin θ cos(θ/2)
− sin θ sin(θ/2)− cos θ cos(θ/2)

)
=

(
sin(θ/2)

− cos(θ/2)

)
= −F2

Εποµένως τα διανύσµατα F1 και F2 είναι ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A τα οποία αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές
1 και −1 αντίστοιχα. Ιδιαίτερα ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και είναι όµοιος µε τον πίνακα(

1 0
0 −1

)
Επειδή το σύνολο

{
F1, F2

}
αποτελεί προφανώς µια ορθοκανονική ϐάση του χώρου των στηλών R2, έπεται

ότι ο πίνακας

P =

(
cos(θ/2) − sin(θ/2)
sin(θ/2) cos(θ/2)

)
είναι ορθογώνιος και έχει την ιδιότητα ότι :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)
□

• • •

Υπενθυµίσεις από τη Θεωρία: Ισοµετρίες στο Επίπεδο. ΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία του Ευκλε-
ίδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), όπου υποθέτουµε ότι dimR E = 2. ΄Εστω επίσης A = MB

B (f) ο πίνακας της f σε µια
ορθοκανονική ϐάση B =

{
e⃗1, e⃗2

}
του E.

Γνωρίζουµε τότε οτι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος και |A| = ±1.
(1) ΄Εστω ότι |A| = 1. Τότε υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
και εποµένως η ισοµετρία f είναι της µορφής:

f : E −→ E, f(xe⃗1 + ye⃗2) = (x cos θ − y sin θ)e⃗1 + (x sin θ + y cos θ)e⃗2

Η ισοµετρία f γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου, το επίπεδο είναι ο υπόχωρος διάστασης 2 ο
οπποίος παράγεται από τα διανύσµατα e⃗1 και e⃗2 δηλαδή ο ίδιος ο χώρος E, κατά γωνία θ µε ϕορά
περιστροφής αντίθετη της ϕοράς των δεικτών του ϱολογιού. Η γωνία περιστροφής θ προκύπτει από
τον τύπο:

cos θ =
Tr(A)

2
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(2) ΄Εστω ότι |A| = −1. Τότε υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
και εποµένως η ισοµετρία f είναι της µορφής:

f : E −→ E, f(xe⃗1 + ye⃗2) = (x cos θ + y sin θ)e⃗1 + (x sin θ − y cos θ)e⃗2

Η ισοµετρία f γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ϵ), δηλαδή έναν µονοδιάστατο

υπόχωρο του E, και ο οποίος σχηµατίζει γωνία
θ

2
µε το διάνυσµα e⃗1. Ο άξονας (ϵ) ορίζεται ως ο

ιδιοχώρος ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, ϐλέπε την ΄Ασκηση 11. Αν ε⃗1 είναι ένα µοναδιαίο
ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, τότε η γωνία την οποία σχηµατίζουν τα διανύσµατα

ε⃗1 και e⃗1 είναι
θ

2
και η γωνία θ προσδιορίζεται από τη σχέση:

⟨ε⃗1, e⃗1⟩ = ∥ε⃗1∥ · ∥e⃗1∥ cos
θ

2
=⇒ cos

θ

2
= ⟨ε⃗1, e⃗1⟩

Επιπλέον γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A έχει ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1, άρα είναι διαγωνοποιήσιµος. Αν
ε⃗ ′
1 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του E το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ1 = 1, και ε⃗ ′

2 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του
E το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ2 = −1, τότε το διάνυσµα ε⃗1 =

ε⃗ ′
1

∥ε⃗ ′
1∥

είναι µια ορθοκανονική ϐάση του

V(1), το διάνυσµα του ε⃗2 =
ε⃗′2

∥ε⃗′2∥
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V(−1), και το σύνολο

C =
{
ε⃗1, ε⃗2

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E. Ο πίνακας της ισοµετρίας f στην ορθοκανονική ϐάση C είναι :

MC
C (f) =

(
1 0
0 −1

)
• Αντί της ισοµετρίας f : E −→ E, όπου dimR E = 2, µπορεί να µας δοθεί ένας ορθογώνιος 2× 2 πίνακας

A =

(
a b
c d

)
Τότε ο πίνακας A ορίζει τον ενδοµορφισµό

f : R2 −→ R2, f(x, y) = (ax+ by, cx+ dy)

του οποίου ο πίνακας στην κανονική ϐάση B =
{
e⃗1, e⃗2

}
του R2, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A.

Αυτό σηµαίνει ότι ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµετρία.

(1) Αν |A| = 1, τότε υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
και εποµένως η ισοµετρία f είναι της µορφής:

f : R2 −→ R2, f(x, y) =
(
x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ

)
Η ισοµετρία f γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου, κατά γωνία θ µε ϕορά περιστροφής αντίθετη
της ϕοράς των δεικτών του ϱολογιού. Η γωνία περιστροφής θ προκύπτει από τον τύπο:

cos θ =
Tr(A)

2

(2) Αν |A| = −1, τότε πάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
και εποµένως η ισοµετρία f είναι της µορφής:

f : R2 −→ R2, f(x, y) =
(
x cos θ + y sin θ, x sin θ − y cos θ

)



15

Η ισοµετρία f γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ϵ) ο οποίος διέρχεται από την αρχή

των αξόνων, δηλαδή έναν µονοδιάστατο υπόχωρο του E, και ο οποίος σχηµατίζει γωνία
θ

2
µε τον άξονα

των x, δηλαδή µε το διάνυσµα e⃗1 = (1, 0). Ο άξονας (ϵ) ορίζεται ως ο ιδιοχώρος V(1) ο οποίος
αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, ϐλέπε την ΄Ασκηση 11. Αν ε⃗1 είναι ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα που

αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, τότε η γωνία την οποία σχηµατίζουν τα διανύσµατα ε⃗1 και e⃗1 είναι
θ

2
και η γωνία θ προσδιορίζεται από τη σχέση:

⟨ε⃗1, e⃗1⟩ = ∥ε⃗1∥ · ∥e⃗1∥ cos
θ

2
=⇒ cos

θ

2
= ⟨ε⃗1, e⃗1⟩

Αν ε⃗2 είναι µια ορθοκανονική ϐάση του V(−1), τότε το σύνολο

C =
{
ε⃗1, ε⃗2

}
είναι και ορθοκανονική ϐάση του R2 στην οποία ο πίνακας του ενδοµορφισµού f είναι ο MC

C (f) =(
1 0
0 −1

)
. Επειδή ο A είναι ο πίνακας του ενδοµορφισµού f στην κανονική ϐάση B του R2, η οποία

είναι ορθοκανονική, έπεται ότι οι πίνακες A και
(
1 0
0 −1

)
είναι όµοιοι. ΄Ετσι υπάρχει αντιστρέψιµος

πίνακας P , ο οποίος είναι ο πίνακας µετάβασης MC
B, έτσι ώστε : P−1 · A · P =

(
1 0
0 −1

)
. Ο

πίνακας P είναι ορθογώνιος ως πίνακας µετάβασης µεταξύ ορθοκανονικών ϐάσεων, και οι στήλες του
αποτελούνται από τις συνιστώσες των διανυσµάτων της ορθοκανονική ϐάσης C, και ϑα έχουµε:

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)
Ισοδύναµα µπορούµε να εργασθούµε, έχοντας τα ίδια συµπεράσµατα, και µε τον ενδοµορφισµό

fA : R2 −→ R2, fA(X) = A ·X

• • •

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =

(
1/
√
5 2/

√
5

2/
√
5 −1/

√
5

)
είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ϵ), ο οποίος και να ϐρεθεί. Ποιά είναι
η γωνία την οποία σχηµατίζει ο άξονας µε τον άξονα των x;

Λύση. Επειδή οι στήλες

Σ1 =

(
1/
√
5

2/
√
5

)
και Σ1 =

(
2/
√
5

−1/
√
5

)
αποτελούν προφανώς µια ορθοκανονική ϐάση του χώρου R2, έπεται ότι ο A είναι ορθογώνιος και, όπως
µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα, έχουµε |A| = −1. Τότε υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, π) έτσι ώστε :

A =

(
1/
√
5 2/

√
5

2/
√
5 −1/

√
5

)
=

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
(∗)

και πίνακας A γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ϵ) ο οποίος σχηµατίζει γωνία
θ

2
µε τον

άξονα των x.

Θεωρούµε την επαγόµενη από τον ορθογώνιο πίνακα A ισοµετρία του R2.

f : R2 −→ R2, f(x, y) =
1√
5

(
x+ 2y, 2x− y

)
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι το διάνυσµα ε⃗1 =
(
1+

√
5

2 , 1
)

είναι ιδιοδιάνυσµα του f το οποίο αντιστοιχεί στην
ιδιοτιµή λ = 1. Τότε ο άξονας συµµετρίας (ϵ) είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος

V(1) =

{
t

(
1 +

√
5

2
, 1

)
∈ R2 | t ∈ R

}
Από τη σχέση (∗) προκύπτει ότι

cos θ =
1√
5

≈ 0.448 =⇒ θ ≈ 63.38◦

΄Αρα η γωνία την οποία σχηµατίζει ο άξονας συµµετρίας (ϵ) µε τον άξονα των x είναι :
θ

2
≈ 63.48◦

2
= 31.74◦

□

΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

(
−3/5 −4/5
−4/5 3/5

)
Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, και ακολούθως :

(1) Να εξετασθεί αν ο πίνακας A παριστάνει γεωµετρικά περιστροφή (σε αυτή την περίπτωση να ϐρεθεί η
γωνία περιστροφής) ή συµµετρία ως προς άξονα (σε αυτή την περίπτωση να ϐρεθεί ο άξονας συµµετρίας).

(2) Αν ο πίνακας A παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα, να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)
Λύση. Ο πίνακας A είναι ορθογώνιος αν και µόνον αν οι στήλες του

Σ1 =

(
−3/5
−4/5

)
και Σ1 =

(
−4/5
3/5

)
αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση του R2. Θα έχουµε:

⟨Σ1,Σ2⟩ =
〈(

−3/5
−4/5

)
,

(
−4/5
3/5

)〉
=

12

25
− 12

25
= 0

∥Σ1∥ =
√
⟨Σ1,Σ1⟩ =

√〈(
−3/5
−4/5

)
,

(
−3/5
−4/5

)〉
=

√
9

25
+

16

25
=

√
25

25
=

√
1 = 1

∥Σ2∥ =
√
⟨Σ2,Σ2⟩ =

√〈(
−4/5
3/5

)
,

(
−4/5
3/5

)〉
=

√
16

25
+

9

25
=

√
25

25
=

√
1 = 1

΄Αρα πράγµατι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος.

(1) Επειδή προφανώς |A| = −1, έπεται ότι ο πίνακας A έχει ιδιοτιµές τους πραγµατικούς αριθµούς
λ1 = 1 και λ2 = −1, και γεωµετρικά παριστάνει συµµετρία ως προς άξονα (ϵ) ο οποίος σχηµατίζει
γωνία θ/2 µε τον άξονα των x. Για να προσδιορίζουµε τον άξονα συµµετρίας (ϵ), ϐρίσκουµε τον
ιδιοχώρο V(1):

(A− I2) ·
(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

(
−3/5− 1 −4/5
−4/5 3/5− 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

=⇒
(
−8/5 −4/5
−4/5 −2/5− 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

{
−8

5x− 4
5y = 0

−4
5x− 2

5y = 0
=⇒ y = −2x =⇒

=⇒
(
x
y

)
=

(
x

−2x

)
= x

(
1

−2

)
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΄Αρα

V(1) =
{
X ∈ R2 | A ·X = X

}
=

{
κ

(
1

−2

)
∈ R2 | κ ∈ R

}
και το διάνυσµα στήλη X =

(
1

−2

)
είναι µια ϐάση του ιδιοχώρου V(1). Επειδή

∥X∥ =
√
⟨X,X⟩ =

√〈(
1

−2

)
,

(
1

−2

)〉
=

√
5

έπεται οτι το διάνυσµα

F1 =
1√
5

(
1

−2

)
αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του V(1). Τότε ο άξονας συµµετρίας (ϵ) είναι ο µονοδιάστατος
υπόχωρος

(ϵ) : V(1) =

{
κ

1√
5

(
1

−2

)
∈ R2 | κ ∈ R

}
Η γωνία την οποία σχηµατίζει ο άξονας συµµετρίας (ϵ) µε τον άξονα των x ορίζεται από τη σχέση

cos
θ

2
= ⟨E1, F1⟩ =

〈(
1
0

)
,

1√
5

(
1

−2

)〉
=

1√
5

≈ 0.448 =⇒ θ

2
= 63.38◦ =⇒ θ = 126.86◦

(2) Για να προσδιορίσουµε τον ορθογώνιο πίνακα P , προσδιορίζουµε µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιο-
χώρου V(−1):

(A+ I2) ·
(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

(
−3/5 + 1 −4/5
−4/5 3/5 + 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

=⇒
(

2/5 −4/5
−4/5 8/5

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
=⇒

{
2
5x− 4

5y = 0

−4
5x+ 8

5y = 0
=⇒ x = 2y =⇒

=⇒
(
x
y

)
=

(
2y
y

)
= y

(
2
1

)
΄Αρα

V(−1) =
{
X ∈ R2 | A ·X = −X

}
=

{
κ

(
2
1

)
∈ R2 | κ ∈ R

}
και το διάνυσµα στήλη Y =

(
2
1

)
είναι µια ϐάση του ιδιοχώρου V(−1). Επειδή

∥Y ∥ =
√
⟨Y, Y ⟩ =

√〈(
2
1

)
,

(
2
1

)〉
=

√
5

έπεται οτι το διάνυσµα

F2 =
1√
5

(
2
1

)
αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του V(−1).

Το σύνολο διανυσµάτων

C =

{
F1 =

1√
5

(
1

−2

)
, F2 =

1√
5

(
2
1

)}
αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του R2 και ο πίνακας

P =
(
F1 F2

)
=

1√
5

(
1 2

−2 1

)
είναι ορθογώνιος και :

tP ·A · P =

(
1 0
0 −1

)
□
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΄Ασκηση 15. «Στροφές Επιπέδου µετατίθενται»

(1) Αν A και B είναι δύο ορθογώνιοι 2× 2 πίνακες µε ορίζουσα |A| = 1 = |B|, να δειχθεί ότι :

A ·B = B ·A
(2) Αν f, g : E −→ E είναι δύο ισοµετρίες επί ενός Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), έτσι ώστε Det(f) = 1 =

Det(g), να δειχθεί ότι :
f ◦ g = g ◦ f

Λύση. (1) Επειδή οι πίνακες A και B είναι ορθογώνιοι µε ορίζουσα ίση µε 1, έπεται ότι

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), και

B =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
για µια µοναδική γωνία ϕ ∈ [0, 2π). Τότε ϑα έχουµε:

A ·B =

(
cos θ cosϕ− sin θ sinϕ − cos θ sinϕ− sin θ sinϕ
cos θ sinϕ+ sin θ sinϕ cos θ cosϕ− sin θ sinϕ

)
B ·A =

(
cosϕ cos θ − sinϕ sin θ − cosϕ sin θ − sinϕ sin θ
cosϕ sin θ + sinϕ sin θ cosϕ cos θ − sinϕ sin θ

)
Χρησιµοποιώντας τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες,

sin(θ ± ϕ) = sin θ cosϕ ± cos θ sinϕ

cos(θ ± ϕ) = cos θ cosϕ ∓ sin θ sinϕ

ϑα έχουµε:

A ·B =

(
cos(θ + ϕ) − sin(θ + ϕ)
sin(θ + ϕ) cos(θ + ϕ)

)
= B ·A

(2) ΄Εστω B µια ορθοκανονική ϐάση του E και A και B οι πίνακες των ισοµετριών f και g ως προς τη
ϐάση B αντίστοιχα. Τότε οι πίνακες A και B είναι ορθογώνιοι, και, επειδή Det(f) = 1 = Det(g), ϑα
έχουµε |A| = 1 = |B|. Από το µέρος (1) ϑα έχουµε A ·B = B ·A και τότε προφανώς f ◦g = g ◦f . □

΄Ασκηση 16. Θεωρούµε τον πίνακα

A =


1√
3

1√
14

∗ ∗
1√
3

2√
14

∗ ∗
1√
3

−3√
14

∗ ∗
0 0 ∗ ∗


Να συµπληρωθεί ο πίνακας A έτσι ώστε να είναι ορθογώνιος.

Λύση. Εργαζόµενοι στην Ευκλείδειο χώρο (R4, ⟨, ⟩), για να είναι ο πίνακας A ορθογώνιος πρέπει και αρκεί
οι στήλες του A να αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση του R4, δηλαδή πρέπει να τον συµπληρώσουµε µε
κατάλληλα διανύσµατα στήλες έτσι ώστε να έχουν µέτρο ένα και να είναι κάθετα µεταξύ τους. Θέτουµε

Σ1 =


1√
3
1√
3
1√
3

0

 , Σ2 =


1√
14
2√
14

−3√
14

0

 και Σ3 =


0
0
0
1


Τότε ∥Σ3∥ = 1 και ⟨Σ1,Σ3⟩ = ⟨Σ2,Σ3⟩ = 0. ΄Εστω

Σ4 =


α
β
γ
δ
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Θέλουµε το διάνυσµα στήλη Σ4 να έχει µέτρο ένα και να είναι κάθετο µε τα τρία προηγούµενα διανύσµατα
στήλες του πίνακα A, δηλαδή: ∥Σ4∥ = 1 και ⟨Σ1,Σ4⟩ = ⟨Σ2,Σ4⟩ = ⟨Σ3,Σ4⟩ = 0. ΄Εχουµε:

〈
Σ3,Σ4

〉
=

〈
0
0
0
1

 ,


α
β
γ
δ


〉

= 0 =⇒ δ = 0

〈
Σ1,Σ4

〉
=

〈
1√
3
1√
3
1√
3

0

 ,


α
β
γ
δ


〉

= 0 =⇒ α+ β + γ = 0 =⇒ α = −β − γ (1)

〈
Σ2,Σ4

〉
=

〈
1√
14
2√
14

−3√
14

0

 ,


α
β
γ
δ


〉

= 0 =⇒ α+ 2β − 3γ = 0
(1)
=⇒

 β = 4γ

α = −5γ

Εποµένως δ = 0, β = 4γ και α = −5γ, και τότε :

∥Σ4∥ = 1 =⇒
√
α2 + β2 + γ2 = 1

=⇒ α2 + β2 + γ2 = 1

=⇒ (−5γ)2 + (4γ)2 + γ2 = 1

=⇒ 25γ2 + 16γ2 + γ2 = 1

=⇒ 42γ2 = 1

=⇒ γ = ± 1√
42

΄Αρα η στήλη Σ4 που ψάχνουµε είναι

Σ4 =


α
β
γ
δ

 =


−5√
42
4√
42
1√
42

0

 ή Σ4 =


α
β
γ
δ

 =


5√
42

−4√
42

−1√
42

0


Εποµένως ο ορθογώνιος πίνακας που Ϲητάµε είναι ένας εκ των

A =


1√
3

1√
14

0 −5√
42

1√
3

2√
14

0 4√
42

1√
3

−3√
14

0 1√
42

0 0 1 0

 ή A =


1√
3

1√
14

0 5√
42

1√
3

2√
14

0 −4√
42

1√
3

−3√
14

0 −1√
42

0 0 1 0

 □

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε την απεικόνιση

⟨ , ⟩′ : R3 × R3 −→ R,
〈
(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)

〉′
= 4x1y1 + 2x2y2 + 8x3y3

(1) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση ⟨ , ⟩′ ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στον R3.
(2) Να δείξετε ότι ο ενδοµορφισµός

f :
(
R3, ⟨ , ⟩) −→

(
R3, ⟨ , ⟩′), f(x, y, z) =

(
x

2
,

y√
2
,

z

2
√
2

)
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είναι µια ισοµετρία, όπου ⟨ , ⟩ είναι το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο του R3.

Λύση. ΄Εστω (x1, x2, x3), (y1, y2, y3), (z1, z2, z3) ∈ R3 και λ ∈ R. Τότε έχουµε:

⟨(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩′ = 4x1y1 + 2x2y2 + 8x3y3

= 4y1x1 + 2y2x2 + 8y3x3

= ⟨(y1, y2, y3), (x1, x2, x3)⟩′

⟨(x1, x2, x3) + (y1, y2, y3), (z1, z2, z3)⟩′ = ⟨(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3), (z1, z2, z3)⟩′

= 4(x1 + y1)z1 + 2(x2 + y2)z2 + 8(x3 + y3)z3

= 4x1z1 + 4y1z1 + 2x2z2 + 2y2z2 + 8x3z3 + 8y3z3

= 4x1z1 + 2x2z2 + 8x3z3 + 4y1z1 + 2y2z2 + 8y3z3

= ⟨(x1, x2, x3), (z1, z2, z3)⟩+ ⟨(y1, y2, y3), (z1, z2, z3)⟩′

⟨λ(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩′ = ⟨(λx1, λx2, λx3), (y1, y2, y3)⟩′

= 4λx1y1 + 2λx2y2 + 8λx3y3

= λ(4x1y1 + 2x2y2 + 8x3y3)

= λ⟨(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩′

⟨(x1, x2, x3), (x1, x2, x3)⟩′ = 4x21 + 2x22 + 8x23 ≥ 0

και ⟨(x1, x2, x3), (x1, x2, x3)⟩′ = 0 αν και µόνο αν (x1, x2, x3) = (0, 0, 0). ΄Αρα η απεικόνιση ⟨ , ⟩′ ορίζει ένα
εσωτερικό γινόµενο στον R3. ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3. Τότε :

∥f(x, y, z)∥ =

√〈
f(x, y, z), f(x, y, z)

〉′
=

√〈(
x

2
,
y√
2
,

z

2
√
2

)
,

(
x

2
,
y√
2
,

z

2
√
2

)〉′

=

√
4 · x

2
· x
2
+ 2 · y√

2
· y√

2
+ 8 · z

2
√
2
· z

2
√
2

=
√

x2 + y2 + z2

= ∥(x, y, z)∥

΄Αρα ο ενδοµορφισµός f :
(
R3, ⟨ , ⟩) −→

(
R3, ⟨ , ⟩′), f(x, y, z) =

(
x

2
,

y√
2
,

z

2
√
2

)
είναι ισοµετρία. □

Υπενθυµίσεις από τη Θεωρία: Πως εφαρµόζουµε του Θεώρηµα του Euler. Υπενθυµίζουµε ότι από
το Θεώρηµα του Euler, κάθε ισοµετρία f : E −→ E σε ένα Ευκλείδειο χώρο E διάστασης 3 µε ορίζουσα5

Det(f) = 1, γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο
επίπεδο (Π).

(1) Γνωρίζουµε ότι ο f έχει ως ιδιοτιµή το 1. Αν x⃗ είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του f που αντιστοιχεί στην
ιδιοτιµή 1, τότε ϑέτουµε ϵ⃗1 = x⃗

∥x⃗∥ και τότε ο άξονας περιστροφής (ε) είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος

ο άξονας (ϵ) : V =
{
κϵ⃗1 ∈ E | κ ∈ R

}
5Υπενθυµίζουµε ότι η ορίζουσα ενός ενδοµορφισµού f : E −→ E ορίζεται να είναι η ορίζουσα του πίνακα του f σε µια τυχούσα

ϐάση B του E:
Det(f) = |MB

B (f)|
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(2) Συµπληρώνουµε το µοναδιαίο διάνυσµα ϵ⃗1 σε µια ορθοκανονική ϐάση C =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, ϵ⃗3

}
του E. Τότε

το επίπεδο (Π) είναι ο υπόχωρος V⊥ ο οποίος έχει διάστασης 2 και ο οποίος παράγεται από τα
διανύσµατα e⃗2, e⃗3:

το επίπεδο (Π) : V⊥ =
{
κϵ⃗2 + λϵ⃗3 ∈ E | κ, λ ∈ R

}
(3) Η γωνία στροφής θ προσδιορίζεται από τη σχέση:

η γωνία περιστροφής (θ) : cos θ =
Tr(A)− 1

2

όπου A = MB
B (f) είναι ο πίνακας του f σε µια τυχούσα ϐάση B του E.

• Αντί της ισοµετρίας f : E −→ E, όπου dimR E = 3 και Det(f) = 1, µπορεί να µας δοθεί ένας ορθογώνιος
3×3 πίνακας A µε |A| = 1. Παρόµοια ο πίνακας A γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία
θ γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π). Σε αυτή την περίπτωση, το Θεώρηµα του Euler εφαρµόζεται
ως εξής. Εργαζόµαστε στον Ευκλείδειο χώρο (R3, ⟨, ⟩) και τότε ο ενδοµορφισµός

fA : R3 −→ R3, fA(X) = A ·X
είναι ισοµετρία διότι ο πίνακας του ενδοµορφισµού fA στην κανονική ϐάση B =

{
E1, E2, E3

}
του R3, η

οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο ορθογώνιος πίνακας A. Τότε ο πίνακας A, ισοδύναµα η ισοµετρία fA,
γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π):

(1) Γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A, ή ισοδύναµα η ισοµετρία fA, έχει ως ιδιοτιµή το 1. Αν F ′
1 ∈ R3 είναι ένα

ιδιοδιάνυσµα-στήλη του A που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1, τότε ϑέτουµε F1 =
F ′
1

∥F ′
1∥

και τότε ο άξονας
περιστροφής (ε) είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος

ο άξονας (ϵ) : V =
{
κF1 ∈ R3 | κ ∈ R

}
(2) Συµπληρώνουµε το µοναδιαίο διάνυσµα-στήλη F1 σε µια ορθοκανονική ϐάση C =

{
F1, F2, F3

}
του

R3. Τότε το επίπεδο (Π) είναι ο υπόχωρος V⊥ του R3 ο οποίος έχει διάσταση 2 και ο οποίος παράγεται
από τα διανύσµατα-στήλες F2, F3:

το επίπεδο (Π) : V⊥ =
{
κF2 + λF3 ∈ E | κ, λ ∈ R

}
(3) Η γωνία στροφής θ προσδιορίζεται από τη σχέση:

η γωνία περιστροφής (θ) : cos θ =
Tr(A)− 1

2

Επιπλέον ϑα έχουµε ότι fA(V
⊥) ⊆ V⊥, και άρα η ισοµετρία fA : R3 −→ R3 επάγει µια ισοµετρία

f ′
A : V⊥ −→ V⊥, της οποίας ο πίνακας στην ορθοκανονική ϐάση

{
F2, F3

}
είναι ορθογώνιος µε ορίζουσα

ίση µε 1 και εποµένως είναι της µορφής (
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
όπου όπως και παραπάνω, θ είναι η γωνία περιστροφής του άξονα θ. Τότε ο πίνακας της ισοµετρίας fA στην
ορθοκανονική ϐάση C είναι ο πίνακας

B =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


Οι πίνακες A και B είναι όµοιοι διότι είναι πίνακες του ενδοµορφισµού fA στις ορθοκανονικές ϐάσεις B

και C αντίστοιχα. Εποµένως αν P = MC
B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση C, ϑα

έχουµε P−1AP = B. ΄Οµως επειδή ο P είναι πίνακας µετάβασης µεταξύ ορθοκανονικών ϐάσεων, έοπεται
ότι ο P είναι ορθογώνιος, και άρα P−1 = tP , και σχηµατίζεται από τις στήλες της ορθοκανονική ϐάσης
C =

{
F1, F2, F3

}
του R3. Συνοψίζουµε : για τον ορθογώνιο πίνακα A υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι

ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , cos θ =
Tr(A)− 1

2
και P =

(
F1 F2 F3

)
(†)
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΄Ενας πίνακας A ∈ Mn(R) καλείται ορθογώνια όµοιος µε έναν πίνακα B αν και µόνον αν υπάρχει
ορθογώνιος πίνακας P , εποµένως P−1 = tP , έτσι ώστε :

tP ·A · P = B

Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Euler, κάθε ορθογώνιος πίνακας A µε ορίζουσα |A| = 1, είναι
ορθογώνια όµοιος µε έναν πίνακα όπως στην παραπάνω σχέση (†).

• Ισοδύναµα µπορούµε να εργαστούµε στον Ευκλείδειο χώρο (R3, ⟨ ⟩) χρησιµοποιώντας τον ενδοµορφισµό

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x′, y′, z′), όπου

x′

y′

z′

 = A ·

x
y
z


ο οποίος είναι ισοµετρία διότι ο πίνακας του ενδοµορφισµού f στην κανονική ϐάση

{
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
του R3,

η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο ορθογώνιος πίνακας A. Τότε µετατρέποντας τις στήλες F1, F2, F3 σε
γραµµές tF1,

tF2,
tF3, αποκτούµε µια ορθοκανονική ϐάση D =

{
tF1,

tF2,
tF3

}
του R3, και όπως προκύπτει

από την παραπάνω ανάλυση, ο πίνακας A, ισοδύναµα η ισοµετρία f , γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου
(Π) κατά γωνία θ γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π), όπου:

(1) Ο άξονας περιστροφής (ε) είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος

ο άξονας (ϵ) : V =
{
κtF1 ∈ R3 | κ ∈ R

}
(2) Το επίπεδο (Π) είναι ο υπόχωρος V⊥ του R3 ο οποίος έχει διάσταση 2 και ο οποίος παράγεται από

τα διανύσµατα tF2,
tF3:

το επίπεδο (Π) : V⊥ =
{
κtF2 + λtF3 ∈ R3 | κ, λ ∈ R

}
(3) Η γωνία στροφής θ προσδιορίζεται από τη σχέση:

η γωνία περιστροφής (θ) : cos θ =
Tr(A)− 1

2

(4) Ο πίνακας της ισοµετρίας f στην ορθοκανονική ϐάση D είναι ο πίνακας

B =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


(5) Ο ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε tP ·A · P = B είναι ο πίνακας P =

(
F1 F2 F3

)
.

΄Ασκηση 18. Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =

0 1 0
1 0 0
0 0 −1


παριστάνει στροφή επιπέδου περί άξονα κάθετο σ΄ αυτό και να προσδιορισθεί ο άξονας και η γωνία στροφής.
Με ποιόν πίνακα είναι ορθογώνια όµοιος ο πίνακας A;

Λύση. Ο πίνακας A είναι ορθογώνιος διότι όπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα: tA · A = I3. ∆ια-
ϕορετικά: ϐλέπουµε άµεσα ότι οι στήλες του πίνακα A αποτελούν ορθοκανονική ϐάση του R3. Επιπλέον,
αναπτύσσοντας κατά τα στοιχεία της τρίτης στήλης, εύκολα υπολογίζουµε ότι |A| = 1.

΄Αρα από το Θεώρηµα του Euler ο πίνακας A παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από άξονα (ε) κάθετο
σ΄ αυτό κατά γωνία θ. Επίσης, από τη εκτεθείσα ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο A έχει ιδιοτιµή το λ = 1 και ο
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άξονας στροφής είναι ο ιδιόχωρος V ο οποίος παράγεται από ένα ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί
στην ιδιοτιµή λ = 1. ΄Εχουµε:

A ·X = 1 ·X =⇒

0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 ·

x
y
z

 =

x
y
z

 =⇒

 y
x

−z

 =

x
y
z

 =⇒

 x = y

z = 0

Θέτοντας

F ′
1 =

1
1
0


και V =

{
κF ′

1 ∈ R3 | κ ∈ R
}

, έπεται ότι το διάνυσµα στήλη F ′
1 αποτελεί µια ϐάση του V και το διάνυσµα

F1 =
F ′
1

∥F ′
1∥

=
1√
2

1
1
0


αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του V.

Συµπληρώνουµε το µοναδιαίο διάνυσµα F1 σε µια ορθοκανονιοκή ϐάση του R3: Εύκολα ϐρίσκουµε ότι
το σύνολο

C =

F1 =
1√
2

1
1
0

 , F2 =
1√
2

 1
−1
0

 , F3 =

0
0
1


αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του R3. Ισοδύναµα το σύνολο διανυσµάτωνF2 =

1√
2

 1
−1
0

 , F3 =

0
0
1


αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του ορθογώνιου υπόχωρου V⊥. Τότε σύµφωνα µε την εκτεθείσα ϑεωρία, το
επίπεδο περιστροφής (Π) ορίζεται από τον υπόχωρο

V⊥ = L(F2, F3) =

κ
1√
2

 1
−1
0

+ λ

0
0
1

 ∈ R3 | κ, λ ∈ R

 =


 κ√

2

− κ√
2

λ

 ∈ R3 | κ, λ ∈ R


ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα στήλες F2 και F3.

Η γωνία στροφής θ προσδιορίζεται ως εξής :

cos (θ) =
TrA− 1

2
=

−1− 1

2
= −1 =⇒ θ = π

Από το Θεώρηµα του Euler, γνωρίζουµε τότε ο ορθογώνιος πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον
πίνακα

B =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


όπου θ είναι η γωνία στροφής. Επειδή θ = π, έπεται ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον πίνακα

B =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


και τότε ϑεωρώντας τον πίνακα P ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες της ορθοκανονικής ϐάσης C:

P =
(
F1 F2 F3

)
=


1√
2

1√
2

0
1√
2

−1√
2

0

0 0 1
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αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε :

tP ·A · P =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 □

΄Ασκηση 19. Στον Ευκλείδειο χώρο R3, εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, ϑεωρούµε τον
ενδοµορφισµό

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =

(
2

3
x+

2

3
y + az,

2

3
x− 1

3
y + bz, −1

3
x+

2

3
y + cz

)
(1) Να υπολογίσούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών a, b και c έτσι ώστε ο f να είναι ισοµετρία η οποία

παριστά στροφή επιπέδου γύρω από άξονα κάθετο σ΄ αυτό.
(2) Αν ο f είναι ισοµετρία,

(αʹ) να υπολογίσθεί η γωνία των διανυσµάτων f(1, 0, 0) και f(0, 1, 0).
(ϐʹ) να ϐρεθεί το επίπεδο και ο άξονας περιστροφής του ερωτήµατος (1).

Λύση. (1) ΄Εστω B = {e⃗1 = (1, 0, 0), e⃗2 = (0, 1, 0), e⃗3 = (0, 0, 1)} η κανονική ϐάση του R3. ΄Εχουµε:
f(1, 0, 0) = (23 ,

2
3 ,−

1
3)

f(0, 1, 0) = (23 ,−
1
3 ,

2
3)

f(0, 0, 1) = (a, b, c)

=⇒ MB
B(f) := A =

 2/3 2/3 a
2/3 −1/3 b

−1/3 2/3 c


και τότε γνωρίζουµε ότι

f : ισοµετρία ⇐⇒ A : ορθογώνιος

΄Αρα πρέπει να ϐρούµε τα a, b, c ∈ R έτσι ώστε ο πίνακας A να είναι ορθογώνιος, δηλαδή ϑέλουµε
το διάνυσµα (a, b, c) να είναι κάθετο µε τα διανύσµατα (23 ,

2
3 ,−

1
3), (

2
3 ,−

1
3 ,

2
3) και να έχει µέτρο ένα.

΄Εχουµε: 

〈
(23 ,

2
3 ,−

1
3), (a, b, c)

〉
= 0〈

(23 ,−
1
3 ,

2
3), (a, b, c)

〉
= 0

∥(a, b, c)∥ = 1

=⇒


2a+ 2b− c = 0

2a− b+ 2c = 0

a2 + b2 + c2 = 1

Αφαιρώντας από τη πρώτη εξίσωση τη δεύτερη ϐρίσκουµε ότι b = c και άρα a = − b
2 . Συνεπώς έχουµε

(a, b, c) = (−k
2 , k, k), k ∈ R και από τη τρίτη εξίσωση έπεται ότι

a2 + b2 + c2 = 1 =⇒ k2

4
+ k2 + k2 = 1 =⇒ 9k2 = 4 =⇒ k = ±2

3

Συνεπώς (a, b, c) = (−1
3 ,

2
3 ,

2
3) ή (a, b, c) = (13 ,−

2
3 ,−

2
3) και άρα

A =

 2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3

−1/3 2/3 2/3

 ή A =

 2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3

−1/3 2/3 −2/3


΄Οµως ϑέλουµε η f να είναι ισοµετρία η οποία παριστά στροφή επιπέδου γύρω από άξονα κάθετο σ΄
αυτό, δηλαδή ισοδύναµα σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Euler: |A| = 1. Υπολογίζουµε∣∣∣∣∣∣

2/3 2/3 −1/3
2/3 −1/3 2/3

−1/3 2/3 2/3

∣∣∣∣∣∣ = −1

και άρα

A =

 2/3 2/3 1/3
2/3 −1/3 −2/3

−1/3 2/3 −2/3
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Συνεπώς για τις τιµές

a =
1

3
, b = −2

3
, c = −2

3
η f είναι ισοµετρία η οποία παριστά στροφή επιπέδου γύρω από άξονα κάθετο σ΄ αυτό.

(2) Επειδή η f είναι ισοµετρία έπεται ότι η f διατηρεί τη γωνία δυο διανυσµάτων. ΄Αρα επειδή τα
διανύσµατα (0, 1, 0) και (1, 0, 0) είναι κάθετα µεταξύ τους έπεται ότι η γωνία των διανυσµάτων f(1, 0, 0)
και f(0, 1, 0) είναι π

2 .

Στη συνέχεια ϑα ϐρούµε το επίπεδο και τον άξονα περιστροφής του ερωτήµατος (1). Από τη Θεωρία
γνωρίζουµε ότι ο A έχει ιδιοτιµή το λ = 1 και ο άξονας περιστροφής είναι ο ιδιόχωρος V(1). ΄Εχουµε:

A ·X = 1 ·X =⇒

−1/3 2/3 1/3
2/3 −4/3 −2/3

−1/3 2/3 −5/3

 ·

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒

 −x+ 2y + z = 0
2x− 4y − 2z = 0
−x+ 2y − 5z = 0

Τότε−1 2 1
2 −4 −2

−1 2 −5

 Γ2→Γ2+2Γ1

Γ3→Γ3−Γ1

//

−1 2 1
0 0 0
0 0 −6

 =⇒

 −x+ 2y + z = 0

−6z = 0
=⇒

 x = 2y, y ∈ R

z = 0

και άρα ο ιδιόχωρος V(1), δηλαδή ο άξονας περιστροφής (ε), είναι

V(1) =
{
(2y, y, 0) ∈ R3 | y ∈ R

}
=
〈
(2, 1, 0)

〉
Το σύνολο {ϵ⃗1 = 1√

5
(2, 1, 0)} αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση του V(1), την οποία την συµπλη-

ϱώνουµε σε µια ορθοκανονική ϐάση του R3. ΄Εστω (x, y, z) ∈ R3. Τότε〈
(x, y, z),

1√
5
(2, 1, 0)

〉
= 0 =⇒ 2x+ y = 0 =⇒ y = −2x

΄Αρα για x = 1 έχουµε το διάνυσµα (1,−2, 0) µε µέτρο ∥(1,−2, 0)∥ =
√
5 και ϑέτουµε ϵ⃗2 =

1√
5
(1,−2, 0). Ακόµα έχουµε:
〈

1√
5
(2, 1, 0), (x, y, z)

〉
= 0

〈
1√
5
(1,−2, 0), (x, y, z)

〉
= 0

=⇒

 2x+ y = 0

x− 2y = 0
=⇒ x = y = 0 και z ∈ R

Για z = 1 έχουµε ϵ⃗3 = (0, 0, 1) και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του R3 είναι{
ϵ⃗1 =

1√
5
(2, 1, 0), ϵ⃗2 =

1√
5
(1,−2, 0), ϵ⃗3 = (0, 0, 1)

}
Τότε το επίπεδο (π) ορίζεται από τον υπόχωρο L(⃗ϵ2, ϵ⃗3) ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ϵ⃗2, ϵ⃗3.
Τέλος η γωνία περιστροφής είναι

cos (θ) =
TrA− 1

2
= · · · = −2

3
= 0.666 =⇒ θ ≈ 131.76◦ □

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε τον 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =
1

9

 8 1 −4
−4 4 −7
1 8 4


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι ορθογώνιος και γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από

άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ. Να ϐρεθεί το επίπεδο (Π), άξονας περιστροφής (ϵ) και
η γωνία περιστροφής θ.
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(2) Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


Λύση. (1) Θεωρούµε τις στήλες του πίνακα A:

Σ1 =

 8/9
−4/9
1/9

 , Σ2 =

1/9
4/9
8/9

 , Σ3 =

−4/9
−7/9
4/9


Εύκολα υπολογίζουµε :

⟨Σ1,Σ2⟩ = ⟨Σ1,Σ3⟩ = ⟨Σ2,Σ3⟩ = 0 και ∥Σ1∥ = ∥Σ2∥ = ∥Σ3∥ = 1

Εποµένως οι στήλες του πίνακα A αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση του R3 και άρα ο πίνακας A είναι
ορθογώνιος.

A =
1

9

 8 1 −4
−4 4 −7
1 8 4


Υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα A:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
8/9 1/9 −4/9

−4/9 4/9 −7/9
1/9 8/9 4/9

∣∣∣∣∣∣ Γ2→Γ2+
1
2
Γ1

Γ3→Γ3− 1
8
Γ1

//

∣∣∣∣∣∣
8/9 1/9 −4/9
0 1/2 −1
0 7/8 1/2

∣∣∣∣∣∣ = 8

9

(
1

4
+

7

8

)
=

8

9
· 9
8
= 1

΄Αρα |A| = 1 και εποµένως από το Θεώρηµα του Euler ο ορθογώνιος πίνακας A έχει ως ιδιοτιµή το λ = 1 και
γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ.

Θα προσδιορίζουµε ένα ιδιοδιάνυσµα για την ιδιοτιµή λ = 1. Θεωρούµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα

(A− I3) ·

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒

−1/9 1/9 −4/9
−4/9 −5/9 −7/9
1/9 8/9 −5/9

 ·

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒


−x+ y − 4z = 0

−4x− 5y − 7z = 0

x+ 8y − 5z = 0

=⇒

{
y = z

−4x− 5y − 7z = 0
=⇒

{
y = z

x = −3y
=⇒

x
y
z

 =

−3y
y
y

 = y

−3
1
1


΄Αρα το διάνυσµα στήλη F ′

1 =

−3
1
1

 είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1.

Θέτουµε

V =
{
κF ′

1 ∈ R3 | κ ∈ R
}
=

κ

−3
1
1

 ∈ R3 | κ ∈ R


Το διάνυσµα

F1 =
F ′
1

∥F ′
1∥

=
1√
11

−3
1
1


είναι τότε ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα στήλη του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1, και αποτελεί
µια ορθοκανονική ϐάση του V.

Θα προσδιορίσουµε ορθοκανονική ϐάση του ορθογώνιου υπόχωρου V⊥.

X =

x
y
z

 ∈ V⊥ ⇐⇒
〈
X,F ′

1

〉
= 0 ⇐⇒

〈x
y
z

 ,

−3
1
1

〉 = 0 ⇐⇒ −3x+ y + z = 0 ⇐⇒
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⇐⇒ X =

 x
y

3x− y

 =

 x
0
3x

+

 0
y
−y

 = x

1
0
3

+ y

 0
1

−1


΄Αρα

V⊥ =

x

1
0
3

+ y

 0
1

−1

 ∈ R3 | x, y ∈ R


και τα διανύσµατα στήλες

1
0
3

 και

 0
1

−1

 απουτελούν µια ϐάση του V⊥ η οποία δεν είναι ορθοκανονική.

Εφαρµόζοντας τη διαδικασία Gram-Schmidt στην παραπάνω ϐάση του V⊥, εύκολα ϐλέπουµε ότι αποκτούµε
την ακόλουθη ορθοκανονική ϐάση του V⊥:

F2 =
1√
22

−2
−3
−3

 και F3 =
1√
2

 0
1
−1


Τότε όµως γνωρίζουµε ότι το σύνολο διανυσµάτων

C =

F1 =
1√
11

−3
1
1

 , F2 =
1√
22

−2
−3
−3

 , F3 =
1√
2

 0
1

−1


είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R3.

Ο άξονας περιστροφής (ϵ) είναι ο µονοδιάστατος υπόχωρος

V =
{
κF1

}
=

κ

−3
1
1

 ∈ R3 | κ ∈ R


και το επίπεδο περιστροφής (Π) είναι ο υπόχωρος

V⊥ =

x

1
0
3

+ y

 0
1

−1

 ∈ R3 | x, y ∈ R


του R3 ο οποίος έχει διάσταση 2. Η γωνία περιστροφής είναι τότε :

cos θ =
Tr(A)− 1

2
=

16
9 − 1

2
=

7

18
≈ 0.38 =⇒ θ ≈ 64.53◦

(2) Σύµφωνα µε την εκτεθείσα ϑεωρία, ο πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον πίνακα1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


όπου θ είναι η γωνία στροφής. ΄Οπως µπορούµε να υπολογίσουµε εύκολα, χρησιµοποιώντας ότι cos θ = 7

18 ,
ϐλέπουµε:

B =

1 0 0

0 7/18 5
√
11/18

0 −5
√
11/18 7/18


και τότε υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε : tP ·A ·P = B. Ο πίνακας P είναι ο ορθογώνιος πίνακας
ο οποίος αποτελείται από τις στήλες των στοιχείων της ορθοκανονικής ϐάσης C του R3 που κατασκευάστηακε
πατραπάνω: Εποµένως

P =

−3/
√
11 −2/

√
22 0

1/
√
11 −3/

√
22 1/

√
2

1/
√
11 −3/

√
22 1

√
2
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είναι ο Ϲητούµενος ορθογώνιος πίνακας για τον οποίο ισχύει ότι

tP ·A · P =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 =

1 0 0

0 7/18 5
√
11/18

0 −5
√
11/18 7/18


όπου cos θ = 7

18 ή ισοδύναµα θ ≈ 64.53◦. □

΄Ασκηση 21. Να προσδιορισθούν οι τιµές των πραγµατικών αριθµών a, b, c έτσι ώστε ο πίνακας

A =

1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3
a b c


να είναι ορθογώνιος. Για ποιές τιµές των a, b, c, ο πίνακας A γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω
από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ; Στην περίπτωση αυτή, να ϐρεθεί η γωνία περιστροφής θ.

Λύση. Για να είναι ο πίνακας A ορθογώνιος, ϑα πρέπει οι γραµµές του

Γ1 =

(
1√
2
,

1√
2
, 0

)
, Γ2 =

(
2

3
, −2

3
,
1

3

)
, Γ3 = (a, b, c)

να αποτελούν µια ορθοκανονική ϐάση του χώρου R3, δηλαδή ϑα πρέπει

⟨Γ1,Γ2⟩ =
2

3
√
2
− 2

3
√
2
= 0

⟨Γ1,Γ3⟩ =
a√
2
+

b√
2
= 0 =⇒ b = −a

⟨Γ2,Γ3⟩ =
2a

3
− 2b

3
+

c

3
= 0 =⇒ 2a− 2b+ c = 0 =⇒ c = −4a

∥Γ1∥ =
√

⟨Γ1,Γ2⟩ =
√

1

2
+

1

2
=

√
1 = 1

∥Γ2∥ =
√

⟨Γ2,Γ2⟩ =
√

4

9
+

4

9
+

1

9
=

√
9

9
=

√
1 = 1

∥Γ3∥ =
√

⟨Γ3,Γ3⟩ =
√

a2 + b2 + c2 =
√
a2 + (−a)2 + (−4a)2 =

√
18a2 = 1 =⇒ a2 =

1

18
=⇒

=⇒ a = ± 1√
18

= ± 1

3
√
2

Εποµένως προκύπτουν οι ορθογώνιοι πίνακες 1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3

1/3
√
2 −1/3

√
2 −4/3

√
2

 και

 1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3

−1/3
√
2 1/3

√
2 4/3

√
2


Σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Euler, για να παριστάνει γεωµετρικά ο ορθογώνιος πίνακας A στροφή επιπέδου
(Π) γύρω από άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ, ϑα πρέπει να ισχύει ότι : |A| = 1. Υπολογίζουµε
εύκολα ότι : ∣∣∣∣∣∣

1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3

1/3
√
2 −1/3

√
2 −4/3

√
2

∣∣∣∣∣∣ = 1 και

∣∣∣∣∣∣
1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3

−1/3
√
2 1/3

√
2 4/3

√
2

∣∣∣∣∣∣ = −1

Εποµένως ο ορθογώνιος πίνακας A παριστάνει γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από άξονα
(ϵ) κάθετο στο επίπεδο (Π) κατά γωνία θ αν και µόνον αν

a =
1

3
√
2
=

√
2

6
, b = − 1

3
√
2
= −

√
2

6
, c = − 4

3
√
2
= −2

√
2

3
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και τότε :

A =

 1/
√
2 1/

√
2 0

2/3 −2/3 1/3

1/3
√
2 −1/3

√
2 −4/3

√
2

 =

√
2/2

√
2/2 0

2/3 −2/3 1/3√
2/6 −

√
2/6 −2

√
2/3


Η γωνία περιστροφής θ ορίζεται από τη σχέση:

cos θ =
Tr(A)− 1

2
= −10 +

√
2

12
≈ −0.95 =⇒ θ ≈ 161.80◦ □

Οι επόµενες ασκήσεις 23 - 27 είναι αφιερωµένες στην περιγραφή των ιδιοτιµών και των κλάσεων οµοιότη-
τας ορθογώνιων 2× 2 και 3× 3 πινάκων.

΄Ασκηση 22. ΄ΕστωA ένας 2×2 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών. Τότε |A| = ±1, και οι πραγµατικές
ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :

(1) Αν |A| = 1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του A είναι :
(αʹ) λ1 = 1 (διπλή). Αυτό συµβαίνει αν και µονον αν A = I2.
(ϐʹ) λ1 = −1 (διπλή). Αυτό συµβαίνει αν και µονον αν A = −I2.

(2) Αν |A| = −1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του A είναι : λ1 = 1 και λ2 = −1. Αυτό συµβαίνει αν και
µονον αν

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π).

Σε κάθε άλλη περίπτωση ο πίνακας A είναι της µορφής

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, όπου θ ̸= 0, π

και ο A δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές.

Λύση. Επειδή ο πίνακας A είναι ορθογώνιος, γνωρίζουµε ότι υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, αν |A| = 1

ή

A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, αν |A| = −1

(1) ΄Εστω ότι : |A| = 1. Τότε A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A

είναι :

PA(t) = |A− tI2| =
∣∣∣∣cos θ − t − sin θ

sin θ cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 2 cos θ t+ 1

Η διακρίνουσα του τριωνύµου PA(t) = t2 − 2 cos θ t+ 1 είναι ∆ = 4 cos2 θ− 4 και τότε ∆ ≥ 0 αν και
µόνον αν cos2 θ ≥ 1 αν και µόνον αν cos2 θ = 1 αν και µόνον αν cos θ ± 1 αν και µόνον αν θ = 0 ή
θ = π. ΄Αρα ο πίνακας A έχει πραγµατικές ιδιοτιµές αν και µόνον αν θ = 0 ή θ = π.

− Αν θ = 0, τότε προφανώς

A = I2 =

(
1 0
0 1

)
και οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = 1 (διπλή).

− Αν θ = π, τότε προφανώς

A = I2 =

(
−1 0
0 −1

)
και οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = −1 (διπλή).
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(2) ΄Εστω ότι : |A| = −1. Τότε A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A

είναι :

PA(t) = |A− tI2| =
∣∣∣∣cos θ − t sin θ

sin θ − cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 1

Εποµένως ο πίνακας A έχει δύο διακεκριµένες ιδιοτιµές λ1 = 1 και λ2 = −1. Τότε ο A είναι
διαγωνοποιήσιµος και είναι όµοιος µε τον πίνακα(

1 0
0 −1

)
□

΄Ασκηση 23. Κάθε 2×2 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών είναι ορθογώνια όµοιος µε έναν και µόνον
έναν από τους ακόλουθους πίνακες :(

1 0
0 1

)
, (στροφή επιπέδου κατά γωνία ίση µε 0)(

−1 0
0 −1

)
, (στροφή επιπέδου κατά γωνία ίση µε π)(

1 0
0 −1

)
, (συµµετρία ως προς τον άξονα των x)(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
όπου θ ∈ [0, 2π) (στροφή επιπέδου κατά γωνία θ ̸= 0, π)

Λύση. Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 22 εµφανίζονται οι ακόλουθες περιπτώσεις και µόνον αυτές :
(1) |A| = 1 και οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = 1 (διπλή). Τότε A = I2, και ο A είναι ορθογώνια όµοιος µε

τον εαυτό του, επιλέγοντας P = I2.
(2) Αν |A| = 1 και οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = −1 (διπλή). Τότε A = −I2, και ο A είναι ορθογώνια

όµοιος µε τον εαυτό του, επιλέγοντας P = I2.

(3) Αν |A| = 1 και ο A δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές. Τότε A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, όπου θ ̸= 0, π, και ο

A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον εαυτό του, επιλέγοντας P = I2.
(4) Αν |A| = −1, τότε οι ιδιοτιµές του A είναι λ1 = 1 και λ2 = −1, εποµένως ο A είναι διαγωνοπιήσιµος.

΄Εστω
{
ε⃗1
}

µια ορθοκανονική ϐάση του V(1) και
{
ε⃗2
}

µια ορθοκανονική ϐάση του V(−1). Τότε το
σύνολο C =

{
ε⃗1, ε⃗2

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R2. Ο πίνακας του ενδοµορφισµού

fA : R2 −→ R2, fA(X) = A ·X
στην κανονική ϐάση B του R2, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A, και ο πίνακας του ενδοµορ-

ϕισµού fA στην ορθοκανονική ϐάση C του R2, είναι ο
(
1 0
0 −1

)
. Εποµένως ο A είναι όµοιος µε τον(

1 0
0 −1

)
, και υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε P−1 · A · P =

(
1 0
0 −1

)
. Ο πίνακας P

είναι ο πίνακας µετάβασης από την ορθοκανονική ϐάση B στην ορθοκανονική ϐάση C και εποµένως

είναι ορθογώνιος. Εποµένως ο πίνακας A είναι ορθογώνια όµοιος µε τον πίνακα
(
1 0
0 −1

)
.

Οι παραπάνω πίνακες δεν είναι ανά δύο όµοιοι µεταξύ τους διότι έχουν διαφορετικό ίχνος και ορίζουσα
αντίστοιχα:

2, −2, 0, 2 cos θ (θ ̸= 0, π)

και 2 cos θ = 2 αν και µόνον αν cos θ = 1 αν και µόνον αν θ = 0, 2 cos θ = −2 αν και µόνον αν cos θ = −1 αν
και µόνον αν θ = π, και 2 cos θ = 0 αν και µόνον αν cos θ = 0 αν και µόνον αν θ = π/2 ή θ = 3π/2 αν και

µόνον αν ο πίνακας
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, µε θ ̸= 0, π, είναι ο(

0 −1
1 0

)
ή

(
0 1

−1 0

)
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Αυτοί οι πίνακες όµως έχουν ορίζουσα ίση µε 1 και άρα ο παραπάνω πίνακας µε ίχνος ίσο µε 0 δεν µπορεί

να είναι όµοιος µε τον πίνακα
(
1 0
0 −1

)
ο οποίος έχει ίχνος ίσο µε 0 αλλά έχει ορίζουσα ίση µε −1. □

΄Ασκηση 24. ΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), όπου dimR E = 3, και υποθέτου-
µε ότι η ορίζουσα της f είναι ίση µε 1, δηλαδή η ορίζουσα του πίνακα της f σε µια τυχούσα ϐάση του E είναι
ίση µε 1. Γνωρίζουµε τότε, από το Θεώρηµα του Euler, ότι ο αριθµός λ = 1 είναι ιδιοτιµή του f . Να δειχθεί ότι :

dimRV(1) = 1 ⇐⇒ f ̸= IdE

Αν f ̸= IdE, να δειχθεί ότι η f έχει όλες τις ιδιοτιµές της πραγµατικές αν και µόνον αν υπάρχει ορθοκανονική
ϐάση B =

{
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
του E, έτσι ώστε :

f(e⃗1) = e⃗1, f(e⃗2) = −e⃗2, f(e⃗3) = −e⃗3

Λύση. ΄Εστω e⃗1 ένα ιδιοδιάνυσµα της f το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1. Μπορούµε να υποθέσουµε
ότι το e⃗1 είναι µοναδιαίο, διαφορετικά διαιρούµε µε το µήκος του. Θέτοντας V =

{
κe⃗1 ∈ E | κ ∈ R

}
, έστω{

e⃗2, e⃗3
}

µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥. Τότε το σύνολο B =
{
e⃗1, e⃗2, e⃗3

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του

E, και όπως γνωρίζουµε, από το Θεώρηµα του Euler, ο πίνακας της f στην ορθοκανονική ϐάση B είναι της
µορφής

A =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδικξή γωνία θ ∈ [0, 2π). Προφανώς V ⊆ V(1). Αν η ιδιοτιµή 1 της f , ή ισοδύναµα του πίνακα
A, δεν είναι απλή, τότε οι αριθµός 1 ϑα πρέπει να είναι και ιδιοτιµή του 2× 2 πίνακα

B =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
΄Οµως:

PB(t) = |B − tI2| =
∣∣∣∣cos θ − t − sin θ

sin θ cos θ − t

∣∣∣∣ = t2 − 2 cos θt+ 1

και το παραπάνω τριώνυµο έχει πραγµατικές ϱίζες αν και µόνον αν η διακρίνουσά του ∆ = 4 cos2 θ− 4 είναι
≥ 0, δηλαδή αν και µόνον αν :

∆ ≥ 0 ⇐⇒ 4cos2θ − 4 ≥ 0 ⇐⇒ cos2θ ≥ 1 ⇐⇒ cos2θ = 1 ⇐⇒

⇐⇒ | cos θ| = 1 ⇐⇒ cos θ = ±1 ⇐⇒ θ = 0 ή θ = π ⇐⇒ B =

(
1 0
0 1

)
ή B =

(
−1 0
0 −1

)
Εποµένως η ισοµετρία f , ισοδύναµα ο πίνακας A, έχει όλες τις ιδιοτιµές στο R αν και µόνον αν :

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ή B =

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Εποµένες, αν f ̸= IdE, ισοδύναµα αν A ̸= I3, η πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ = 1 είναι ίση µε 1 και
εποµένως V = V(1), ισοδύναµα dimR V(1) = 1. □

΄Ασκηση 25. Να δειχθεί ότι κάθε ορθογώνιος πίνακας A ∈ M3(R) µε ορίζουσα |A| = 1 είναι όµοιος µε ακριβώς
έναν από τους παρακάτω ορθογώνιους πίνακες

(1) 1 0 0
0 1 0
0 0 1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν A = I3 ή ισοδύναµα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1 µε πολλα-
πλότητα ίση µε 3.
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(2) 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή διαφορετική της λ = 1.

(3) 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), µε : θ ̸= 0, π.

Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1.

Λύση. Από το Θεώρηµα του Euler, ο πίνακας A δέχεται τον αριθµό 1 ως ιδιοτιµή, και ο πίνακας A είναι
όµοιος µε τον πίνακα 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π). Προφανώς θ = 0 αν και µόνον αν A = I3 και θ = π αν και µόνον αν ο

πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

.

Αν θ ̸= 0, π, τότε οι πίνακες (1), (2), (3) ανά δύο δεν είναι όµοιοι. Πράγµατι, τα ίχνη των πινάκων αυτών
είναι 3, −1, και 1 + 2 cos θ αντίστοιχα. ΄Ετσι οι δύο πρώτοι πίνακες δεν είναι όµοιοι. Αν ο τρίτος πίνακας
είναι όµοιος µε τον πρώτο, τότε ϑα πρέπει να έχουµε 1 + 2 cos θ = 3, δηλαδή cos θ = 1 και άρα θ = 0,
και αυτό είναι άτοπο διότι θ ̸= 0. Αν ο τρίτος πίνακας είναι όµοιος µε τον δέυτερο, ϑα πρέπει να έχουµε
1 + 2 cos θ = −1, δηλαδή cos θ = −1 και άρα θ = π, και αυτό είναι άτοπο διότι θ ̸= π.

Υποθέτουµε ότι A ̸= I3, ή ισοδύναµα η ιδιοτιµή λ = 1 είναι πολλαπλότητας < 3. Θεωρούµε την ισοµετρία

fA : R3 −→ R3, fA(X) = A ·X

Σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 24, η πολλαπλότητα της λ = 1 είναι ίση µε 1, και ο πίνακας έχει τουλάχιστον µια
πραγµατική ιδιοτιµή διαφορετική της λ = 1 αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


Τέλος αν ο πίνακας A δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές εκτός της λ = 1, τότε ο A είναι όµοιος µε τον πίνακα1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 θ ∈ [0, 2π), θ ̸= 0, π □

΄Εστω f : E −→ E µια ισοµετρία του Ευκλειδειου χώρου E, όπου dimR E = 3, και υποθέτουµε ότι Det(f) =
1, δηλαδή ο f παριστάνει γεωµετρικά στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ ως προς άξονα (ϵ) κάθετο στο
επίπεδο. Η ισοµετρία A καλείται γνήσια ισοµετρία αν θ ̸= 0, π. Ισοδύναµα ισοµετρία f µε Det(f) = 1,
είναι γνήσια, αν f ̸= IdE και η f δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, εκτός της λ = 1.

Παρόµοια αν A είναι ένας ορθογώνιος 3 × 3 πίνακας µε ορίζουσα |A| = 1, δηλαδή ο A παριστάνει
γεωµετρικά στροφή επιπέδου (Π) κατά γωνία θ ως προς άξονα (ϵ) κάθετο στο επίπεδο. Ο A καλείται γνήσια
ορθογώνιος αν θ ̸= 0, π. Ισοδύναµα ο ορθογώνιος πίνακας A µε |A| = 1, είναι γνήσια ορθογώνιος, αν
A ̸= I3 και ο A δεν έχει πραγµατικές ιδιοτιµές, εκτός της λ = 1.

΄Ασκηση 26. «Γνήσιες Στροφές Επιπέδου στον χώρο µετατίθενται αν και µόνον αν έχουν κοινό άξονα στροφής»
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(1) ΄Εστω A και B δύο γνήσια ορθογώνιοι 3× 3 πίνακες.

Να δειχθεί ότι A ·B = B ·A αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί
στην ιδιοτιµή 1, δηλαδή αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό άξονας στροφής.

(2) ΄Εστω f, g : E −→ E δύο γνήσιες ισοµετρίες του Ευκλείδειου χώρου (E, ⟨, ⟩), όπου dimR E = 3.
Να δειχθεί ότι f ◦ g = g ◦ f αν και µόνον αν οι f και g έχουν κοινό ιδιοδιάνυσµα το οποίο αντιστοιχεί

στην ιδιοτιµή 1, δηλαδή αν και µόνον αν οι A και B έχουν κοινό άξονας στροφής.

Λύση. (1) «⇐=» ΄Εστω ότι πίνακες A και B έχουν ένα κοινό ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή
1 το διάνυσµα στήλη F1 και το οποίο χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
είναι µοναδιαίο (διαφορετικά διαιρούµε µε το µήκος του και το νέο διάνυσµα είναι µοναδιαίο και
παραµένει προφανώς ιδιοδιάνυσµα του A και του B). Θέτουµε V =

{
κF1 ∈ R3 | κ ∈ R

}
και έστω{

F2, F3

}
µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥. Τότε το σύνολο C =

{
F1, F2, F3

}
µια ορθοκανονική ϐάση

του R3.

Θεωρούµε τις ισοµετρίες

fA : R3 −→ R3, fA(X) = A ·X

fA : R3 −→ R3, fB(X) = B ·X
Επειδή το διάνυσµα F1 της ορθοκανονικής ϐάσης C είναι ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A και του πίνακα
B, έπεται ότι ο πίνακας των ισοµετριών fA και fB στη ϐάση C ϑα είναι της µορφής:

C =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 και D =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ


για κάποιες µοναδικά ορισµένες γωνίες θ, ϕ ∈ [0, 2π). Θέτουµε :

C ′ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
και D′ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
Από την ΄Ασκηση 15, οι ορθογώνιοι πίνακες C ′ και D′ µετατίθενται διότι έχουν ορίζουσα ίση µε 1.
Τότε προκύπτει άµεσα ότι και οι πίνακες C και D µετατίθενται. Θέτουµε P =

(
F1 F2 F3

)
και τότε ο

πίνακας P είναι ένας ορθογώνιος πίνακας έτσι ώστε :
tP ·A · P = C και tP ·B · P = D

Επειδή C ·D = D · C, και tP · P = I3 = P · tP , ϑα έχουµε

C ·D = D · C =⇒ tP ·A · P · tP ·B · P = tP ·B · P · tP ·A · P =⇒

=⇒ tP ·A ·B · P = tP ·B ·A · P =⇒ A ·B = B ·A

«=⇒» ΄Εστω ότι A · B = B · A. Επειδή οι πίνακες A και B είναι γνήσια ορθογώνιοι, από την
΄Ασκηση 25, έπεται ότι ο πίνακας A είναι όµοιος µε ένα πίνακα ης µορφής

Cθ =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


όπου θ ∈ [0, 2π), και θ ̸= 0, π, και ο πίνακας B είναι όµοιος µε ένα πίνακα ης µορφής

Cϕ =

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ


όπου ϕ ∈ [0, 2π), και ϕ ̸= 0, π. Γνωρίζουµε τότε ότι οι πίνακες A και B έχουν µόνο µια πραγµατική
ιδιοτιµή, το λ = 1 µε πολλαπλότητα 1.
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Από την ΄Ασκηση 15, έπεται ότι ο ιδοχώρος VA(1) του A ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1 έχει
διάσταση dimR VA(1) = 1, και εποµένως ο ιδιοχώρος VA(1) έχει µια ορθοκανονική ϐάση της µορφής{
F1

}
, δηλαδή A · F1 = F1 και ∥F1∥ = 1. Χρησιµοποιώντας ότι A ·B = B ·A, ϑα έχουµε:

A · F1 = F1 =⇒ B ·A · F1 = B · F1 =⇒ A ·B · F1 = B · F1 =⇒ A · (B · F1) = B · F1

Αν B · F1 = 0, τότε B−1 · B · F1 = F1 = 0 και αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα B · F1 ̸= 0 και αυτό σηµαίνει
ότι το διάνυσµα στήλη B · F1 είναι ιδιοδιάνυσµα του A το οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1,
δηλαδή B · F1 ∈ VA(1). Τότε ϑα έχουµε B · F1 = κF1 και τότε χρησιµοποιώντας ότι ο πίνακας B
είναι ορθογώνιος, ϑα έχουµε ότι ο ενδοµορφισµός fB : R3 −→ R3, fB(X) = B ·X είναι ισοµετρία.
Εποµένως :

⟨B · F1, B · F1⟩ = ⟨fB(F1), fB(F1)⟩ = ⟨F1, F1⟩ = 1 και 1 = ⟨κF1, κF1⟩ = κ2⟨F1, F1⟩ = κ2

δηλαδή κ = ±1. Αν κ = −1, τότε B ·F1 = −F1, δηλαδή το −1 είναι ιδιοτιµή του B. Αυτό είναι άτοπο
διότι ο πίνακας B είναι όµοιος µε τον πίνακα Cϕ ο οποίος έχει µόνο το 1 ως ιδιοτιµή. Αν κ = 1, τότε
B · F1 = F1 και εποµένως το µοναδιαίο διάνυσµα F1 είναι κοινό ιδιοδιάνυσµα των A και B το οποίο
αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ = 1.

(2) ΄Εστω B µια ορθοκανονική ϐάση του E και A και B οι πίνακες των ισοµετριών f και g ως προς τη
ϐάση B αντίστοιχα. Τότε οι πίνακες A και B είναι ορθογώνιοι, και, επειδή Det(f) = 1 = Det(g), ϑα
έχουµε |A| = 1 = |B|. Γνωρίζουµε τότε ότι ϑα έχουµε A ·B = B ·A αν και µόνον αν f ◦g = g ◦f , και
οι ιδιοτιµές, ιδιοδιανύσµατα, και ιδιοχώροι των A και B συµπίπτουν µε τις ιδιοτιµές, ιδιοδιανύσµατα,
και ιδιοχώρους των f και g αντίστοιχα. Εποµένως ο ισχυρισµός προκύπτει από το µέρος (1). □

΄Ασκηση 27. Να δειχθεί ότι κάθε ορθογώνιος πίνακας A ∈ M3(R) µε ορίζουσα |A| = −1 είναι όµοιος µε
ακριβώς έναν από τους παρακάτω ορθογώνιους πίνακες

(1) −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν A = −I3 ή ισοδύναµα η µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = −1 µε
πολλαπλότητα ίση µε 3.

(2) −1 0 0
0 1 0
0 0 1


Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A έχει τουλάχιστον µια ιδιοτιµή διαφορετική της λ = −1.

(3) −1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 (†)

για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), µε : θ ̸= 0, π.
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν η µόνη πραγµατική ιδιοτιµή του A είναι η λ = −1.

Λύση. ∆είχνουµε πρώτα ότι ο πίνακας A δέχεται ως ιδιοτιµή τον αριθµό λ = −1. Θεωρούµε τον πίνακα
A′ = −A ο οποίος προφανώς είναι ορθογώνιος και έχει ορίζουσα |A′| = | − A| = (−1)3|A| = −(−1) = 1.
Από το Θεώρηµα του Euler, έπεται ότι ο A′ δέχεται ως ιδιοτιµή τον αριθµό λ = 1, δηλαδή υπάρχει µη-
µηδενικό διάνυσµα στήλη X έτσι ώστε

A′ ·X = X =⇒ (−A) ·X = X =⇒ −A ·X = X =⇒ A ·X = −X

Αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός µ = −1 είναι ιδιοτιµή του A. ΄Εστω F1 ένα ιδιοδιάνυσµα στήλη του πίνακα A το
οποίο αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή µ = −1, και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το
F1 είναι µοναδιαίο. Θέτουµε V =

{
κF1 ∈ R3 | κ ∈ R

}
και έστω

{
F2, F3

}
µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥.

Ισχυριζόµαστε ότι, ∀X ∈ V⊥: A ·X ∈ V⊥. Πράγµατι, ϑεωρούµε την ισοµετρία

fA : R3 −→ R3, fA(X) = A ·X
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της οποίας ο πίνακας στην συνήθη ϐάση του R3, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A. Τότε fA(F1) = −F1

και ϑα έχουµε:
⟨F1, A ·X⟩ = −⟨−F1, A ·X⟩ = −⟨fA(F1), fA(X)⟩ = −⟨F1, X⟩ = 0

Επειδή το διάνυσµα F1 είναι µια ϐάση του V, έπεται ότι, ∀X ∈ V⊥: A · X = fA(X) ∈ V⊥. Εποµένως η
ισοµετρία fA του R3 περιορίζετυαι σε έναν ενδοµορφισµό

f ′
A : V⊥ −→ V⊥, f ′

A(X) = fA(X) = A ·X

ο οποίος είναι προφανώς µια ισοµετρία του Ευκλείδειου χώρου V⊥. ΄Εστω B =

(
a b
c d

)
ο πίνακας της

ισοµετρίας f ′
A στην ορθοκανονική ϐάση

{
F2, F3

}
του V⊥. Προφανώς τότε ο πίνακας B είναι ορθογώνιος και

άρα υπάρχει µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π) έτσι ώστε :

B =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
ή B =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
ανάλογα αν |B| = 1 ή |B| = −1. Θεωρούµε το σύνολο C =

{
F1, F2, F3

}
το οποίο είναι µια ορθοκανονική

ϐάση του R3 και τότε ο πίνακας της ισοµετρίας fA στην ορθοκανονική ϐάση C είναι ο−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 ή

−1 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ


Τότε όµως ο πίνακας A είναι όµοιος µε έναν από τους παραπάνω πίνακες, και επειδή |A| = −1, έπεται ότι ο
πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα

C =

−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


Αν θ = 0, τότε

C =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1


και αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A έχει µια ιδιοτιµή διαφορετική από το −1.

Αν θ = π, τότε

C =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


και αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν A = −I3 ή ισοδύναµα αν ο πίνακας A έχει ως µόνη ιδιοτιµή το −1 µε
πολλαπλότητα ίση µε 3.

Σε κάθε άλλη περίπτωση ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα C για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π),
µε : θ ̸= 0, π.

Αν θ ̸= 0, π, τότε οι πίνακες (1), (2), (3) ανά δύο δεν είναι όµοιοι. Πράγµατι, τα ίχνη των πινάκων αυτών
είναι −3, 1, και −1 + 2 cos θ αντίστοιχα. ΄Ετσι οι δύο πρώτοι πίνακες δεν είναι όµοιοι. Αν ο τρίτος πίνακας
είναι όµοιος µε τον πρώτο, τότε ϑα πρέπει να έχουµε −1 + 2 cos θ = −3, δηλαδή cos θ = −1 και άρα θ = π,
και αυτό είναι άτοπο διότι θ ̸= π. Αν ο τρίτος πίνακας είναι όµοιος µε τον δεύτερο, ϑα πρέπει να έχουµε
−1 + 2 cos θ = 1, δηλαδή cos θ = 1 και άρα θ = 0, και αυτό είναι άτοπο διότι θ ̸= 0. □

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα των Ασκήσεων 24, 25, και 27, προκύπτει άµεσα το ακόλουθο Θεώρηµα το
οποίο περιγράφει τις ιδιοτιµές ορθογωνίων 3× 3 πινάκων καθώς και τις κλάσεις οµοιότητας τους.

Θεώρηµα. ΄Εστω A ένας 3× 3 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών, εποµένως |A| = ±1.

(1) Αν |A| = 1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :
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(αʹ) λ1 = 1 (τριπλή).
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


(ϐʹ) λ1 = 1 (απλή)

Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα

A =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), όπου θ ̸= 0.

(γʹ) λ1 = 1 (απλή) και λ2 = −1 (διπλή).
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα1 0 0

0 −1 0
0 0 −1


(2) Αν |A| = −1, τότε οι πραγµατικές ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :

(αʹ) λ1 = −1 (τριπλή)
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν

A =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


(ϐʹ) λ1 = −1 (απλή)

Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα

A =

−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


για µια µοναδική γωνία θ ∈ [0, 2π), όπου θ ̸= 0.

(γʹ) λ1 = −1 (απλή) και λ2 = 1 (διπλή).
Αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι όµοιος µε τον πίνακα

A =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1


(3) Κάθε 3 × 3 ορθογώνιος πίνακας πραγµατικών αριθµών A είναι όµοιος µε έναν από τους παρακάτω

ορθογώνιους πίνακες :
(αʹ) (Ανακλάσεις)1 0 0

0 1 0
0 0 1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


(ϐʹ) (Στροφή επιπέδου) 1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


όπου θ ̸= 0, π.

(γʹ) (Σύνθεση στροφής επιπέδου µε ανάκλαση)−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 ·

−1 0 0
0 1 0
0 0 1





37

όπου θ ̸= 0, π.


