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Παρασκευή 5 Μαΐου 2023

΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =

a 4 4
4 8 8
4 8 b


(1) Να προσδιορισθούν οι αριθµοί a, b, έτσι ώστε ο πίνακας A να έχει ως ιδιοτιµή το 0 µε πολλαπλότητα 2.

(2) Για τις τιµές των a, b που ϑα ϐρείτε, να υπολογίσετε ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε ο πίνακας
tP ·A ·P

να είναι διαγώνιος.

(3) Να υπολογίσετε τον πίνακα Am
, ∀m ≥ 1.

Λύση. (1) Ο πίνακας A είναι συµµετρικός και άρα διαγωνοποιείται.
Προφανώς το λ = 0 είναι ιδιοτιµή του A αν και µόνον αν το οµογενές σύστηµαa 4 4

4 8 8
4 8 b

 ·

x
y
z

 = 0 ·

x
y
z

 =

0
0
0

 (Σ)

έχει µη-µηδενικές λύσεις. Επιπλέον επειδή ο ιδιοχώρος VA(0) ο οποίος αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή
λ = 0 συµπίπτει µε το σύνολο λύσεων Λ(Σ) του (Σ), ϑα έχουµε ότι : ο πίνακας A ως ιδιοτιµή το 0 µε
πολλαπλότητα 2 αν και µόνον αν

dimRVA(0) = 2 ⇐⇒ dimRΛ(Σ) = 2 ⇐⇒ 3− r(A) = 2 ⇐⇒ r(A) = 1

Γνωρίζουµε όµως ότι η ϐαθµίδα ενός 3 × 3 πίνακα είναι ίση µε 1 αν και µόνον αν υπάρχει ένα µη-
µηδενικό στοιχείο του πίνακα και όλες οι 2 × 2 ελάσσονες ορίζουσες που το περιβάλλουν είναι ίσες
µε µηδέν. Εποµένως r(A) = 1 αν και µόνον αν οι ακόλουθες ελάσσονες ορίζουσες δεύτερης τάξης
του πίνακα A είναι µηδέν :

∣∣∣∣a 4
4 8

∣∣∣∣ = 8a− 16 = 0 =⇒ a = 2

και∣∣∣∣8 8
8 b

∣∣∣∣ = 8b− 64 = 0 =⇒ b = 8

Συνεπώς δείξαµε ότι :

dimRVA(0) = 2 ⇐⇒ a = 2 και b = 8

(2) Για τις τιµές a = 2 και b = 8, ο πίνακας A παίρνει την µορφή

A =

2 4 4
4 8 8
4 8 8


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε:
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PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
2− t 4 4
4 8− t 8
4 8 8− t

∣∣∣∣∣∣ Σ2→Σ2−Σ3

∣∣∣∣∣∣
2− t 0 4
4 −t 8
4 t 8− t

∣∣∣∣∣∣ = t

∣∣∣∣∣∣
2− t 0 4
4 −1 8
4 1 8− t

∣∣∣∣∣∣
Γ2→Γ2+Γ3

t

∣∣∣∣∣∣
2− t 0 4
8 0 16− t
4 1 8− t

∣∣∣∣∣∣ = (−t)

∣∣∣∣2− t 4
8 16− t

∣∣∣∣ = (−t)
(
(2− t)(16− t)− 32

)

= (−t)(t2 − 18t) = −t2(t− 18)

Συνεπώς οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 0 πολλαπλότητας δύο (όπως ακριβώς περιµέναµε) και λ2 = 18
πολλαπλότητας ένα.

• Για τον ιδιόχωρο VA(0) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:2 4 4
4 8 8
4 8 8

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = −2y − 2z

και άρα

VA(0) =


x
y
z

 ∈ R3 | x = −2y − 2z


=


−2y − 2z

y
z

 ∈ R3 | y, z ∈ R


=

y

−2
1
0

+ z

−2
0
1

 ∈ R3 | y, z ∈ R


= L

−2
1
0

 ,

−2
0
1



Το σύνολο


−2

1
0

 ,

−2
0
1

 αποτελεί προφανώς µια ϐάση του ιδιόχωρου VA(0) η οποία δεν είναι

ορθογώνια διότι 〈−2
1
0

 ,

−2
0
1

〉 = 4 ̸= 0

Για να προσδιορίσουµε µια ορθοκανονική ϐάση του VA(0) εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε X1 =

−2
1
0

 και X2 =

−2
0
1

. Τότε Y1 = X1 = (−2, 1, 0) και
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Y2 = X2 −
⟨X2, Y1⟩
⟨Y1, Y1⟩

· Y1 =

−2
0
1

−

〈−2
0
1

 ,

−2
1
0

〉
〈−2

1
0

 ,

−2
1
0

〉 ·

−2
1
0



=

−2
0
1

− 4

5
·

−2
1
0


=

−2
5

−4
5
1


Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων Y1 και Y2:

∥∥Y1∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
−2

1
0

∥∥∥∥∥∥ =

√√√√√〈
−2

1
0

 ,

−2
1
0

〉 =
√
5

∥∥Y2∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
−2

5
−4

5
1

∥∥∥∥∥∥ =

√√√√√〈
−2

5
−4

5
1

 ,

−2
5

−4
5
1

〉 =

√
45

25
=

3√
5

Εποµένως µια ορθοκανονική ϐάση του VA(0) είναι η

{
F1 =

Y1
∥Y1∥

, F2 =
Y2
∥Y2∥

}
=


− 2√

5
1√
5

0

 ,

− 2
3
√
5

− 4
3
√
5√
5
3




• Για τον ιδιόχωρο VA(18) έχουµε το σύστηµα:

−16 4 4
4 −10 8
4 8 −10

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒


−4x+ y + z = 0

2x− 5y + 4z = 0

2x+ 4y − 5z = 0

=⇒

 −4x+ y + z = 0

2x− 5y + 4z = 0

Αν λύσουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς y και αντικαταστήσουµε στη δεύτερη ϐρίσκουµε 2x = z και
τότε έπεται ότι y = z. ΄Αρα

VA(18) =


x
y
z

 ∈ R3 | x =
z

2
και y = z


=


 z

2
z
z

 ∈ R3 | z ∈ R


=

z

1
2
1
1

 ∈ R3 | z ∈ R


= L

1
2
2
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Εποµένως µια ορθοκανονική ϐάση του VA(18) είναι το σύνολο

{
F3

}
=



1
2
2


∥∥∥∥∥∥
1
2
2

∥∥∥∥∥∥


=


1

3
2
3
2
3


Τότε έχουµε τον ορθογώνιο πίνακα

P =
(
F1 F2 F3

)
=

− 2√
5

− 2
3
√
5

1
3

1√
5

− 4
3
√
5

2
3

0 5
3
√
5

2
3


για τον οποίο ισχύει ότι :

tP ·A · P =

0 0 0
0 0 0
0 0 18

 =⇒ A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

 · tP

(3) Για κάθε m ≥ 1 έχουµε:

A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

 · tP =⇒ Am = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 18

m

· tP = · · · = 18m−1 ·

2 4 4
4 8 8
4 8 8

 = 18m−1A

□

΄Ασκηση 2. Να πρσδιορισθεί ο αριθµός a έτσι ώστε ο πίνακας

A =

 1 a −a
a 4 −4

−a −4 4


να είναι µη-αρνητικός. Ακολούθως να ϐρεθούν οι τιµές του a για τις οποίες ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός και

έχει µια ιδιοτιµή µε πολλαπλότητα ίση µε 2, και για τις τιµές αυτές να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

tP ·A · P να είναι διαγώνιος.

Λύση. Παρατηρούµε ότι ο πίνακας A είναι συµµετρικός. Ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός αν και µόνο αν οι
ιδιοτιµές του πίνακα A είναι ≥ 0.

΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t a a
a 4− t −4
−a −4 4− t

∣∣∣∣∣∣ Γ3→Γ3+Γ2

∣∣∣∣∣∣
1− t a −a
a 4− t −4
0 −t −t

∣∣∣∣∣∣ = (−t)

∣∣∣∣∣∣
1− t a −a
a 4− t −4
0 1 1

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ3

(−t)

∣∣∣∣∣∣
1− t 2a −a
a 8− t −4
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (−t)

∣∣∣∣1− t 2a
a 8− t

∣∣∣∣ = (−t)(t2 − 9t+ 8− 2a2)

= (−t)

(
t−

(
9

2
+

√
49 + 8a2

2

))(
t−

(
9

2
−

√
49 + 8a2

2

))
Εποµένως έχουµε τις ιδιοτιµές :

λ1 = 0, λ2 =
9

2
+

√
49 + 8a2

2
> 0, λ3 =

9

2
−

√
49 + 8a2

2
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και πρέπει λ3 ≥ 0, δηλαδή

9 ≥
√

49 + 8a2 =⇒ 81 ≥ 49 + 8a2 =⇒ 8a2 ≤ 32 =⇒ a2 ≤ 4 =⇒ (a+ 2)(a− 2) ≤ 0

=⇒ −2 ≤ a ≤ 2

΄Αρα ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός αν και µόνο αν : −2 ≤ a ≤ 2.

Ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός και, επειδή λ2 > 0, έχει διπλή ιδιοτιµή αν είτε λ3 = λ1 = 0 είτε λ2 = λ3.
΄Οµως λ3 = 0 αν και µόνον αν

√
49 + 8a2 = 9 αν και µόνον αν 8a2 = 32 αν και µόνον αν a = ±2. Επίσης

λ2 ̸= λ3 διότι διαφορετικά ϑα έχουµε
√
49 + 8a2 = 0, δηλαδή 0 = 49 + 8a2 ≥ 49 το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα

ο πίνακας A είναι ϑετικός και έχει διπλή ιδιοτιµή το λ = 0 αν και µόνον αν a = ±2, και τότε ο A έχει το
λ = 0 ως ιδιοτιµή µε πολλαπλότητα ίση µε 2 και το λ = 9 ως ιδιοτιµή µε πολλαπλότητα ίση µε 1.

(1) Αν a = 2, τότε :

A =

 1 2 −2
2 4 −4

−2 −4 4


Με τη συνήθη διαδικασία ϐλέπουµε εύκολα ότι το σύνολο:F1 =

1√
5

2
0
1

 , F2 =

√
5

3

−2
1
4


είναι µια ορθοκανονική ϐάση του VA(0), και το σύνολοF3 =

1

3

 1
2

−2


είναι µια ορθοκανονική ϐάση του VA(9).

Τότε ο πίνακας

P =
(
F1 F2 F3

)
=


2√
5

− 2
3
√
5

1
3

0 − 5
3
√
5

2
3

1√
5

√
4
3 −2

3


είναι ορθογώνιος και ισχύει ότι :

tP ·A · P =

0 0 0
0 0 0
0 0 9

 =⇒ A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 9

 · tP

Μια τετραγωνική ϱίζα του A είναι τότε ο πίνακας

√
A = P ·

0 0 0
0 0 0
0 0 3

 · tP = · · · =

0 0 1
0 0 2
0 0 −2


(2) Αν a = −2, τότε :

A =

 1 −2 2
−2 4 −4
−2 −4 4


Με τη συνήθη διαδικασία ϐλέπουµε εύκολα ότι το σύνολο:F1 =

1√
5

2
1
0

 , F2 =

√
5

3

−2
4
1
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είναι µια ορθοκανονική ϐάση του VA(0), και το σύνολοF3 =
1

3

 1
−2
2


είναι µια ορθοκανονική ϐάση του VA(9).

Τότε ο πίνακας

Q =
(
F1 F2 F3

)
=


2√
5

− 2
3
√
5

1
3

1√
5

4
3
√
5

−2
3

0 5
3
√
5

2
3


είναι ορθογώνιος και ισχύει ότι :

tQ ·A ·Q =

0 0 0
0 0 0
0 0 9

 =⇒ A = Q ·

0 0 0
0 0 0
0 0 9

 · tQ

Μια τετραγωνική ϱίζα του A είναι τότε ο πίνακας

√
A = Q ·

0 0 0
0 0 0
0 0 3

 · tQ = · · · =

0 0 1
0 0 −2
0 0 2

 □

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 9
2 0 −7

2
0 −1 0

−7
2 0 9

2


Να ϐρεθεί πίνακας B ∈ M3(R), έτσι ώστε :

B3 = A

Λύση. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
9
2 − t 0 −7

2
0 −1− t 0
−7

2 0 9
2 − t

∣∣∣∣∣∣ = (−1− t)

∣∣∣∣92 − t −7
2

−7
2

9
2 − t

∣∣∣∣ = (−1− t)

((
9

2
− t

)2

− 49

4

)

= (−1− t)

(
9

2
− t+

7

2

)(
9

2
− t− 7

2

)
= (−1− t)(8− t)(1− t) = −(t+ 1)(t− 8)(t− 1)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι :

λ1 = 1, λ2 = 8, λ3 = −1

πολλαπλότητας ένα. Στη συνέχεια υπολογίζουµε εύκολα ορθοκανονικές ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιο-
χώρους. Βρίσκουµε:

VA(1) =

x


√
2
2
0√
2
2

 ∈ R3 | x ∈ R

 = L




√
2
2
0√
2
2




VA(−1) =

x

0
1
0

 ∈ R3 | x ∈ R

 = L

0
1
0



VA(8) =

x

−
√
2
2
0√
2
2

 ∈ R3 | x ∈ R

 = L


−

√
2
2
0√
2
2
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Θέτοντας

P =


√
2
2 0 −

√
2
2

0 1 0√
2
2 0

√
2
2


αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε

tP ·A · P =

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 =⇒ A = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 · tP

Θέτουµε

B = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 · tP = · · · =

 3
2 0 −1

2
0 −1 0

−1
2 0 3

2


Τότε

B3 = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 2

3

· tP = P ·

1 0 0
0 −1 0
0 0 8

 · tP = A □

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ένας n × n συµµετρικός πίνακας πραγµατικών αριθµών. Αν οι ιδιοτιµές του A είναι οι

αριθµοί 1 και −1, να δειχθεί ότι :

A2 = In

Ισχύει το αντίστροφο ; Πότε ο πίνακας A είναι ϑετικός ;

Λύση. Επειδή ο πίνακας A είναι συµµετρικός, από το Φασµατικό Θεώρηµα, υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P
έτσι ώστε

tP ·A · P = ∆

όπου ∆ είναι ένας διαγώνιος πίνακα, και τα διαγώνια στοιχεία του είναι οι αριθµοί 1 και −1. Προφανώς τότε
ϑα έχουµε ∆2 = In και τότε :

(tP ·A · P )2 = (∆)2 =⇒ tP ·A2 · P = In =⇒ A2 = P · In · tP = P · tP = In

Αντίστροφα, έστω A ένας συµµετρικός πίνακας για τον οποίο ισχύει ότι A2 = In. Θεωρούµε το πολυώνυµο
P (t) = t2 − 1. Τότε προφανώς P (A) = A2 − In = O, και εποµένως το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) διαιρεί το
πολυώνυµο P (t) = t2 − 1) = (t− 1)(t+ 1). ΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι ένα εκ των :

t− 1, t+ 1, (t− 1)(t+ 1)

Αν QA(t) = t − 1, τότε A = In και όλες οι ιδιοτιµές του A είναι ίσες µε 1. Αν QA(t) = t + 1, τότε A = −In
και όλες οι ιδιοτιµές του A είναι ίσες µε −1. Τέλος, αν QA(t) = (t − 1)(t + 1), τότε, επειδή το ελάχιστο
πολυώνυµο και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο έχουν τις ίδιες ϱίζες, έπεται ότι οι ιδιοτιµές του A είναι ίσες
µε 1 ή −1.

Ο πίνακας A είναι ϑετικός αν και µόνον αν όλες οι ιδιοτιµές του είναι ϑετικές. Επειδή οι ιδιοτιµές του A
είναι ±1, αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν ή µόνη ιδιοτιµή του A είναι η λ = 1. Από τα παραπάνω έπεται ότι
ο A είναι ϑετικός αν και µόνον αν QA(t) = t− 1 και αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν A = In. Με άλλα λόγια
δείξαµε ότι :

A = In ⇐⇒ tA = A > 0 και A2 = In □

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός.

(2) Να ϐρείτε µια τετραγωνική ϱίζα του A.
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Λύση. Εύκολα ϐλέπουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι :

PA(t) = −t2(t− 3)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι : λ1 = 0 µε πολλαπλότητα ίση µε 2, και λ = 3 µε πολλαπλότητα ίση
µε 1. Εποµένως ο συµµετρικός πίνακας A είναι µη-αρνητικός.

Υπολογίζουµε εύκολα µια ορθοκανονική ϐάση του VA(0) είναι το σύνολο 1√
2

−1
1
0

 ,
1√
6

−1
−1
2


και µια ορθοκανονική ϐάση του VA(3) είναι το σύνολο 1√

3

1
1
1


΄Αρα ϑέτοντας

P =

−1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

1/
√
2 −1/

√
6 1/

√
3

0 2/
√
6 1/

√
3


αποκτούµε ένα ορθογώνιο πίνακα έτσι ώστε :

tP ·A · P =

0 0 0
0 0 0
0 0 3


Τότε µια τετραγωνική ϱίζα του A είναι ο πίνακας

√
A = P ·

0 0 0
0 0 0

0 0
√
3

 · tP = · · · = 1√
3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =
1√
3
A

□

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 3 0 −1
0 2 0

−1 0 3


(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι ϑετικός.

(2) Να ϐρείτε συµµετρικό και αντιστρέψιµο πίνακα B έτσι ώστε : A = B2
.

Λύση. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
3− t 0 −1
0 2− t 0
−1 0 3− t

∣∣∣∣∣∣ = (2− t)

∣∣∣∣3− t −1
−1 3− t

∣∣∣∣ = · · · = −(t− 2)2(t− 4)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι : λ1 = 2 > 0 πολλαπλότητας δυο και λ2 = 4 > 0 πολλαπλότητας ένα.
Εποµένως ο πίνακας A είναι ϑετικός.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε εύκολα ορθοκανονικές ϐάσεις για τους αντίστοιχους ιδιοχώρους. Θα έχουµε:

VA(2) =


x
y
x

 ∈ R3

∣∣∣ x, y ∈ R

 =

x ·

1
0
1

+ y ·

0
1
0

 ∈ R3

∣∣∣ x, y ∈ R

 = L

1
0
1

 ,

0
1
0
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Το σύνολο διανυσµάτων 
1
0
1

 ,

0
1
0


αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου VA(2) η οποία όπως παρατηρούµε είναι ορθογώνια. ΄Αρα µια ορθοκανονική
ϐάση του VA(2) είναι το σύνολο F1 =

1√
2

1
0
1

 , F2 =

0
1
0


Για τον ιδιοχώρο VA(4) ϑα έχουµε:

V(4) =


−x

0
x

 ∈ R3

∣∣∣ x ∈ R

 =

x ·

−1
0
1

 ∈ R3

∣∣∣ x ∈ R

 = L

−1
0
1


και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιοχώρου VA(4) είναι η εξής :F3 =

1√
2

−1
0
1


Θέτοντας

P =


√
2
2 0 −

√
2
2

0 1 0√
2
2 0

√
2
2


αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα για τον οποίο ισχύει οτι :

tP ·A · P =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 =⇒ A = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP

Θεωρούµε τον πίνακα

B = P ·

√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

 · tP = · · · =


√
2
2 + 1 0

√
2
2 − 1

0
√
2 0√

2
2 − 1 0

√
2
2 + 1


ο οποίος είναι συµµετρικός και αντιστρέψιµος διότι

|B| = |P | ·

∣∣∣∣∣∣
√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

∣∣∣∣∣∣ · |tP | = 4 ̸= 0

Τότε

B2 = P ·

√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

2 · tP = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP = A

και άρα ϐρήκαµε ένα συµµετρικό και αντιστρέψιµο πίνακα B ∈ M3(R), έτσι ώστε : B2 = A. □

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ένας 4× 4 συµµετρικός πίνακας πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι :

(1) Ο αριθµός 1 είναι ιδιοτιµή του A µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα
−1
2
0

−1


(2) Ο αριθµός 2 είναι ιδιοτιµή του A, και dimR V(2) = 3.
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Να ϐρεθεί ο πίνακας A.

Λύση. Επειδή ο πίνακας A είναι συµµετρικός, από το Φασµατικό Θεώρηµα έπεται οτι ο πίνακας A είναι
διαγωνοποιήσιµος. Προφανώς ο ιδοοχώρος VA(1) έχει διάσταση ίση µε 1 και µια ϐάση του είναι το διάνυσµα

G1 =


−1
2
0

−1


και µια ορθοκανονική ϐάση του VA(1) είναι το διάνυσµα

F1 =
1√
6


−1
2
0

−1


Επειδή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και ο αριθµός 2 είναι ιδιοτιµή του A, και dimR V(2) = 3, έπεται
ότι η πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ = 2 είναι ίση µε 3. ΄Εστω

{
F2, F3, F4

}
µια ορθοκανονική ϐάση του VA(2).

Επειδή οι ιδιοτιµές 1 και 2 είναι διαφορετικές έπεται ότι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια, και
εποµένως :

⟨F1, F2⟩ = ⟨F1, F3⟩ = ⟨F1, F4⟩ = 0

΄Αρα το σύνολο
{
F1, F2, F3, F4

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R4, και ιδιαίτερα έχουµε ότι :

VA(1)
⊥ = VA(2)

΄Εστω X =


x
y
z
w

 ∈ VA(2). Τότε X ∈ VA(1)
⊥, δηλαδή ϑα έχουµε:

⟨F1, X⟩ = 0 =⇒

〈
1√
6


−1
2
0

−1

 ,


x
y
z
w


〉

= 0 =⇒ 1√
6
(−x+ 2y − w) = 0 =⇒ w = −x+ 2y

΄Αρα 
x
y
z
w

 =


x
y
z

−x+ 2y

 = x


1
0
0

−1

+ y


0
1
0
2

+ z


0
0
1
0


και εποµένως

VA(2) =

x


1
0
0

−1

+ y


0
1
0
2

+ z


0
0
1
0

 ∈ R4 | x, y, z ∈ R


Προφανώς το σύνολο στηλών 


1
0
0

−1

 ,


0
1
0
2

 ,


0
0
1
0




αποτελεί µια ϐάση του VA(2) η οποία δεν είναι ορθοκανονική διότι αν και〈
1
0
0

−1

 ,


0
0
1
0


〉

= 0 =

〈
0
1
0
2

 ,


0
0
1
0


〉
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έχουµε: 〈
1
0
1

−1

 ,


0
1
0
2


〉

= −2

Εφαρµόζοντας τη διαδικασία Gram-Schmidt προκύπτει ότι µια ορθοκανονική ϐάση του VA(2) είναι το
σύνολο F2 =


0
0
1
0

 , F3 =
1√
5


0
1
0
2

 , F4 =
1√
2


1
0
0

−1




Εποµένως ϑα έχουµε ότι το σύνολο
{
F1, F2, F3, F4

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R4. Τότε ο πίνακας

P =
(
F1 F2 F3 F4

)
=


−1

√
6 0 0 1/

√
2

2/
√
6 0 1/

√
5 0

0 1 0 0

−1/
√
6 0 2/

√
5 −1/

√
2


είναι ένας ορθογώνιος πίνακας έτσι ώστε :

tP ·A · P =


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2


Τότε ϑα έχουµε:

A = P ·


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 · tP =

=


−1

√
6 0 0 1/

√
2

2/
√
6 0 1/

√
5 0

0 1 0 0

−1/
√
6 0 2/

√
5 1/

√
2

 ·


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ·


−1

√
6 2/

√
6 0 −1/

√
6

0 0 1 0

0 1/
√
5 0 2/

√
5

1/
√
2 0 0 −1/

√
2

 =

=


7/6 −1/3 0 −5/6
−1/3 16/15 0 7/15
0 0 2 0

−5/6 7/15 0 83/30


Εποµένως ο συµµετρικός πίνακας A είναι ο

A =


7/6 −1/3 0 −5/6
−1/3 16/15 0 7/15
0 0 2 0

−5/6 7/15 0 83/30

 □

΄Ασκηση 8. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) =
7

2
x2 +

7

2
y2 + 5z2 − xy − 2xz + 2yz

στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.
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Λύση. Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q είναι

A =

 7
2 −1

2 −1
−1

2
7
2 1

−1 1 5


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
7
2 − t −1

2 −1
−1

2
7
2 − t 1

−1 1 5− t

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1+Γ2

∣∣∣∣∣∣
3− λ 3− t 0
−1

2
7
2 − t 1

−1 1 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (3− t)

∣∣∣∣∣∣
1 1 0

−1
2

7
2 − t 1

−1 1 5− t

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ1

(3− t)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1

2 4− t 1
−1 2 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (3− t)

∣∣∣∣4− t 1
2 5− t

∣∣∣∣ = (3− t)
(
(4− t)(5− t)− 2

)
= (3− t)(t2 − 9t+ 18) = −(t− 3)2(t− 6)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 3 πολλαπλότητας δυο και λ2 = 6 πολλαπλότητας ένα.

Για τον ιδιόχωρο VA(3) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα: 1
2 −1

2 −1
−1

2
1
2 1

−1 1 2

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒

 x− y − 2z = 0
−x+ y + 2z = 0
−x+ y + 2z = 0

=⇒ x = y + 2z

και άρα

VA(3) =


x
y
z

 ∈ R3

∣∣∣ x = y + 2z

 =


y + 2z

y
z

 ∈ R3

∣∣∣ y, z ∈ R


=

y

1
1
0

+ z

2
0
1

 ∈ R3

∣∣∣ y, z ∈ R

 =⇒ VA(3) = L

1
1
0

 ,

2
0
1


Το παραπάνω σύνολο διανυσµάτων αποτελεί µια ϐάση του ιδιόχωρου VA(3) η οποία όµως δεν είναι ορθογώνια.
Για να ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση του VA(3) εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt:

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε X1 =

1
1
0

 και X2 =

2
0
1

. Τότε Y1 = X1 =

1
1
0

 και

Y2 = X2 −
⟨X2, Y1⟩
⟨Y1, Y1⟩

· Y1 =

2
0
1

−

〈2
0
1

 ,

1
1
0

〉

⟨

〈1
1
0

 ,

1
1
0

〉 ·

1
1
0



=

2
0
1

−

1
1
0


=

 1
−1
1
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Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων y⃗1 και y⃗2:

∥Y1∥ =

∥∥∥∥∥∥
1
1
0

∥∥∥∥∥∥ =

√√√√√〈
1
1
0

 ,

1
1
0

〉 =
√
2

∥y⃗2∥ =

∥∥∥∥∥∥
 1
−1
1

∥∥∥∥∥∥ =

√√√√√〈
 1
−1
1

 ,

 1
−1
1

〉 =
√
3

Τότε µια ορθοκανονική ϐάση του VA(3) είναιF1 =
1√
2

1
1
0

 , F2 =
1√
3

 1
−1
1


Για τον ιδιόχωρο VA(6) έχουµε το οµεγενές σύστηµα:−5

2 −1
2 −1

−1
2 −5

2 1
−1 1 −1

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒

 −5x− y − 2z = 0
−x− 5y + 2z = 0
−x+ y − z = 0

Προσθέτοντας τις δύο πρώτες εξισώσεις ϐρίσκουµε x = −y και αντικαθιστώντας στη τρίτη έχουµε ότι z = 2y.
Εποµένως έχουµε:

VA(6) =


x
y
z

 ∈ R3

∣∣∣ x = −y και z = 2y

 =

y ·

−1
1
2

 ∈ R3

∣∣∣ y ∈ R

 = L

−1
1
2


και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιόχωρου V(6) είναιF3 =

1√
6

−1
−1
2


Συνεπώς οι κύριοι άξονες της τετραγωνικής µορφής q είναιF1 =

1√
2

1
1
0

 , F2 =
1√
3

 1
−1
1

 , F3 =
1√
6

−1
−1
2


και η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονες γράφεται ως εξής :

q(x′, y′, z′) = 3(x′)2 + 3(y′)2 + 6(z′)2 □

΄Ασκηση 9. Να προσδιορισθεί το είδος των καµπύλων οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις :

(C1) : xy = 1

(C2) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 1

Λύση. Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q(x, y) = xy είναι

A =

(
0 1

2
1
2 0

)
και το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι

PA(λ) =

∣∣∣∣−λ 1
2

1
2 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1

4

Συνεπώς έχουµε τις απλές ιδιοτιµές λ1 = 1
2 και λ2 = −1

2 . Τότε στους κύριους άξονες {ϵ⃗1, ϵ⃗2} η τετραγωνική
µορφή q γράφεται ως εξής :

q(x′, y′) =
1

2
(x′)2 − 1

2
(y′)2
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και άρα η καµπύλη (C1) : xy = 1 παριστάνει υπερβολή αφού

(C1) :
1

2
(x′)2 − 1

2
(y′)2 = 1 =⇒ (x′)2 − (y′)2 = 2 : υπερβολή

Για τη καµπύλη (C2) έχουµε ότι πίνακας της τετραγωνικής µορφής q(x, y) = 5x2 − 4xy + 8y2 είναι

A =

(
5 −2

−2 8

)
και υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(λ) =

∣∣∣∣5− λ −2
−2 8− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(8− λ)− 4 = λ2 − 13λ+ 36 = (λ− 9)(λ− 4)

Εποµένως έχουµε τις απλές ιδιοτιµές λ1 = 9 και λ2 = 4. Τότε στους κύριους άξονες {ϵ⃗1, ϵ⃗2} η τετραγωνική
µορφή q γράφεται ως εξής :

q(x′, y′) = 9(x′)2 + 4(y′)2

και άρα η καµπύλη (C2) : 5x2 − 4xy + 8y2 = 1 παριστάνει έλλειψη διότι

(C2) : 9(x′)2 + 4(y′)2 = 1 =⇒ (x′)2

(13)
2
+

(y′)2

(12)
2
= 1 : έλλειψη

□

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 13x2 + 24y2 + 29z2 + 28xy + 8xz + 36yz

(1) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.

(2) Να ϐρεθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | q(x, y, z) = 1

}
(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A της τετραγωνική µορφής q είναι ϑετικός και να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα

του A.

Λύση. Θεωρούµε τον πίνακα της τετραγωνικής µορφής q στην συνήθη (ορθοκανονική) ϐάση του R3:

A =

13 14 4
14 24 18
4 18 29


(1) Εύκολα υπολογίζουµε ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A είναι το

PA(t) = |A− tI3| = −(t− 49)(t− 1)(t− 16)

΄Αρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :

λ1 = 49, λ2 = 1, λ3 = 16

και ιδιαίτερα έπεται ότι ο πίνακας A είναι ϑετικός.

Με τη συνήθη διαδικασία, έχουµε την ακόλουθη περιγραφή των αντίστοιχων ιδιοχώρων

VA(49) =

x

1/2
1
1

 ∈ R3 | x ∈ R


VA(1) =

x

 2
−2
1

 ∈ R3 | x ∈ R


VA(16) =

x

 −1
−1/2

1

 ∈ R3 | x ∈ R
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Εποµένως τα διανύσµατα

G1 =

1/2
1
1

 , G2 =

 2
−2
1

 , G3 =

 −1
−1/2

1


είναι ϐάσεις των ιδιοχώρων VA(49), VA(1), και VA(16) αντίστοιχα.

Παρατηρούµε ότι τα παρεαπάνω διανύσµατα είναι ανά δύο ορθογώνια1, και εποµένως, ϑέτονταςF1 =
G1

∥G1∥
=

2

3

1/2
1
1

 , F2 =
G2

∥G2∥
=

1

3

 2
−2
1

 , F3 =
G3

∥G3∥
=

2

3

 −1
−1/2
1


αποκτούµε µια ορθοκανονική ϐάση του R3, και τα διανύσµατα F1, F2, F3 είναι οι κύριοι άξονες της
τετραγωνικής µορφής q.

Η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονες γράφεται ως εξής :

q(x′, y′, z′) = 49(x′)2 + (y′)2 + 16(z′)2

(2) Από το µέρος (2) ϑα έχουµε:

S =
{
(x′, y′, z′) ∈ R3 | q(x′, y′, z′) = 1

}
=
{
(x′, y′, z′) ∈ R3 | 49(x′)2 + (y′)2 + 16(z′)2 = 1

}
=

=

{
(x′, y′, z′) ∈ R3

∣∣∣ (x′)2
(17)

2
+

(y′)2

12
+

(z′)2

(12)
2
= 1

}
και εποµένως η δευτεροβάθµια επιφάνεια S είναι ένα ελλειψοειδές.

(3) Θεωρούµε τον ορθογώνιο πίνακα

P =
(
F1 F2 F3

)
=

1/3 2/3 −2/3
2/3 −2/3 −1/3
2/3 1/3 2/3


ο οποίος έχει την ιδιότητα

tP ·A · P =

49 0 0
0 1 0
0 0 16


Τότε η τετραγωνική ϱίζα του πίνακα A είναι ο πίνακας

√
A = P ·

7 0 0
0 1 0
0 0 4

 · tP =

3 2 0
2 4 2
0 2 5

 □

΄Ασκηση 11. Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 9x2 − 4xy + 6y2 + 3z2 + 2
√
5x+ 4

√
5y + 12z + 16 = 0

Λύση. Θεωρούµε την απεικόνιση

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 9x2 − 4xy + 6y2 + 3z2

Τότε η απεικόνιση q είναι µια τετραγωνική µορφή της οποίας ο πίνακας είναι

A =

 9 −2 0
−2 6 0
0 0 3


1Αυτό το περιµένουµε διότι τα παραπάνω διανύσµατα είναι ιδιοδιανύσµατα του A τα οποία αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές

του A.
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Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
9− t −2 0
−2 6− t 0
0 0 3− t

∣∣∣∣∣∣ = (3− t) ·
∣∣∣∣9− t −2
−2 6− t

∣∣∣∣ = · · · = −(t− 10) · (t− 5) · (t− 3)

και άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι οι εξής :

λ1 = 10, λ2 = 5, λ3 = 3

Στη συνέχεια υπολογίζουµε ορθοκανονικές ϐάσεις των αντίστοιχων ιδιοχώρων. Εύκολα ϐρίσκουµε τα εξής :

VA(10) = L

 2
−1
0

 =⇒ ΟΚΒ του VA(10) :

F1 =


2√
5

− 1√
5

0




VA(5) = L
(1

2
0

) =⇒ ΟΚΒ του VA(5) :

F2 =


1√
5
2√
5

0




VA(3) = L

0
0
1

 =⇒ ΟΚΒ του VA(3) :

F3 =

0
0
1


Τότε το σύνολο

{
F1, F2, F3

}
είναι µια ορθοκανονική ϐάση του R3 η οποία αποτελείται από τους κύριους

άξονες της τετραγωνικής µορφής q.

Θέτοντας

P =


2√
5

1√
5

0

− 1√
5

2√
5

0

0 0 1


αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα για τον οποίο ισχύει ότι

tP ·A · P =

10 0 0
0 5 0
0 0 3


Σηµειώνουµε ότι |P | = 1 και άρα από το Θεώρηµα του Euler, ο ορθογώνιος πίνακας P γεωµετρικά

παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από άξονα (ϵ) κατά γωνία θ.

΄Εστω X =

x
y
z

 ∈ R3. Επειδή το σύνολο
{
F1, F2, F3

}
είναι µια (ορθοκανονική) ϐάση του R3, ϑα έχουµε

µοναδική γραφή γράφεται ως :

X =

x
y
z

 = x′F1 + y′F2 + z′F3

και γνωρίζουµε ότι :x
y
z

 = P ·

x′

y′

z′

 =⇒ x =
−2x′ + y′√

5
, y =

x′ + 2y′√
5

, z = z′
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Τότε η εξίσωση της αρχικής επιφάνειας γράφεται ως εξής :

10(x′)2 + 5(y′)2 + 3(z′)2 + 2(−2x′ + y′) + 4(x′ + 2y′) + 12z′ + 16 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5(y′)2 + 3(z′)2 + 10y′ + 12z′ + 16 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5
(
(y′)2 + 2y′ + 1

)
+ 3
(
(z′)2 + 4z′ + 4

)
+ 16− 17 = 0

=⇒ 10(x′)2 + 5
(
(y′)2 + 2y′ + 1

)
+ 3
(
(z′)2 + 4z′ + 4

)
= 1 (S′)

Η επιφάνεια (S′) προέκυψε από την αρχική επιφάνεια S µετά από στροφή των αξόνων η οποία προσδιορίζεται
από τον ορθογώνιο πίνακα P .

Τέλος ϑέτοντας
x′′ = x′, y′′ = y′ + 1, z′′ = z′ + 2

δηλαδή εφαρµόζοντας την παράλληλη µεταφορά

(x′, y′, z′) 7−→ (x′′, y′′, z′′) = (x′, y′, z′) + (0, 1, 2)

η επιφάνεια (S′) γράφεται
10(x′′)2 + 5(y′′)2 + 3(z′′)2 = 1

δηλαδή
(x′′)2

( 1√
10
)2

+
(y′′)2

( 1√
5
)2

+
(z′′)2

( 1√
3
)2

= 1 (S′′)

η οποία παριστάνει ελλειψοειδές στο νέο σύστηµα συντεταγµένων το οποίο προέκυψε µετά από στροφή και
παράλληλη µεταφορά. Εποµένως και η αρχική επιφάνεια (S) είναι ένα ελλειψοειδές. □

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy

(1) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονές της, οι οποίοι και να ϐρεθούν.

(2) Να προσδιορισθεί το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy = 8

(3) Να δείξετε ότι ο πίνακας A της τετραγωνικής µορφής q είναι ϑετικός και στη συνέχεια να ϐρεθεί συµµε-

τρικός και αντιστρέψιµος πίνακας B έτσι ώστε : B2 = A.

Λύση. (1) Ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q είναι

A =

 3 −1 0
−1 3 0
0 0 2


Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A. ΄Εχουµε:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
3− t −1 0
−1 3− t 0
0 0 2− t

∣∣∣∣∣∣ = (2− t)
(
(3− t)2 − 1

)
= (2− t)2(4− t)

και άρα οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 2 µε πολλαπλότητα ίση µε δυο και λ2 = 4 η οποία είναι
απλή.

Για τον ιδιόχωρο VA(2) λύνουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα: 1 −1 0
−1 1 0
0 0 0

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = y
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και άρα

V(2) =


x
y
z

 ∈ R3

∣∣∣ x = y

 =


x
x
z

 ∈ R3

∣∣∣ x, z ∈ R

 =

=

x

1
1
0

+ z

0
0
1

 ∈ R3

∣∣∣ x, z ∈ R

 =⇒ V(2) = L

1
1
0

 ,

0
0
1


Το σύνολο διανυσµάτων 

1
1
0

 ,

0
0
1


αποτελεί µια ϐάση τπου VA(2) η οποία παρατηρούµε ότι είναι ορθογώνια. Εποµένως το σύνολο
διανυσµάτων F1 =

1√
2

1
1
0

 , F2 =

0
0
1


αποτελεί µια ορθοκανονική ϐάση τοπυ VA(2).

Για τον ιδιόχωρο VA(4) έχουµε το παρακάτω οµογενές σύστηµα:−1 −1 0
−1 −1 0
0 0 −2

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒ y = −x και z = 0

και άρα

VA(4) =


x
y
z

 ∈ R3

∣∣∣ y = −x και z = 0

 =


 x
−x
0

 ∈ R3

∣∣∣ x ∈ R

 = L

 1
−1
0


Συνεπώς µια ορθοκανονική ϐάση του VA(4) αποτελεί το σύνολοF3 =


1√
2

− 1√
2

0




Το σύνολο
{
F1, F2, F3

}
αποτελεί τότε µια ορθοκανονική ϐάση του R3 η οποία αποτελείται από τους

κύριους άξονες της τετραγωνικής µορφής q. ∆ηλαδή οι κύριοι άξονες της q είναιF1 =


1√
2
1√
2

0

 , F2 =

0
0
1

 , F3 =


1√
2

− 1√
2

0




και η τετραγωνική µορφή q στους κύριους άξονες γράφεται ως εξής :

q(x′, y′, z′) = 2(x′)2 + 2(y′)2 + 4(z′)2

(2) Από το µέρος (2) έχουµε ότι

(S′) : 2(x′)2 + 2(y′)2 + 4(z′)2 = 8 =⇒ (x′)2

(2)2
+

(y′)2

(2)2
+

(z′)2

(
√
2)2

= 1

και άρα το είδος της τετραγωνικής επιφάνειας η οποία ορίζεται από την εξίσωση:

(S) : 3x2 + 3y2 + 2z2 − 2xy = 8

είναι ελλειψοειδές.
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(3) Από το ερώτηµα (1) έχουµε ότι οι ιδιοτιµές του πίνακα A είναι λ1 = 2 > 0, λ2 = 4 > 0 και άρα ο
πίνακας A είναι ϑετικός. Πάλι από το ερώτηµα (1) γνωρίζουµε ότι υπάρχει ορθογώνιος πίνακας

P =


1√
2

0 1√
2

1√
2

0 − 1√
2

0 1 0


έτσι ώστε

tP ·A · P =

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 =⇒ A = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP

Θεωρούµε το πίνακα

B = P ·

√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

 · tP = · · · =


1√
2
+ 1 1√

2
− 1 0

1√
2
− 1 1√

2
+ 1 0

0 0
√
2


Τότε

B2 = P ·

√
2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

2

· tP = P ·

2 0 0
0 2 0
0 0 4

 · tP = A

και εποµένως :

√
A =


1√
2
+ 1 1√

2
− 1 0

1√
2
− 1 1√

2
+ 1 0

0 0
√
2

 □

΄Ασκηση 13. ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και έστω

f, g : E −→ E

δύο αυτοπροσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1)
f ◦ g = g ◦ f

(2) Υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση B του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

Λύση. • (1) =⇒ (2) ΄Εστω ότι f ◦g = g ◦f . Επειδή οι f και g είναι αυτοπροσαρτηµένοι, οι f και g έχουν όλες
τις ιδιοτιµές τους στο R. ΄Εστω λ µια ιδιοτιµή του f και έστω Vf (λ) ο αντίστοιχος ιδιοχώρος. Αν x⃗ ∈ Vf (λ),
τότε f(x⃗) = λx⃗ και τότε :

f(x⃗) = λx⃗ =⇒ g(f(x⃗)) = g(λx⃗) =⇒ (g◦f)(x⃗)) = λg(x⃗) =⇒ (f◦g)(x⃗)) = λg(x⃗) =⇒ f(g(x⃗)) = λg(x⃗)

Η παραπάνω σχέση δείχνει ότι g(Vf (λ)) ⊆ Vf (λ), και αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να ορίσουµε τον επα-
γόµενο ενδοµορφισµό

g′ = g|Vf (λ) : Vf (λ) −→ Vf (λ), g′(x⃗) = g(x⃗)

Προφανώς ο ενδοµορφισµός g′ του Vf (λ) είναι αυτοπροσαρτηµένος διότι ο ενδοµορφισµός g είναι αυτοπρο-
σαρτηµένος. Από το Φασµατικό Θεώρηµα, υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση του Vf (λ) η οποία αποτελείται
από ιδιοδιανύσµατα του g′. Προφανώς τότε τα ιδιοδιανύσµατα του g′ είναι και ιδιοδιανύσµατα του g. Από
την άλλη πλευρά τα ιδιοδιανύσµατα αυτά είναι και ιδιοδιανύσµατα του f διότι είναι µη-µηδενικά (επειδή
αποτελούν ϐάση του Vf (λ)) και ανήκουν στον ιδιοχώρο Vf (λ). Εποµένως, για κάθε ιδιοτιµή λ του f υπάρχει
µια ορθοκανονική ϐάση του Vf (λ) η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

Επειδή ο f , ως αυτοπροσαρτηµένος, είναι διαγωνοποιήσιµος, έπεται ότι µπορούµε να γράψουµε:

E = Vf (λ1)⊕ Vf (λ2)⊕ · · · ⊕ Vf (λk) και i ̸= j =⇒ Vf (λi)⊥Vf (λj)

όπου λ1, λ2, · · · , λk είναι οι διακεκριµένες ιδιοτιµές του f . ΄Εστω Bi µια ορθοκανονική ϐάση του ιδιοχώρου
Vf (λi), 1 ≤ i ≤ k. Τότε επειδή το παραπάνω άθροισµα είναι ορθογώνιο ευθύ άθροισµα, έπεται ότι το σύνολο

B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk
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είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g.

• (2) =⇒ (1) ΄Εστω
B =

{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
µια ορθοκανονική ϐάση του E η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f και του g. Για κάθε i =
1, 2, · · · , n, έστω ότι

f(e⃗i) = λie⃗i και g(e⃗i) = µie⃗i

Τότε, ∀i = 1, 2, · · · , n:

(f ◦ g)(e⃗i) = f(g(e⃗i)) = f(µie⃗i) = µif(e⃗i) = µiλie⃗i = λiµie⃗i = λig(e⃗i) = g(λie⃗i) = g(f(e⃗i) = (g ◦ f)(e⃗i)

Τότε για κάθε x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n ∈ E, ϑα έχουµε:

(f ◦ g)(x⃗) = f(g(x⃗)) = f

(
g

(
n∑

i=1

xie⃗i

))
=

n∑
i=1

xif(µie⃗i) =
n∑

i=1

xiµif(e⃗i) =

(
n∑

i=1

xiµiλi

)
e⃗i =

=

(
n∑

i=1

xiλiµi

)
e⃗i =

n∑
i=1

xiλig(e⃗i) =

n∑
i=1

xig(λie⃗i) = g

(
n∑

i=1

xiλie⃗i

)
= g(f(x⃗) = (g ◦ f)(x⃗)

Εποµένως : f ◦ g = g ◦ f . □

΄Ασκηση 14. ΄Εστω A και B δύο συµµετρικοί n× n πίνακες πραγµατικών αριθµών. Να δειχθεί ότι :

A ·B = B ·A ⇐⇒ υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε : tP ·A · P = ∆ και
tP ·B · P = Γ

όπου οι πίνακες ∆ και Γ είναι διαγώνιοι.

Λύση. Θεωρούµε τους ενδοµορφισµούς

fA : Rn −→ Rn, fA(X) = A ·X

fB : Rn −→ Rn, fB(X) = B ·X
Οι ενδοµορφισµοί fA fB είναι αυτοπροσαρτηµένοι, διότι οι πίνακές τους στη συνήθη ϐάση του Rn, η οποία
είναι ορθοκανονική, είναι οι συµµετρικοί πίνακες A και B. Επειδή προφανώς:

fA ◦ fB = fB ◦ fA ⇐⇒ A ·B = B ·A

από την ΄Ασκηση 13 έπεται ότι A · B = B · A αν και µόνον αν υπάρχει µια ορθοκανονική ϐάση B ={
F1, F2, · · · , Fn

}
του Rn η οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του fA και του fB, δηλαδή από ιδιοδια-

νύσµατα του A και του B. ΄Ετσι αν A ·B = B ·A, τότε ϑέτοντας

P =
(
F1 F2 · · · Fn

)
αποκτούµε έναν ορθογώνιο πίνακα P έτσι ώστε :

tP ·A · P = ∆ και tP ·B · P = Γ

όπου οι πίνακες ∆ και Γ είναι διαγώνιοι. Αντίστροφα, αν υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε οι
παραπάνω σχέσεις να ικανοποιούνται, τότε ϑα έχουµε

A = P ·∆ · tP και B = P · Γ · tP

και τότε, επειδή P · tP = In = tP · P και επειδή2 Γ ·∆ = ∆ · Γ, ϑα έχουµε:

A ·B = P ·∆ · tP · P · Γ · tP = P ·∆ · Γ · tP = P · Γ ·∆ · tP = P · Γ · tP · P ·∆ · tP = B ·A □

2∆ιαγώνιοι πίνακες µετατίθενται.
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΄Ασκηση 15 (Πολική Ανάλυση Ενδοµορφισµού). ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης

και έστω

f : E −→ E

ένας ενδοµορφισµός του E. Να δειχθεί ότι υπάρχει µια ισοµετρία h : E −→ E του E και ένας µη-αρνητικός

(αυτοπροσαρτηµένος) ενδοµορφισµός g : E −→ E του E έτσι ώστε :

f = h ◦ g, δηλαδή h∗ ◦ h = IdE και g∗ = g ≥ 0

Επιπλέον ο f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν ο g είναι ϑετικός : Det(f) ̸= 0 ⇐⇒ g > 0.

Λύση. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό
f∗ ◦ f : E −→ E

ο οποίος είναι αυτοπροσαρτηµένος, διότι :

(f∗ ◦ f)∗ = f∗ ◦ (f∗)∗ = f∗ ◦ f
και µη-αρνητικός, διότι :

⟨(f∗ ◦ f)(x⃗), x⃗ ⟩ = ⟨x⃗, f∗ ◦ f)(x⃗)⟩ = ⟨x⃗, f∗(f(x⃗))⟩ = ⟨f(x⃗), f(x⃗)⟩ = ∥f(x⃗)∥2 ≥ 0

Επειδή ο ενδοµορφισµός f∗ ◦ f είναι αυτοπροσαρτηµένος και µη-αρνητικός, υπάρχει µια τετραγωνική ϱίζα√
f∗ ◦ f του f∗ ◦ f , δηλαδή ο ενδοµορφισµός√

f∗ ◦ f : E −→ E είναι αυτοπροσαρτηµένος, µη-αρνητικός και
(√

f∗ ◦ f
)2

= f∗ ◦ f
΄Εστω x⃗ ∈ E. Τότε :

∥
√
f∗ ◦ f(x⃗)∥2 = ⟨

√
f∗ ◦ f(x⃗),

√
f∗ ◦ f(x⃗) ⟩ =

〈√
f∗ ◦ f

∗(√
f∗ ◦ f(x⃗)

)
, x⃗
〉
=
〈(√

f∗ ◦ f ◦
√
f∗ ◦ f

)
(x⃗), x⃗

〉
=

=

〈(√
f∗ ◦ f

)2
(x⃗), x⃗

〉
= ⟨(f∗ ◦ f)(x⃗), x⃗ ⟩ = ⟨(f∗(f(x⃗)), x⃗ ⟩ = ⟨f(x⃗), f(x⃗) ⟩ = ∥f(x⃗)∥2

΄Αρα, ∀x⃗ ∈ E: ∥∥√f∗ ◦ f (x⃗)
∥∥ =

∥∥f(x⃗)∥∥
Αν x⃗ ∈ E, ϑα έχουµε:

x⃗ ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(x⃗) = 0⃗ ⇐⇒
∥∥f(x⃗)∥∥ = 0 ⇐⇒

∥∥√f∗ ◦ f (x⃗)
∥∥ = 0 ⇐⇒

√
f∗ ◦ f (x⃗) = 0⃗

⇐⇒ x⃗ ∈ Ker
(√

f∗ ◦ f
)

΄Αρα ϑα έχουµε:
Ker(f) = Ker

(√
f∗ ◦ f

)
Ορίζουµε απεικόνιση

h1 : Im
(√

f∗ ◦ f
)

−→ Im(f), h1
((√

f∗ ◦ f
))
(x⃗) = f(x⃗)

Η παραπάνω απεικόνιση είναι καλά ορισµένη διότι αν
(√

f∗ ◦ f
)
(x⃗) =

(√
f∗ ◦ f

)
(y⃗), τότε

(√
f∗ ◦ f

)
(x⃗ −

y⃗) = 0⃗, δηλαδή x⃗ − y⃗ ∈ Ker
(√

f∗ ◦ f
)
= Ker(f), και εποµένως f(x⃗ − y⃗) = 0⃗. ΄Αρα

(√
f∗ ◦ f

)
(x⃗) =

f(x⃗) = f(y⃗) =
(√

f∗ ◦ f
)
(x⃗)(y⃗). ΄Αρα η απεικόνιση h1 είναι καλά ορισµένη και εύκολα ϐλέπουµε ότι

είναι γραµµική. Αν f(x⃗) ∈ Im(f), τότε h1
((√

f∗ ◦ f
))
(x⃗) = f(x⃗) και εποµένως η απεικόνιση h1 είναι

επιµορφισµός. Επιπλέον, ∀y⃗ =
(√

f∗ ◦ f
)
(x⃗), ϑα έχουµε:

∥h1(y⃗∥ =
∥∥h1((√f∗ ◦ f

)
(x⃗)
)∥∥ = ∥f(x⃗)∥ =

∥∥√f∗ ◦ f (x⃗)
∥∥

και εποµένως ο ενδοµορφισµός h1 είναι µια ισοµετρία. Θα επεκτείνουµε την ισοµετρία h1 σε µια ισοµετρία

h : E −→ E

ως εξής. ΄Εστω B1 =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k

}
µια ορθοκανονική ϐάση του Im

(√
f∗ ◦ f

)
την οποία επεκτείνουµε σε

µια ορθοκανονική ϐάση B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗k, e⃗k+1, · · · , e⃗n

}
του E. Επειδή η γραµµική απεικόνιση h1 είναι

ισοµετρία, έπεται ότι το σύνολο C1 =
{
ϵ⃗1 = h1(e⃗1), ϵ⃗2 = h1(e⃗2), · · · , ϵ⃗k = h1(e⃗k)

}
είναι µια ορθοκανονική

ϐάση του Im(f) την οποία συµπληρώνουµε σε µια ορθοκανονική ϐάση C =
{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗k, ϵ⃗k+1, · · · , ϵ⃗n

}
του

E. Ορίζουµε τότε h : E −→ E να είναι ο µοναδικός ενδοµορφισµός h έτσι ώστε h(e⃗i) = ϵ⃗i, 1 ≤ i ≤ n. Επειδή
ο h στέλνει ορθοκανονική ϐάση σε ορθοκανονική ϐάση, έπεται ότι ο h είναι ισοµετρία.
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Θεωρούµε τη σύνθεση ενδοµορφισµών

E

√
f∗◦f // E

h // E

Τότε, ∀x⃗ ∈ E: (
h ◦
(√

f∗ ◦ f
))

(x⃗) = h
(√

f∗ ◦ f
)
(x⃗)
)
= h1

((√
f∗ ◦ f

))
(x⃗) = f(x⃗)

Εποµένως
f = h ◦

(√
f∗ ◦ f

)
όπου ο ενδοµορφισµός h είναι ισοµετρία και ο ενδοµορφισµός g =

√
f∗ ◦ f είναι αυτοπροσαρτηµένος και

µη-αρνητικός.
Αν ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός, τότε και ο ενδοµορφισµός f∗ ◦ f είναι ϑετικός διότι αν

⟨(f∗ ◦ f)(x⃗), x⃗ ⟩ = 0 =⇒ ∥f(x⃗)∥2 = 0 =⇒ f(x⃗) = 0⃗ =⇒ x⃗ = 0⃗

΄Αρα f∗ ◦ f > 0. Επειδή γνωρίζουµε ότι η τετραγωνική ϱίζα ϑετικού ενδοµορφισµού είναι ϑετικός ενδοµορφι-
σµός, έπεται ότι ο ενδοµορφισµός

√
f∗ ◦ f είναι ϑετικός.

Αντίστροφα, αν ο ενδοµορφισµός ο ενδοµορφισµός
√
f∗ ◦ f είναι ϑετικός, τότε ιδιαίτερα είναι ισοµορφι-

σµός. Επειδή ο ενδοµορφισµός h είναι ισοµετρία, και άρα ισοµορφισµός, και επειδή f = h ◦
(√

f∗ ◦ f
)
,

έπεται ότι ο ενδοµορφισµός f είναι ισοµορφισµός. □

Παρατήρηση. Αν f : E −→ E είναι ένας ενδοµορφισµός του E, τότε εργαζόµεµνοι µε τον ενδοµορφισµό f ◦
f∗ : E −→ E, προκύπτει ότι υπάρχει ισοµετρία v του E και µη-αρνητικός ενδοµορφισµός v του E έτσι ώστε :

f = v ◦ u, δηλαδή v∗ ◦ v = IdE και u∗ = u ≥ 0

Επιπλέον : ο f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν ο u είναι ϑετικός : Det(f) ̸= 0 ⇐⇒ u > 0. ■

΄Ασκηση 16. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R), υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P και µη-αρνητικός συµµετρικός

πίνακας U έτσι ώστε :

A = P · U
Επιπλέον ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο πινακας U είναι συµµετρικός και ϑετικός.

Λύση. Θεωρούµε τον ενδοµορφισµό

fA : Rn −→ Rn, fA(X) = A ·X
Τότε από την ΄Ασκηση 15, έπεται ότι υπάρχει ισοµετρία h του Rn και µη-αρνητικός αυτοπροσαρτηµένος
ενδοµορφισµός g του Rn έτσι ώστε :

fA = h ◦ g
Ο πίνακας του ενδοµορφισµού fA στην κανονική ϐάση B του Rn, η οποία είναι ορθοκανονική, είναι ο A, ο
πίνακας της ισοµετρίας h στην ορθοκανονική ϐάση B είναι ένας ορθογώνιος πίνακας P , και ο πίνακας του
µη-αρνητικού αυτοπροσαρτηµένου ενδοµορφισµού g στην ορθοκανονική ϐάση B είναι ένας µη-αρνητικός
συµµετρικός πίνακας U . Εποµένως ϑα έχουµε:

A = P · U, όπου : tP · P = In και tU = U ≥ 0 □

Παρατήρηση. Για κάθε πίνακα A ∈ Mn(R), υπάρχει ορθογώνιος πίνακας Q και µη-αρνητικός συµµετρικός

πίνακας V έτσι ώστε :

A = V ·Q
Επιπλέον ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο πινακας V είναι συµµετρικός και ϑετικός. ■
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΄Ασκηση 17 (Νόµος Αδρανείας του Sylvester). ΄Εστω (E, ⟨, ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης

dimR E = n, και

q : E −→ R
µια τετραγωνική µορφή επί του E. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϐάση C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
του E έτσι ώστε

q(x1ϵ⃗1 + x2ϵ⃗2 + · · ·+ xnϵ⃗n) = x21 + · · ·+ x2s − x2s+1 − · · · − x2r

και οι ϑετικοί ακέραιοι s και r, άρα και το Ϲεύγος (s, r), εξαρτώνται µόνο από την τετραγωνική µορφή q.

Λύση. Από τον ορισµό της τετραγωνικής µορφής q, υπάρχει ορθοκανονική ϐάση B =
{
e⃗1, e⃗2, · · · , e⃗n

}
του

E, και συµµετρικός n× n πίνακας πραγµατικών αριθµών A = (aij), έτσι ώστε :
Για κάθε x⃗ = x1e⃗1 + x2e⃗2 + · · ·+ xne⃗n ∈ E:

q(x⃗) = tX ·A ·X, όπου X =


x1
x2
...
xn


΄Εστω D =

{
ε⃗1, ε⃗2, · · · , ε⃗n

}
οι κύριοι άξονες της q, δηλαδή το σύνολο D είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E

και, αν λ1, λ2, · · · , λn είναι οι ιδιοτιµές του συµµετρικού πίνακα A, τότε, ∀x⃗ = x1ε⃗1+x2ε⃗2+ · · ·+xnε⃗n ∈ E:

q(x⃗) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·+ λnx

2
n

Υπενθυµίζουµε ότι επειδή ο πίνακας A είναι συµµετρικός από το Φασµατικό Θεώρηµα, υπάρχει ορθογλώνιος
πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας tP ·A ·P να είναι ένας διαγώνιος πίνακας ∆ και στη διαγώνιο είναι οι ιδιοτιµές
του πίνακα A. Τότε οι συνιστώσες των κυρίων αξόνων στην ορθοκανονική ϐάση B δίνονται από τις στήλες του
ορθογλωνιου πίνακα P .

Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, διαφορετικά αναδιατάσσουµε τα διανύσµατα της ϐάσης B, µπορούµε να
υποθέσουµε ότι οι ιδιοτιµές λ1, λ2, · · · , λs είναι ϑετικές, οι ιδιοτιµές λs+1, λs+2, · · · , λr είναι αρνητικές, και
οι υπολοιπες ιδιοτιµές λr+1, λr+2, · · · , λn είναι ίσες µε µηδέν. Προφανώς ο αριθµός r συµπίπτει µε τη
ϐαθµίδα του πίνακα A, διότι r(A) = r(∆) = r. Θεωρούµε το σύνολο διανυσµάτων:

ϵ⃗1 =
1√
λ1

ε⃗1, ϵ⃗2 =
1√
λ2

ε⃗2, · · · , ϵ⃗s =
1√
λs

ε⃗s

ϵ⃗s+1 =
1√

−λs+1

ε⃗s+1, ϵ⃗s+2 =
1√

−λs+2

ε⃗s+2, · · · , ϵ⃗r =
1√
−λr

ε⃗r

ϵ⃗r+1 = ε⃗r+1, ϵ⃗r+2 = ε⃗r+2, · · · , ϵ⃗n = ε⃗n

Τότε προφανώς το σύνολο διανυσµάτων
C =

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗n

}
είναι µια ϐάση του E και ο πίνακας της τετραγωνικής µορφής q στη ϐάση C είναι διαγώνιος, και τα πρώτα s
διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε 1, τα επόµενα r− s διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε −1, και τα υπόλοιπα n− r
στοιχεία τηες διαγωνίου είναι ίσα µε 0. ΄Αρα το πλήθος των µη-µηδενικών στοιχείων του διαγώνιου πίνακα
είναι ίσο µε r. ΄Αρα r(A) = r.

Τότε, για κάθε διάνυσµα x⃗ = x1ϵ⃗1 + x2ϵ⃗2 + · · ·+ xnϵ⃗n ∈ E:

q(x⃗) = x21 + x22 + · · ·+ x2s − x2s+1 − x2s+2 − · · · − x2r

΄Εστω
C′ =

{
ϵ⃗ ′1, ϵ⃗

′
2, · · · , ϵ⃗ ′n

}
µια άλλη ϐάση στην οποία ο πίνακας της q είναι, ∀x⃗ = x1ϵ⃗1 + x2ϵ⃗2 + · · ·+ xnϵ⃗n ∈ E:

q(x⃗) = x21 + x22 + · · ·+ x2s′ − x2s′+1 − x2s′+2 − · · · − x2r′

Τότε ο πίνακας της q στη ϐάση B είναι διαγώνιος και τα πρώτα s′ διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε 1, τα επόµενα
r′ − s′ διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε −1, και τα υπόλοιπα n− r στοιχεία τηες διαγωνίου είναι ίσα µε 0. ΄Αρα
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το πλήθος των µη-µηδενικών στοιχείων του διαγώνιου πίνακα είναι ίσο µε r′. ΄Αρα r(A) = r′. Εποµένως
r′ = r(A) = r. ΄Εστω

U = L
(
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗s

)
ο υπόχωρος του E ο οποίος παραγεται από τα διανύσµατα

{
ϵ⃗1, ϵ⃗2, · · · , ϵ⃗s

}
, και

V = L
(
ϵ⃗ ′s′+1, ϵ⃗

′
s′+2, · · · , ϵ⃗ ′n

)
ο υπόχωρος του E ο οποίος παραγεται από τα διανύσµατα

{
ϵ⃗ ′s′+1, ϵ⃗

′
s′+2, · · · , ϵ⃗ ′n

}
.

Προφανώς ϑα έχουµε:

∀x⃗ ∈ U : q(x⃗) ≥ 0 και ∀x⃗ ∈ V : q(x⃗) ≤ 0

Επειδή ∀x⃗ ∈ U έχουµε q(x⃗) = 0 αν και µόνον αν x⃗ = 0⃗ και ∀x⃗ ∈ V έχουµε q(x⃗) = 0 αν και µόνον αν x⃗ = 0⃗,
έπεται ότι Εποµένως :

∀x⃗ ∈ U ∩ V : q(x⃗) = 0 και άρα : x⃗ = 0⃗

΄Αρα το άθροισµα υπόχωρων U+ V είναι ευθύ, δηλαδή U+ V = U⊕ V, και εποµένως

s+ n− s′ = dimRU+ dimRV = dimR(U⊕ V) = dimR(U+ V) ≤ n =⇒ s ≤ s′

Παρόµοια δείχνουµε, εναλλάσσοντας τους ϱόλους των ϐάσεων C και C′ ότι s′ ≤ s. Εποµένως :

s = s′ □

Το Ϲεύγος ϑετικών ακεραίων το Ϲεύγος (s, r) στην παράπανω ΄Ασκηση καλείται ο δείκτης της τετραγωνικής
µορφής q. Με άλλα λόγια, ο δείκτης (s, r) της τετραγωνικής µορφής q είναι το Ϲεύγος

(s, r) =
(
πλήθος ϑετικών ιδιοτιµών της q, ϐαθµίδα της q

)
΄Ασκηση 18. Να ϐρεθεί ο δείκτης της τετραγωνικής µορφής

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = xy + xz + yz

Λύση. Ο πίνακας της q είναι ο

A =

 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0


Υπολογίζουµε εύκολα ότι

PA(t) = −(t− 1)

(
t+

1

2

)2

και άρα οι ιδιοτιµές του A είναι οι εξής

λ = 1, λ2 = −1

2
(διπλή)

Ιδιαίτερα έπεται ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος διότι δεν έχει το 0 ως ιδιοτιµή. Αυτό σηµαίνει ότι
r(A) = r = 3. Επειδή ο A έχει ακριβώς µια ϑετική ιδιοτιµή, έπεται ότι s = 1 και εποµένως ο δείκτης της q
είναι ίσος µε

δείκτης της q = (1, 3)

Η τετραγωνική µορφή στους κύριους άξονές της γράφεται

q(x′, y′, z′) = (x′)2 − 1

2
(y′)2 − 1

2
(z′)2

και στη ϐάση C′ της ΄Ασκησης 17 τετραγωνική µορφλη γράφεται

q(x′′, y′′, z′′) = (x′′)2 − (y′′)2 − (z′′)2 □


