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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mn(R) ένας πίνακας για τον οποίο ισχύει :

aij =
1

4
ή aij = −1

4
Αν ο A είναι ορθογώνιος, να ϐρεθεί το n.

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R3
εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και τον

ενδοµορφισµό

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) =
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√
2

2
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√
2

2
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√
2

2
y +

√
2

2
z
)

(1) ∆είξτε ότι ο f είναι ισοµετρία και υπολογίστε την γωνία µεταξύ των διανυσµάτων f(3, 7, 1) και f(2,−1, 3).
(2) Τι παριστάνει η ισοµετρία f γεωµετρικά ; (εξηγήστε χωρίς απόδειξη).

(3) Ποιός είναι ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός του f ;

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο Rn
, εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο, και έστω

ο ενδοµορφισµός

f : Rn −→ Rn, f(x1, x2, · · · , xn) = (0, x1, x2, · · · , xn−1)

Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗ : Rn −→ Rn
της f .

΄Ασκηση 4. Να προσδιορισθούν οι προσαρτηµένοι ενδοµορφισµοί f∗
και g∗ των ενδοµορφισµών:

g : R2 −→ R2, f(x, y) = (x+ 3y, 2x+ y)

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x− y + z, x+ y, z − x)

΄Ασκηση 5. ΄Εστω {e⃗1, e⃗2, e⃗3, e⃗4} µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκλειδείου χώρου E. Αν f : E −→ E είναι

ένας ενδοµορφισµός, έτσι ώστε

f(e⃗1) = −e⃗2, f(e⃗2) = −e⃗3, f(e⃗3) = −e⃗4, f(e⃗4) = e⃗1

Να προσδιορισθεί ο προσαρτηµένος ενδοµορφισµός f∗
του f .

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω f : E −→ E ένας

αυτοπροσαρτηµένος ενδοµορφισµός του E. Αν ο f έχει ακριβώς µια ιδιοτιµή, να δειχθεί ότιο κάθε ορθοκανονική

ϐάση του E αποτελείται από ιδιοδιανύσµατα του f .
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΄Ασκηση 7. Ισχύει το αντίστροφο του Φασµατικού Θεωρήµατος για ενδοµορφισµούς ; ∆ηλαδή αν f : E −→ E

είναι ένας ενδοµορφισµός ενός Ευκλείδειου χώρου E πεπερασµένης διάστασης, και υπάρχει ορθοκανονική

ϐάση του E στην οποία ο πίνακας του f είναι διαγώνιος, είναι τότε ο f αυτοπροσαρτηµένος ;

΄Ασκηση 8. Ισχύει το αντίστροφο του Φασµατικού Θεωρήµατος για τετραγωνικούς πίνακες ; ∆ηλαδή αν A ∈
Mn(R) είναι ένας τετραγωνικός πίνακας πραγµατικών αριθµών, και υπάρχει ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε

ο πίνακας
tPAP να είναι διαγώνιος, είναι τότε ο πίνακας A συµµετρικός ;

΄Ασκηση 9. ΄Εστω A ∈ M2(R) ένας 2×2 πίνακας πραγµατικών αριθµών, για τον οποίο ισχύει ότι : A tA = tAA.

Να εξεταστεί αν ο A είναι (ορθογώνια) διαγωνοποίσιµος. Τι ισχύει για n× n πίνακες ;

΄Ασκηση 10. Να διαγωνοποιηθούν ορθογώνια οι πίνακες πραγµατικών αριθµών

A1 =

(
−1 2
2 1

)
, A2 =

(
2 −3

−3 1

)
και ακολούθως να ϐρεθεί µια κυβική τους ϱίζα. Υπάρχει τετραγωνική ϱίζα των παραπάνω πινάκων ;

΄Ασκηση 11. Να διαγωνοποιηθούν ορθογώνια οι πίνακες πραγµατικών αριθµών

A1 =

(
1 2
2 1

)
, A2 =

(
1 −1

−1 2

)
, A3 =

1 2 3
2 0 1
3 1 1


και ακολούθως να ϐρεθεί µια κυβική τους ϱίζα. Υπάρχει τετραγωνική ϱίζα των παραπάνω πινάκων ;

΄Ασκηση 12. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης, και έστω f, g, h : E −→ E τρεις

ενδοµορφισµοί του E, έτσι ώστε : f = g ◦ h. Αν οι f και g είναι ϑετικοί και ο h είναι ισοµετρία, να δειχθεί ότι

h = IdE.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω ότι A,B,C είναι τρεις n×n πίνακες πραγµατικών αριθµών και υποθέτουµε ότι : A = BC.

Αν οι A και B είναι ϑετικοί και ο C είναι ορθογώνιος, να δειχθεί ότι C = In.


