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Παρασκευή 5 Μαΐου 2023

΄Ασκηση 1. Να ϐρεθούν όλοι οι 2 × 2 πίνακες πραγµατικών αριθµών οι οποίοι είναι : (a) συµµετρικοί και

ορθογώνιοι, και (b) αντι-συµµετρικοί και ορθογώνιοι.

Υπενθυµίζουµε ότι ένας συµµετρικόςµ πίνακας A καλείται ϑετικός αν ⟨AX,X⟩ > 0, ∀X ∈ Rn, X ̸= O,

και τότε γράφουµε: A > O.

Για δύο συµµετρικούς πίνακες A,B ∈ Mn(R), ορίζουµε :

A > B ⇐⇒ A−B > O

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A,B ∈ Mn(R) δύο συµµετρικοί πίνακες. Να δειχθούν τα εξής :

(1) Αν A > O και B > O και κ, λ > 0, τότε : κA+ λB > O.

(2) Αν A > O και ο πίνακας P είναι αντιστρέψιµος, τότε :
tPAP > O

(3) Αν A′, B′ ∈ Mn(R) είναι δύο συµµετρικοί πίνακες, τότε :

A < A′
και B < B′ =⇒ A+A′ < B +B′

(4) Αν C ∈ Mn(R) είναι ένας συµµετρικός πίνακας, τότε :

A < B και B < C =⇒ A < C

(5) Αν ο πίνακας P είναι αντιστρέψιµος, τότε :

A < B =⇒ tPAP < tPBP

(6)

O < A < In =⇒ In < A−1

(7)

O < A < B =⇒ B−1 < A−1

(8)

O < A < B =⇒
√
A <

√
B

΄Ασκηση 3. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) =
7

2
x2 +

7

2
y2 + 5z2 − xy − 2xz + 2yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός ή

µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και αστην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.
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΄Ασκηση 4. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 − 2xy − 2yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός ή

µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και αστην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

΄Ασκηση 5. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 4xy − 4xz − 4yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | q(x, y, z) = 3

}
΄Ασκηση 6. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = x2 + 4y2 + 4z24xy − 8xz − 4yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | q(x, y, z) = −4

}
΄Ασκηση 7. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 17x2 + 8y2 + 12xy

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 17x2 + 8y2 + 12xy + 60x+ 80y − 5z + 210 = 0

}
΄Ασκηση 8. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = y2 + z2 − xy + xz + yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | y2 + z2 − xy + xz + yz − 2x− 2y − 2z + 1 = 0

}
΄Ασκηση 9. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 2x2 + 2y2 − 4z2 − 5xy − 2xz − 2yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.
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Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 + 2y2 − 4z2 − 5xy − 2xz − 2yz − 2x− 2y + z = 0

}
΄Ασκηση 10. Να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 + 3y + 4z + 4 = 0

}
΄Ασκηση 11. Να ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του πίνακα0 0 1

0 1 0
1 0 0


και ακολούθως να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | y2 + 2xz = 1

}
΄Ασκηση 12. Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 2x2 − 4xy − 4yz

στους κύριους άξονες οι οποίοι και να ϐρεθούν. Αν A είναι ο πίνακας της q, να εξετασθεί αν ο A είναι ϑετικός

ή µη-αρνητικός. Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, και στην δεύτερη περίπτωση να

ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A.

Τέλος να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 − 4xy − 4yz + 12x+ 6y + 6z = 1

}


