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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 1 −1 0
−1 2 1
0 1 2


Να δειχθεί ότι ορίζοντας

⟨⟨(x1, x2, x3, (y1, y2, y3⟩⟩ = tX AY, όπου X =

x1
x2
x3

 και Y =

y1
y2
y3


αποκτούµε ένα εσωτερικό γινόµενο στονR3

. Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του Ευκείδειου χώρου (R3, ⟨⟨ , ⟩⟩).

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τον πίνακα πραγµατικών αριθµών

A =


1 −2 −2 −2

−2 1 −2 −2
−2 −2 1 −2
−2 −2 −2 1


(1) Να διαγωνοποιηθεί ορθογώνια ο πίνακας A.

(2) Να δειχθεί ότι ο A είναι ϑετικός και να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A.

(3) Ποιό είναι το ελάχιστο πολυώνυµο του A;

(4) Να ϐρεθεί ο πίνακας A−1
συναρτήσει του A και του I4.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E αυτοπροσαρ-

τηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Υποθέτουµε ότι :

∀x⃗ ∈ E : ⟨f(x⃗), x⃗ ⟩ = ⟨g(x⃗), x⃗ ⟩

Να δειχθεί ότι f = g.

΄Εστω A,B ∈ Mn(R) δύο συµµετρικοί πίνακες και υποθέτουµε ότι :

∀X ∈ Rn : ⟨AX,X ⟩ = ⟨BX,X ⟩
Να δειχθεί ότι A = B.

http://users.uoi.gr/abeligia/LinearAlgebraII2023/LAII2023.html


2

΄Ασκηση 4. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E δύο αυτοπρο-

σαρτηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι :

∀x⃗ ∈ E : ⟨f(g(x⃗)), x⃗ ⟩ = ⟨g(f(x⃗)), x⃗ ⟩
Αν A,B ∈ Mn(R) είναι δύο συµµετρικοί πίνακες, να δειχθεί ότι :

∀X ∈ Rn : ⟨ABX,X ⟩ = ⟨BAX,X ⟩

΄Ασκηση 5. Να δειχθεί ότι κάθε συµµετρικός πίνακας A ϐαθµίδας r είναι άθροισµα συµµετρικών πινάκων Ai,

1 ≤ i ≤ r, ϐαθµίδας 1:

A = A1 +A2 + · · ·+Ar, r(Ai) = 1, ≤ i ≤ r

Αν ο πίνακας A είναι µη-αρνητικός, τότε και οι πίµνακες Ai είναι µη-αρνητικοί.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος πεπερασµένης διάστασης και f, g : E −→ E αυτοπροσαρ-

τηµένοι ενδοµορφισµοί του E. Να δειχθεί ότι ο ενδοµορφισµός f ◦ g είναι αυτοπροσαρτηµένος αν και µόνον αν

f ◦ g = g ◦ f .

Αν A,B ∈ Mn(R) είναι δύο συµµετρικοί πίνακες, να δειχθεί ότι : ο πίνακας AB είναι συµµετρικός αν και

µόνον αν AB = BA.

΄Ασκηση 7. Να διαγωνοποιηθεί ορθογώνια ο πίνακας

A =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


Είναι ο πίνακας A ϑετικός ή µη-αρνητικός ; Στην πρώτη περίπτωση να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζχα του A και

στην δεύτερη περίπτωση να ϐρεθεί µια κυβική ϱίζα του A. Τέλος να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του A.

΄Ασκηση 8. Να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του πίνακα

A =

13 14 4
14 24 18
4 18 29


΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 17 −8 4
−8 17 −4
4 −4 11


Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P µε ορίζουσα ίση µε 1 έτσι ώστε ο πίνακας

tP AP

να είναι διαγώνιος. Ακολούθως να δειχθεί ότι ο ορθογώνιος πίνακας P γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου

(Π) γύρω από άξονα (ε) ο οποίος είναι κάθετος στο (Π) κατά γωνία ϑ. Τέλος να ϐρεθεί το επιπέδο (Π), ο άξονας

(ε), και η γωνία ϑ.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε την τετραγωνική µορφή

q : R3 −→ R, q(x, y, z) = 4x2 + y2 − 8z2 + 4xy − 4xz + 8yz

(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A της q.

(2) Να ϐρεθούν οι κύριοι άξονες της q.
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(3) Να ϐρεθεί ορθογώνιος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας
tPAP να είναι διαγώνιος.

(4) Να δειχθεί ότι ο ορθογώνιος πίνακας P γεωµετρικά παριστάνει στροφή επιπέδου (Π) γύρω από άξονα

(ε) ο οποίος είναι κάθετος στο (Π) κατά γωνία ϑ, και ν ;α ϐρεθεί το επιπέδο (Π), ο άξονας (ε), και η

γωνία ϑ.

(5) Να προσδιορισθεί η δευτεροβάθµια επιφάνεια

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | q(x, y, z) = 10

}
΄Ασκηση 11. Να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | y = xz

}
΄Ασκηση 12. Να προσδιορισθεί το είδος της δευτεροβάθµιας επιφάνειας

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + 2y2 − z2 + 12xy − 4xz − 8yz + 14x+ 16y − 12z − 3 = 0

}


