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Παρασκευή 10 Μαρτίου 2023

Πρόχειρη ∆οκιµασία. Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του ακόλουθου 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =

 3 −2 0
−2 3 0
0 0 5


Λύση. Υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) = |A− tI3| =

∣∣∣∣∣∣
3− t −2 0
−2 3− t 0
0 0 5− t

∣∣∣∣∣∣ = (5− t)

∣∣∣∣3− t −2
−2 3− t

∣∣∣∣ = (5− t)((3− t)2 − 4) =

= (5− t)(t2 − 6t+ 5)

Οι ϱίζες του τριωνύµου t2 − 6t+ 5 είναι 5 και 1 και εποµένως

PA(t) = (5− t)2(t− 1)

Οι ιδιοτιµές του A είναι οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου και εποµένως είναι οι εξής :

λ1 = 1 (αλγεβρικής πολλαπλότητας 1) και λ2 = 5 (αλγεβρικής πολλαπλότητας 2)

Θα προσδιορίσουµε ϐάσεις και τη διάσταση των ιδιοχώρων V(1) και V(5).

• Για τον ιδιοχώρο V(1) ϑεωρούµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα

(A− I3)X = O =⇒

 2 −2 0
−2 2 0
0 0 4

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒


2x− 2y = 0

−2x+ 2y = 0

4z = 0

=⇒

=⇒

{
x = y

z = 0
=⇒

x
y
z

 =

x
x
0

 = x

1
1
0

 (x ∈ R)

Εποµένως :

V(1) =

x

1
1
0

 ∈ R3 | x ∈ R

 =

〈1
1
0

〉

και το σύνολο


1
1
0

 είναι µια ϐάση του V(1). Ιδιαίτερα: dimRV(1) = 1.
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• Για τον ιδιοχώρο V(5) ϑεωρούµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα

(A− 5I3)X = O =⇒

−2 −2 0
−2 −2 0
0 0 0

x
y
z

 =

0
0
0

 =⇒

{
−2x− 2y = 0

−2x− 2y = 0
=⇒

=⇒

{
y = −x

z ∈ R
=⇒

x
y
z

 =

 x
−x
z

 = x

 1
−1
0

+ z

0
0
1

 (x, z ∈ R)

Εποµένως :

V(5) =

x

 1
−1
0

+ z

0
0
1

 ∈ R3 | x, z ∈ R

 =

〈 1
−1
0

 ,

0
0
1

〉

και προφανώς το σύνολο


 1
−1
0

 ,

0
0
1

 είναι µια ϐάση του V(5). Ιδιαίτερα: dimRV(5) = 2.

Επειδή dimRV(1) = 1 = αλγεβρική πολλαπλότητα της λ1 = 1 και dimRV(5) = 5 = αλγεβρική πολλα-

πλότητα της λ2 = 5, έπεται ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

Γνωρίζουµε τότε ότι ο πίνακας P ο οποίος σχηµατίζεται από τις στήλες των διανυσµάτων στηλών των ϐάσεων

των ιδιοχώρων, δηλαδή ο πίνακας

P =

1 1 0
1 −1 0
0 0 1


είναι αντιστρέψιµος και ικανοποιεί τη σχέση

P−1AP =

1 0 0
0 5 0
0 0 5


Τότε :

A = P

1 0 0
0 5 0
0 0 5

 P−1 =⇒ An = P

1 0 0
0 5 0
0 0 5

n

P−1 = P

1 0 0
0 5n 0
0 0 5n

 P−1

δηλαδή:

An = P

1 0 0
0 5n 0
0 0 5n

 P−1

Υπολογίζουµε εύκολα ότι :

P−1 =

1
2

1
2 0

1
2 −1

2 0
0 0 1


Εποµένως ϑα έχουµε:

An = P

1 0 0
0 5n 0
0 0 5n

 P−1 =

1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 1 0 0
0 5n 0
0 0 5n

 1
2

1
2 0

1
2 −1

2 0
0 0 1

 πράξεις

=
1

2

1 + 5n 1− 5n 0
1− 5n 1 + 5n 0

0 0 2 · 5n


Εποµένως η n-οστή δύναµη του πίνακα A είναι ο πίνακας :

An =
1

2

1 + 5n 1− 5n 0
1− 5n 1 + 5n 0

0 0 2 · 5n

 □


