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Παρασκευή 17 Μαρτίου 2023

Πρόχειρη ∆οκιµασία. Θεωρούµε τον ακόλουθο 3× 3 πίνακα πραγµατικών αριθµών, όπου a, b ∈ R:

A =

1 0 0
0 1 a
1 0 b


(I) Να ϐρεθεί το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A.

(II) Είναι ο πίνακας A διαγωνοποιήσιµος ; Αν ναι, ποιά είναι η διαγώνια µορφή του ;

(III) Αν a = 0:

(αʹ) Να ϐρεθεί η n-οστή δύναµη του πίνακα A.

(ϐʹ) Αν b ≥ 0, να ϐρεθεί µια τετραγωνική ϱίζα του A, δηλαδή ένας 3×3 πίνακας πραγµατικών αριθµών

B για τον οποίο ισχύει ότι B2 = A.

(γʹ) Αν b = 1, να ϐρεθεί ο πίνακας An
συναρτήσει των πινάκων A και I3.

Λύση. (I) Θεωρούµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα A:

PA(t) =

∣∣∣∣∣∣
1− t 0 0
0 1− t 1
1 0 b− t

∣∣∣∣∣∣ = (1− t)2(b− t)

Επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A είναι κανονικό και διαιρεί το χαρακτηριστικό πο-
λυώνυµο του A, έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι ένα εκ των t − 1, t − b, (t − 1)2,
(t− 1)(t− b), και (t− 1)2(t− b). Παρατηρούµε ότι :
1. Αν b = 1, τότε

A =

1 0 0
0 1 a
1 0 1

 και PA(t) = −(t− 1)3

΄Αρα το ελάχιστο πολυώνυµο είναι ένα εκ των t− 1, (t− 1)2, και (t− 1)3.

Θα έχουµε:
(i)

A− I3 =

1 0 0
0 1 a
1 0 1

−

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

0 0 0
0 0 a
1 0 0

 ̸= O =⇒

=⇒ QA(t) ̸= t− 1

(ii)

(A− I3)
2 =

0 0 0
0 0 a
1 0 0

0 0 0
0 0 a
1 0 0

 =

0 0 0
a 0 0
0 0 0

 =⇒
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=⇒ QA(t) =

{
(t− 1)2, αν a = 0

(t− 1)3, αν a ̸= 0

2. Αν b ̸= 1, τότε επειδή το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα A έχει τις ίδιες ϱίζες µε το χαρακτηρι-
στικό πολυώνυµο του A, έπεται ότι το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι ένα εκ των (t− 1)(t− b)
και (t− 1)2(t− b).

Θα έχουµε:

(A− I3)(A− bI3) =

0 0 0
0 0 a
1 0 b− 1

1− b 0 0
0 1− b a
1 0 0

 =

0 0 0
a 0 0
0 0 0

 =⇒

=⇒ QA(t) =

{
(t− 1)(t− b), αν a = 0

(t− 1)2(t− b), αν a ̸= 0

Συνδυάζοντας τις περιπτώσεις 1. και 2. έπεται ότι :

QA(t) =

{
(t− 1)(t− b), αν a = 0

(t− 1)2(t− b), αν a ̸= 0

(II) Γνωρίζουµε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος αν το ελάχιστο πολυώνυµο του A είναι γινόµενο
διακεκριµένων πρωτοβαθµίων παραγόντων. Εποµένως, από το µέρος (I) έπεται ότι :

ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος ⇐⇒ a = 0 και b ̸= 1

Υποθέτουµε ότι a = 0 και b ̸= 1. Τότε ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και η διαγώνα µορφή
του είναι ο πίνακας 1 0 0

0 1 0
0 0 b


Με τη γνωστή διαδικασία ϐρίσκουµε ϐάσεις για τους ιδιοχώρους V(1) και V(b):

V(1) =

〈1− b
0
1

 ,

0
1
0

〉
και V(b) =

〈0
0
1

〉

και άρα το σύνολο


1− b

0
1

 ,

0
1
0

 είναι µια ϐάση τοπυ V(1) και το σύνολο


0
0
1

 είναι µια

ϐάση του V(b).

Εποµένως, ϑέτοντας

P =

1− b 0 0
0 1 0
1 0 1


αποκτούµε έναν αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε :

P−1AP =

1 0 0
0 1 0
0 0 b


(III) (αʹ) Εύκολα ϐλέπουµε ότι

P−1 =
1

1− b

 1 0 0
0 1− b 0
−1 0 1− b


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Τότε

A = P

1 0 0
0 1 0
0 0 b

 P−1 =⇒ An = P

1 0 0
0 1 0
0 0 b

n

P−1 = P

1 0 0
0 1 0
0 0 bn

 P−1 =⇒

=⇒ An =

1− b 0 0
0 1 0
1 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 bn

 1

1− b

 1 0 0
0 1− b 0
−1 0 1− b

 =

 1 0 0
0 1 0∑n−1

k=0 b
k 0 bn


(ϐʹ) ΄Εστω b ≥ 0. Θα έχουµε:

P−1AP =

1 0 0
0 1 0
0 0 b

 =⇒ A = P

1 0 0
0 1 0
0 0 b

 P−1 = P

1 0 0
0 1 0

0 0
√
b

2

P−1

Εποµένως ϑέτοντας

B = P

1 0 0
0 1 0

0 0
√
b

 P−1 =

 1 0 0
0 1 0

1−
√
b

1−b 0
√
b(1− b)


ϑα έχουµε:

B2 =

P

1 0 0
0 1 0

0 0
√
b

 P−1

2

=

P

1 0 0
0 1 0

0 0
√
b

2

P−1

 = P

1 0 0
0 1 0
0 0 b

 P−1 = A

(γʹ) Αν b = 1, τότε

A =

1 0 0
0 1 0
1 0 1

 και PA(t) = −(t− 1)3

Επειδή |A| = PA(0) = 1, έπεται ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Επειδή a = 0 και b = 1,
από το µέρος (I) έπεται ότι QA(t) = (t − 1)2 = t2 − 2t + 1. Επειδή QA(A) = O, δηλαδή
A2 − 2A+ I2 = O, ϑα έχουµε:

A2 = 2A− I2 και A−1 = 2I2 −A

Εύκολα ϐλέπουµε µε επαγωγή ότι, ∀n ≥ 0:

An = nA− (n− 1)I2 και A−n = (n+ 1)I2 − nA □


