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Παρασκευή 24 Μαρτίου 2023

Πρόχειρη ∆οκιµασία. 1. ΄Εστω (E, ⟨ , ⟩) ένας Ευκλείδειος χώρος και U ⊆ E ένα υποσύνολο του E. Να

δειχθεί ότι το υποσύνολο

U⊥ =
{
x⃗ ∈ E | ⟨x⃗, v⃗⟩ = 0, ∀v⃗ ∈ U

}
είναι ένας υπόχωρος του E, και :

{⃗0}⊥ = E και E⊥ =
{
0⃗
}

2. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο

(
M2(R), ⟨ , ⟩

)
, όπου

⟨A,B⟩ = Tr(A · tB)

(αʹ) Να ϐρεθεί το µήκος και η γωνία των διανυσµάτων

A =

(
1 −1
1 0

)
και B =

(
−1 1
1 1

)
(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος A στο διάνυσµα B.

(γʹ) Να ϐρεθεί ένα µοναδιαίο διάνυσµα C ∈ M2(R) έτσι ώστε : C ⊥B.

(δʹ) Αν U =
{
A,B

}
, να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου U⊥

.

Λύση. 1. Επειδή ⟨⃗0, v⃗ ⟩ = 0, ∀v⃗ ∈ U, έπεται ότι 0⃗ ∈ U⊥
.

΄Εστω x⃗, y⃗ ∈ U⊥
, δηλαδή ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0 = ⟨y⃗, v⃗⟩, ∀v⃗ ∈ U. Τότε, ∀v⃗ ∈ U:

⟨x⃗+ y⃗, v⃗ ⟩ = ⟨x⃗, v⃗ ⟩+ ⟨y⃗, v⃗⟩ = 0 + 0 = 0 =⇒ x⃗+ y⃗ ∈ U⊥

΄Εστω λ ∈ R και x⃗ ∈ U⊥
, δηλαδή ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = 0, ∀v⃗ ∈ U. Τότε, ∀v⃗ ∈ U:

⟨λx⃗, v⃗ ⟩ = λ⟨x⃗, v⃗ ⟩ = λ · 0 = 0 =⇒ λx⃗ ∈ U⊥

Οι παραπάνω σχέσεις δείχνουν ότι το υποσύνολο U⊥
είναι ένας υπόχωρος του E.

Επειδή ⟨⃗0, x⃗⟩ = 0, ∀x⃗ ∈ E, έπεται ότι E ⊆
{
0⃗
}⊥

και εποµένως : E =
{
0⃗
}⊥

. Αν x⃗ ∈ E⊥
, τότε

⟨y⃗, x⃗⟩ = 0, ∀y⃗ ∈ E, και ιδιαίτερα ϑα έχουµε ⟨x⃗, x⃗⟩ = 0. Τότε όµως x⃗ = 0⃗ άρα E⊥ ⊆
{
0⃗
}

και

εποµένως : E⊥ =
{
0⃗
}

.

2. (αʹ) Θα έχουµε:

⟨A,A⟩ = Tr(A · tA) = Tr

((
1 −1
1 0

)
·
(
1 −1
1 1

))
= Tr

(
2 1
1 1

)
= 3 =⇒ ∥A∥ =

√
3

⟨B,B⟩ = Tr(B · tB) = Tr

((
−1 1
1 1

)
·
(
−1 1
1 1

))
= Tr

(
2 0
0 2

)
= 4 =⇒ ∥B∥ = 2

΄Εστω θ η γωνία των διανυσµάτων A,B. Τότε :

⟨A,B⟩ = ∥A∥ · ∥B∥ · cos(θ) =⇒ Tr(A · tB) =
√
3 · 2 · cos(θ) =⇒
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=⇒ Tr

((
1 −1
1 0

)
·
(
−1 1
1 1

))
= 2

√
3 · cos(θ) =⇒ Tr

(
−2 1
1 1

)
= −2

√
3 · cos(θ) =⇒

=⇒ −1 = 2
√
3 · cos(θ) =⇒ cos(θ) = − 1

2
√
3
= −

√
3

6
≈ −0.288

Η µοναδική γωνία θ ∈ [0, π] για την οποία ισχύει ότι cos(θ) = −0, 288 είναι η γωνία 106.73◦.
(ϐʹ) Η ορθογώνια προβολή του διανύσµατος A στο διάνυσµα B είναι

ΠB(A) =
⟨A,B⟩
⟨B,B⟩

B =
−1

4
B = −1

4
B =

(
1/4 −1/4

−1/4 −1/4

)
(γʹ) Θεωρούµε το διάνυσµα

A−ΠB(A) =

(
1 −1
1 0

)
−
(
−1

4

)(
−1 1
1 1

)
=

(
1 −1
1 0

)
+

1

4

(
−1 1
1 1

)
=

(
3/4 −3/4
5/4 1/4

)
Τότε

⟨A−ΠB(A), B⟩ =
〈(

3/4 −3/4
5/4 1/4

)
,

(
−1 1
1 1

)〉
= Tr

(
(A−ΠB(A), B) · tB

)
=

= Tr

(
−6/4 0
−1 6/4

)
= 0 =⇒ (A−ΠB(A)) ⊥ B

Τέλος ϑα έχουµε

∥A−ΠB(A)∥ =

√〈
A−ΠB(A), A−ΠB(A)

〉
=
√
Tr
(
(A−ΠB(A) · t(A−ΠB(A))

)
=

=

√
Tr

((
3/4 −3/4
5/4 1/4

)
·
(

3/4 5/4
−3/4 1/4

))
=

√
Tr

(
9/8 3/4
3/4 13/8

)
=

√
11

4
=

√
11

2

Τότε ο πίνακας

C =
A−ΠB(A)

∥A−ΠB(A)∥
=

2√
11

(
3/4 −3/4
5/4 1/4

)
είναι µοναδιαίος και είναι κάθετος στον πίνακα B.

(δʹ) ΄Εστω X =

(
x1 x2
x3 x4

)
έτσι ώστε X ∈ U⊥

. Τότε :

⟨X,A⟩ = 0 = ⟨X,B⟩ =⇒ Tr
(
X · tA

)
= 0 = Tr

(
X · tA

)
= 0 =⇒

=⇒


Tr

((
x1 x2

x3 x4

)
·

(
1 1

−1 0

))
= 0

και

Tr

((
x1 x2

x3 x4

)
·

(
−1 1

1 1

))
= 0

=⇒


Tr

((
x1 − x2 x1

x3 − x4 x3

))
= 0

και

Tr

((
−x1 + x2 x1 + x2

−x3 + x4 x3 + x4

))
= 0

=⇒

=⇒ (Σ)


x1 − x2 + x3 = 0

και

−x1 + x2 + x3 + x4 = 0

Εύκολα ϐλέπουµε ότι η γενική λύση του οµογενούς συστήµατος (Σ) είναι της µορφής:
x2 − x3

x2
x3

−2x3

 =


x2
x2
0
0

+


−x3
0
x3

−2x3

 = x2


1
1
0
0

+ x3


−1
0
1

−2

 =

Εποµένως ο υπόχωρος U⊥
είναι ο εξής :

U⊥ =

{(
x1 x2
x3 x4

)
∈ M2(R) | x1 = x2 − x3 και x4 = −2x3

}
=
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=

{(
x2 − x3 x2

x3 −2x3

)
∈ M2(R) | x2, x3 ∈ R

}
=

=

{(
x2 x2
0 0

)
+

(
−x3 0
x3 −2x3

)
∈ M2(R) | x2, x3 ∈ R

}
=

=

{
x2

(
1 1
0 0

)
+ x3

(
−1 0
1 −2

)
∈ M2(R) | x2, x3 ∈ R

}
=

= ο υπόχωρος του M2(R) ο οποίος παράγεται από τους πίνακες(
1 1
0 0

)
και

(
−1 0
1 −2

)
Ευκολα ϐλέπουµε ότι οι πίνακες

(
1 1
0 0

)
και

(
−1 0
1 −2

)
είναι γραµµικά ανεξάρτητοι και άρα

αποτελούν µια ϐάση του U⊥
. □


