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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e και ϑεωρούµε στοιχεία a, b, c ∈ G. Να
δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) a ? b ? c = e.
(2) b ? c ? a = e.
(3) c ? a ? b = e.

Αν ικανοποιείται µια από τις παραπάνω σχέσεις, να δειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα ότι γενικά a ? c ? b 6= e.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (G, ?) µια οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e. Αν το σύνολοG έχει άρτιο πλήθος στοιχείων, να δειχθεί
ότι υπάρχει ένα στοιχείο a 6= e στην G τέτοιο ώστε : a ? a = e.

Υποθέτουµε ότι

? : G×G−→G, (a, b) 7−→ a ? b

είναι µια προσεταιριστική πράξη ορισµένη επί του µη-κενού συνόλου G.

΄Ενα στοιχείο e ∈ G καλείται αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» αν : e ? a = a, ∀a ∈ G. Το

στοιχείο e ∈ G καλείται δεξιό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?» αν : a ? e = a, ∀a ∈ G.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε το σύνολο R∗ = R \ {0} των µη-µηδενικών πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε µια διµελή
πράξη ? : R∗ × R∗−→R∗ επί του R∗, ως εξής :

a ? b := |a|b
(1) Να δειχθεί ότι η πράξη «?» προσεταιριστική.
(2) Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα αριστερό ουδέτερο στοιχείο και ένα δεξιό αντίστροφο στοιχείο για την πράξη «?».
(3) Είναι το Ϲεύγος (R∗, ?) οµάδα ;
(4) Ποιά είναι η σηµασία της άσκησης ;

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα µε ταυτοτικό στοιχείο e. Αν ισχύει

x ? x = e, ∀x ∈ G
να δειχθεί ότι η οµάδα (G, ?) είναι αβελιανή. Να δοθεί παράδειγµα αβελιανής οµάδας (G, ?) η οποία περιέχει
στοιχείο x έτσι ώστε x ? x 6= e.

΄Ασκηση 5. Να δειχθεί ότι το ανοιχτό διάστηµα (−1, 1) :=
{
x ∈ R | −1 < x < 1

}
της πραγµατικής ευθείας αποτελεί

αβελιανή οµάδα µε πράξη :

x ? y =
x+ y

1 + xy
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΄Ασκηση 6. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο e. Αν το σύνολο G έχει πεπερασµένο
πλήθος στοιχείων, να δειχθεί ότι για κάθε a ∈ G, υπάρχει ακέραιος n ∈ N, ο οποίος γενικά εξαρτάται από το a, έτσι
ώστε : an := a ? a ? · · · ? a = e (το a εµφανίζεται σαν παράγοντας n ϕορές). Επιπλέον να δειχθεί ότι :

∃N ∈ N : aN = e, ∀a ∈ G

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα και a, b ∈ G. Να δειχθεί ότι :

(a ? b)−1 = a−1 ? b−1 ⇐⇒ a ? b = b ? a

Να συµπεράνετε ότι η οµάδα (G, ?) είναι αβελιανή αν και µόνον αν ∀a, b ∈ G: (a ? b)−1 = a−1 ? b−1.

΄Εστω M ένα σύνολο και ? : M × M −→M , (a, b) 7−→ a ? b, µια διµελής πράξη ορισµένη επί του M .

Υπενθυµίζουµε ότι το Ϲεύγος (M,?) καλείται µονοειδές, αν :

(1) Η πράξη «?» είναι προσεταιριστική.
(2) Υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ G για την πράξη «?».

Το µονοειδές (M,?) καλείται µεταθετικό µονοειδές αν η πράξη «?» είναι µεταθετική.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ότι το Ϲεύγος (M,?) είναι ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e.

(1) Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (U(M), ?), όπου

U(M) =
{
x ∈M | ∃x′ ∈M : x ? x′ = e = x′ ? x

}
είναι το σύνολο των αντιστρεψίµων στοιχείων του µονοειδούς (M,?), είναι οµάδα.

Επιπλέον να δειχθεί ότι αν το µονοειδές (M,?) είναι µεταθετικό, τότε η οµάδα (U(M), ?) είναι αβελιανή.
(2) Να ϐρεθούν οι οµάδες (U(N), ·), (U(Z), ·) και (U(Zn), ·) των µονοειδών (N, ·), (Z, ·), και (Zn, ·), όπου «·»

είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός.
(3) Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (Z× Z, ?), όπου

(x1, x2) ? (y1, y2) = (x1y1, x2y2)

ένα ένα µεταθετικό µονοειδές και να προσδιορισθεί η αβελιανή οµάδα (U(Z× Z), ?).

΄Ασκηση 9. Βρείτε όλους τους πιθανούς πίνακες Cayley οµάδων µε πλήθος στοιχείων ίσο µε 4.

΄Ασκηση 10. Να δειχθεί µε ένα παράδειγµα, ότι είναι δυνατόν η εξίσωση x ? x = e να έχει περισσότερες από δύο
λύσεις, σε µια οµάδα (G, ?) µε ταυτοτικό στοιχείο e.

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τους ακόλουθους αντιστρέψιµους πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ GL4(R) και B =


0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 ∈ GL4(R)

και έστω
G =

{
An ∈ GL4(R) | n ∈ Z

}
και G′ =

{
Bn ∈ GL4(R) | n ∈ Z

}
Να δειχθεί ότι τα Ϲεύγη (G, ·) και (G′, ·), όπου «·» είναι ο συνήθης πολλαπλασιασµός πινάκων, είναι αβελιανές
οµάδες. Πόσα στοιχεία έχουν οι οµάδες G και G′;
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΄Ασκηση 12. Μελετήστε τη δοµή της οµάδας (Z6,+), και συµπληρώστε τον πίνακα Cayley

+ [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6
[0]6
[1]6
[2]6
[3]6
[4]6
[5]6

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε το σύνολο απεικονίσεων

G =
{
α0, α1, α2, β1, β2, β3 : Q \ {0, 1} −→ Q \ {0, 1}

}
όπου :

α0(x) = x, α1(x) =
1

1− x
, α2(x) =

x− 1

x

β1(x) =
1

x
, β2(x) = 1− x, β3(x) =

x

x− 1

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ◦), όπου «◦» είναι πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων, αποτελεί µια µη-αβελιανή οµάδα.
Να συµπληρωθεί ο αντίστοιχος πίνακας Cayley της οµάδας (G, ?).

΄Ασκηση 14. ΄Εστω ότι «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του µη-κενού συνόλου G. Υποθέτουµε ότι :

(1) Υπάρχει ένα στοιχείο1 e ∈ G: e ? x = x, ∀x ∈ G.
(2) Για κάθε x ∈ G, υπάρχει ένα στοιχείο2 x′ ∈ G: x′ ? x = e.

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα.

΄Ασκηση 15. Γνωρίζουµε ότι αν (G, ?) είναι µια οµάδα, τότε οι εξισώσεις

a ? x = b και x ? a = b

έχουν (µοναδική) λύση για κάθε a, b ∈ G.
Αντίστροφα: να δειχθεί ότι αν «?» είναι µια προσεταιριστική πράξη επί του µη-κενού συνόλου G και οι παραπάνω

εξισώσεις έχουν λύση για κάθε a, b ∈ G, τότε υπάρχει ουδέτερο στοιχείο e ∈ G για την πράξη «?» και το Ϲεύγος (G, ?)
είναι µια οµάδα.

΄Ασκηση 16. 1. Στο σύνολο G = R∗ × R ορίζουµε µια πράξη «?» ως εξής :

? : G×G −→ G, (a, b) ? (c, d) = (ac, ad+ b)

Να δειχθεί ότι το Ϲεύγος (G, ?) είναι οµάδα.
2. Να δειχθεί ότι το σύνολο

G′ =
{
f : R −→ R | f(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a 6= 0

}
εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων είναι οµάδα.

3. Παρατηρείτε κάποια σχέση µεταξύ των οµάδων, G και G′;

1
΄Ενα στοιχείο e ∈ G έτσι ώστε e ? x = x, ∀x ∈ G, καλείται αριστερό ουδέτερο στοιχείο για την πράξη «?».

2
Αν για την προσεταιριστική πράξη «?» επί του συνόλου G υπάρχει αριστερό ουδέτερο στοιχείο e, τότε ένα στοιχείο x′ ∈ G έτσι ώστε

x′ ? x = e, καλείται αριστερό αντίστροφο στοιχείο του x για την πράξη «?».
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΄Ασκηση 17. ΄Εστω (M,?1) και (M2, ?2) δύο µονοειδή. Να δειχθεί ότι ορίζοντας :

(m1,m2) ? (n1, n2) = (m1 ?1 n1,m2 ?2 n2)

το Ϲεύγος (M1×M2, ?) είναι ένα µονοειδές, το οποίο καλείται µονοειδές ευθύ γινόµενο των (M,?1) και (M,?2).
Επιπλέον να δειχθούν τα εξής :

(1) Το µονοειδές (M1 × M2, ?) είναι µεταθετικό αν και µόνον αν τα µονοειδή (M1, ?1) και (M2, ?2) είναι
µεταθετικά.

(2) Για τις αντίστοιχες οµάδες των αντιστρέψιµων στοιχείων έχουµε :

U(M1 ×M2, ?) = U(M1, ?1)× U(M2, ?2)

(3) Το µονοειδές (M1 ×M2, ?) είναι οµάδα αν και µόνον αν τα µονοειδή (M1, ?1) και (M2, ?2) είναι οµάδες.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω (M,?) ένα µεταθετικό µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Στο µονοειδές ευθύ γινόµενο (M×M,?)
ορίζουµε την ακόλουθη σχέση R:

(m1, n1) ∼R (m2, n2) ⇐⇒ ∃x ∈M : m1 ? n2 ? x = n1 ? m2 ? x

(1) Να δειχθεί ότι η σχέση R είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί του M ×M .
(2) Αν G(M) = (M ×M)/R είναι το επαγόµενο σύνολο πηλίκο του M ×M ως προς τη σχέση ισοδυναµίας R,

να δειχθεί ότι ορίζοντας

[(m1, n1)]R ∗ [(m2, n2)]R = [(m1 ? m2, n1 ? n2)]R

αποκτούµε µια αβελιανή οµάδα (G(M), ∗), µε ουδέτερο στοιχείο [(e, e)]R η οποία καλείται η οµάδα Gro-
thendieck του µεταθετικού µονοειδούς (M,?).

Μια απεικόνιση f : (M1, ?1)−→(M2, ?2) µεταξύ µονοειδών (M1, ?1) και (M2, ?2) µε ουδέτερα στοιχεία e1 και

e2 αντίστοιχα, καλείται οµοµορφισµός µονοειδών, αν, ∀x, y ∈M1:

f(e1) = e2 και f(x ?1 y) = f(x) ?2 f(y)

΄Ενας οµοµορφισµός µονοειδών ο οποίος είναι απεικόνιση «1-1», αντίστοιχα «επί», αντίστοιχα «1-1» και «επί»,

καλείται µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός µονοειδών.
Παρόµοια µια απεικόνιση f : (G1, ?1)−→(G2, ?2) µεταξύ οµάδων (G1, ?1) και (G2, ?2), καλείται οµοµορφι-

σµός οµάδων, αν, ∀x, y ∈ G1:

f(x ?1 y) = f(x) ?2 f(y)

΄Ενας οµοµορφισµός οµάδων ο οποίος είναι απεικόνιση «1-1», αντίστοιχα «επί», αντίστοιχα «1-1» και «επί», καλείται

µονοµορφισµός, αντίστοιχα επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός οµάδων.
Αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός f : (G1, ?1)−→(G2, ?2) µεταξύ µονοειδών ή οµάδων (G1, ?1) και (G2, ?2), τότε

ϑα λέµε ότι τα µονοειδή ή οµάδες (G1, ?1) και (G2, ?2) είναι ισόµορφα και ϑα γράφουµε

(G1, ?1) ∼= (G2, ?2)

΄Ασκηση 19. ΄Εστω f : : (G1, ?1)−→(G2, ?2) µεταξύ µονοειδών µε ουδέτερα στοιχεία e1 και e2, για την οποία ισχύει
ότι f(x ?1 y) = f(x) ?2 f(y), ∀x, y ∈ G1.

(1) Να δειχθεί, µε ένα αντιπαράδειγµα, ότι γενικά η απεικόνιση f δεν είναι οµοµορφισµός µονοειδών.
(2) Αν η απεικόνιση f είναι «επί», να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.
(3) Αν το µονοειδές (G, ?2) είναι οµάδα, να δειχθεί ότι η απεικόνιση f είναι οµοµορφισµός µονοειδών.

΄Ασκηση 20. Θεωρούµε ένα µεταθετικό µονοειδές (M,?) και έστω (G(M), ∗) η οµάδα Grothendieck του (M,?),
ϐλέπε την ΄Ασκηση 18. Να δειχθούν τα εξής :
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(1) Η απεικόνιση
ι : M −→G(M), ι(m) = [(m, e)]R

είναι οµοµορφισµός µονοειδών, ο οποίος είναι µονοµορφισµός µονοειδών αν και µόνον αν, ∀m,n, x ∈M :

m ? x = n ? x =⇒ m = n

(2) Αν (G, ?′) είναι µια αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο ε και f : M −→G είναι ένας οµοµορφισµός
µονοειδών, να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδικός οµοµορφισµός οµάδων f∗ : G(M)−→G έτσι ώστε f∗ ◦ ι = f :

΄Ασκηση 21. Θεωρούµε τα µεταθετικά µονοειδή (N0,+) και (N0, ·), και (N, ·). Να δειχθεί ότι :

G(N0,+) ∼= (Z,+) και G(N0, ·) =
{
[(1, 1)]R

}
΄Ασκηση 22. (Θεώρηµα Cayley για Μονοειδή). ΄Εστω (M,?) ένα µονοειδές µε ουδέτερο στοιχείο e. Θεωρούµε το
µονοειδές (Map(M), ◦), όπου

Map(M) =
{
f : M −→M | f : απεικόνιση

}
και «◦» είναι η σύνθεση απεικονίσεων. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

R : (M,?) −→ (Map(M), ◦), m 7−→ R(m) := Rm : M −→M, Rm(x) = m ? x

είναι ένας µονοµορφισµός µονοειδών.


