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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγη : Πραξεις επι Συνολων
και Σωµατα Αριθµων

1.1 Ο Χώρος των Ελευθέρων ∆ιανυσµάτων

Από την Αναλυτική Γεωµετρία γνωρίζουµε ότι αν V3 είναι το σύνολο των ε-
λευθέρων διανυσµάτων του χώρου τριών διαστάσεων που µας περιβάλλει, τότε
µπορούµε µε ϕυσικό τρόπο να προσθέσουµε δύο ελεύθερα διανύσµατα κα-
ϑώς και να ‘‘πολλαπλασιάσουµε’’ ένα ελεύθερο διάνυσµα µε έναν πραγµατικό
αριθµό.

΄Εστω E ο συνήθης χώρος τριών διαστάσεων που µας περιβάλλει, και ϑεω-
ϱούµε στον E το σύνολο D όλων των προσανατολισµένων ευθυγράµµων τµη-
µάτων. Υπενθυµίζουµε ότι ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι προσανατολισµένο
αν έχουµε καθορίσει µια διάταξη για τα άκρα του, δηλαδή έχουµε καθορίσει
την αρχή και το τέλος του. ΄Ενα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα ϑα
συµβολίζεται µε AB και µε αυτό το συµβολισµό το A συµφωνούµε να είναι η
αρχή και B το τέλος του. ΄Ετσι το ~AB είναι διαφορετικό από το BA, η αρχή
του οποίου είναι το σηµείο B και τέλος το σηµείο A.

Κάθε προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα AB του συνόλου D, ϐρίσκε-
ται πάνω σε µια µοναδική ευθεία (ε), στην οποία έχει καθορισθεί µια ϕορά
κίνησης ή προσανατολισµός: από το σηµείο A στο σηµείο B. Θα λέµε ότι δύο
προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα AB και CD έχουν την ίδια διεύθυν-
ση αν-ν κείνται σε παράλληλες ευθείες. Τέλος το µήκος του προσανατολισµέ-
νου ευθύγραµµου τµήµατος AB ορίζεται να είναι το µήκος του ευθύγραµµου
τµήµατος που ενώνει το σηµείο A µε το σηµείο B. Στο σύνολο D των προ-
σανατολισµένων ευθυγράµµων τµηµάτων ορίζουµε µια σχέση R, δηλαδή ένα
υποσύνολο∼⊆ D×D του καρτεσιανού γινοµένουD×D, ως εξής (ως συνήθως
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γράφουµε AB ∼ CD για να υποδηλώσουµε ότι το Ϲεύγος (AB,CD) ανήκει
στο υποσύνολο ∼):

Αν AB,CD ∈ D είναι δύο προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα, τότε :

AB ∼ CD

αν και µόνον αν :

1. Τα AB,CD έχουν την ίδια διεύθυνση (κείνται σε παράλληλες ευ-
ϑείες).

2. Τα AB,CD έχουν την ίδια ϕορά.

3. Τα AB,CD έχουν το ίδιο µήκος.

Ως γνωστόν η παραπάνω σχέση έχει κάποιες σηµαντικές ιδιότητες. Συγκεκρι-
µένα για τυχόντα στοιχεία AB,CD,EZ ∈ D, ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες :

1. Ανακλαστική Ιδιότητα: AB ∼ AB.

2. Συµµετρική Ιδιότητα: AB ∼ CD αν και µόνον αν CD ∼ AB

3. Μεταβατική Ιδιότητα: Αν AB ∼ CD και CDREZ, τότε AB ∼ EZ.

Μια σχέση επί ενός συνόλου D η οποία ικανοποιεί τις παραπάνω ιδιότητες
καλείται σχέση ισοδυναµίας επί του συνόλου D. Η σχέση ∼ είναι µια σχέση
ισοδυναµίας στο σύνολο D των προσανατολισµένων ευθυγράµµων τµηµάτων,
και εποµένως το διαµερίζει σε κλάσεις ισοδυναµίας. Υπενθυµίζουµε ότι µια
διαµέριση ενός συνόλου D είναι µια συλλογή υποσυνόλων Φ του D η οποία
ικανοποιεί τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

• ∅ ∈ Φ.

• ∪A∈ΦA = D.

• Αν A,B ∈ Φ και A 6= B, τότε : A ∩B = ∅.

Η σχέση ισοδυναµίας ορίζει την ακόλουθη διαµέριση επί του συνόλου D:

Φ := {CAB |AB ∈ D}, CAB := {CD ∈ D |CD ∼ AB}

΄Ετσι το σύνολο CAB αποτελείται από όλα τα ευθύγραµµα τµήµατα τα οποία
είναι «ισοδύναµα», µέσω της σχέσης ∼, µε το ευθύγραµµο τµήµα AB. Το
σύνολο CAB καλείται η κλάση ισοδυναµίας του ευθυγράµµου τµήµατος AB,
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και η συλλογή συνόλων - διαµέριση Φ του D, καλείται το σύνολο των κλάσεων
ισοδυναµίας των ευθυγράµµων τµηµάτων του χώρου. , Συνήθως τα στοιχεία
του συνόλου CAB καλούνται αντιπρόσωποι της κλάσης ισοδυναµίας του ευθυ-
γράµµου τµήµατος AB.

Μια κλάση ισοδυναµίας καλείται (ελεύθερο) διάνυσµα. Η κλάση του
προσανατολισµένου ευθυγράµµου τµήµατος AB ϑα συµβολίζεται µε

−−→
AB, δη-

λαδή:
−−→
AB = {CD ∈ D | CD ∼ AB}

Το σύνολο όλων των κλάσεων ισοδυναµίας συµβολίζεται µε

V3 := D/ ∼ = {
−−→
AB | AB ∈ D}

και καλείται ο χώρος των (ελευθέρων) διανυσµάτων. ΄Οπως είναι άµεσο από τον
ορισµό, τα στοιχεία : διεύθυνση, ϕορά, µήκος, τέλος, αρχή, επεκτείνονται από
τα ευθύγραµµα τµήµατα και στα διανύσµατα, αν ορίσουµε διεύθυνση, ϕορά,
µήκος, τέλος, αρχή του διανύσµατος

−−→
AB την διεύθυνση, ϕορά, µήκος, τέλος,

αρχή του ευθυγράµµου τµήµατος AB. Ιδιαίτερα το µήκος του
−−→
AB ορίζεται να

είναι το µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος AB, και συµβολίζεται ως : |
−−→
AB|.

΄Οπως γνωρίζουµε από την στοιχειώδη Αναλυτική Γεωµετρία, το σύνολο V3

έχει επιπρόσθετη δοµή. Συγκεκριµένα µπορούµε να προσθέσουµε δύο διανύ-
σµατα και να πολλαπλασιάσουµε ένα διάνυσµα µε έναν πραγµατικό αριθµό.

΄Ετσι αν µας δοθούν δύο διανύσµατα
−−→
AB,

−−→
CD ∈ V3, τότε ορίζεται µοναδικά

ένα νέο διάνυσµα
−→
EZ :=

−−→
AB +

−−→
CD, το οποίο καλείται το άθροισµα των

−−→
AB

και
−−→
CD, µε τον ακόλουθο τρόπο. Αν (ε) είναι η ευθεία στην οποία κείται το

διάνυσµα
−−→
AB και (ε′) είναι η ευθεία στην οποία κείται το διάνυσµα

−−→
CD, τότε

µεταφέρουµε παράλληλα την ευθεία (ε′) έτσι ώστε αυτή να συναντήσει την
ευθεία (ε) µε τέτοιον τρόπο ώστε η αρχή του διανύσµατος

−−→
CD να συµπέσει µε

την τέλος του διανύσµατος
−−→
AB. Η παράλληλη µεταφορά του ευθυγράµµου

τµήµατος CD δηµιουργεί τότε ένα νέο διάνυσµα, η αρχή του οποίου είναι
το σηµείο B := E και το τέλος του οποίου έστω ότι είναι το σηµείο Z. Τότε
το διάνυσµα

−→
EZ, δηλαδή το άθροισµα των

−−→
AB και

−−→
CD ορίζεται να είναι το

διάνυσµα (ή καλύτερα ο κλάση του ευθυγράµµου τµήµατος) το οποίο έχει
αρχή το A και τέλος το τέλος του ευθυγράµµου τµήµατος EZ. Μπορεί να
δειχθεί εύκολα ότι η παραπάνω κατασκευή του αθροίσµατος των

−−→
AB και

−−→
CD

είναι καλά ορισµένη, δηλαδή δεν εξαρτάται από την επιλογή αντιπροσώπων
των κλάσεων ισοδυναµίας των ευθυγράµµων τµηµάτων AB και CD.

Επίσης αν k ∈ R είναι ένας πραγµατικός αριθµός, και
−−→
AB ∈ V3 είναι ένα

διάνυσµα, τότε ορίζεται µοναδικά ένα νέο διάνυσµα k ·
−−→
AB, το οποίο καλείται
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ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός του k µε το
−−→
AB, ως εξής. Αν k = 0, ή αν−−→

AB = ~0 είναι το µηδενικό διάνυσµα, τότε ϑέτουµε k ·
−−→
AB = ~0. Αν k 6= 0 και−−→

AB 6= ~0, τότε η διεύθυνση του k ·
−−→
AB είναι η διεύθυνση του

−−→
AB. Η ϕορά του

k ·
−−→
AB είναι η ϕορά του

−−→
AB αν k > 0 και την ϕορά του αντιθέτου διανύσµατος

−
−−→
AB =

−−→
BA αν k < 0. Τέλος το µήκος του k ·

−−→
AB ορίζεται να είναι ο αριθµός :

|k||
−−→
AB|

΄Ετσι στο σύνολο V3 έχουµε ορίσει δύο απεικονίσεις :

1. Πρόσθεση:

+ : V3 × V3 −→ V3, (
−−→
AB,

−−→
CD) 7−→

−−→
AB +

−−→
CD

2. Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός:

· : R× V3 −→ V3, (k,
−−→
AB) 7→ k ·

−−→
AB

Από την Ευκλείδεια η την στοιχειώδη Αναλυτική Γεωµετρία, γνωρίζουµε
τότε ότι το σύνολο V3 των ελευθέρων διανυσµάτων του χώρου, εφοδιασµένο
µε τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού, ικα-
νοποιεί τις ακόλουθες ϐασικές ιδιότητες :

(∆Χ1) Προσεταιριστική Ιδιότητα της Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB,

−−→
CD,

−→
EZ ∈ V3 : (

−−→
AB +

−−→
CD ) +

−→
EZ =

−−→
AB + (

−−→
CD +

−→
EZ )

(∆Χ2) Αντιµεταθετική Ιδιότητα Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB,

−−→
CD ∈ V3 :

−−→
AB +

−−→
CD =

−−→
CD +

−−→
AB

(∆Χ3) ΄Υπαρξη Μηδενικού ∆ιανύσµατος. ∆ηλαδή υπάρχει ένα διακεκριµένο στοι-
χείο ~0 του V3, το οποίο καλείται µηδενικό διάνυσµα, έτσι ώστε να ικα-
νοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα :

∀
−−→
AB ∈ V3 :

−−→
AB +~0 =

−−→
AB = ~0 +

−−→
AB

Το διάνυσµα ~0 µε την παραπάνω ιδιότητα είναι η κλάση ισοδυναµίας
του ευθυγράµµου τµήµατος του οποίου τα άκρα συµπίπτουν, δηλαδή
το ευθύγραµµο τµήµα το µήκος του οποίοιυ είναι ίσο µε µηδέν.
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(∆Χ4) ΄Υπαρξη Αντιθέτου ∆ιανύσµατος. ∆ηλαδή για κάθε διάνυσµα
−−→
AB του V3

υπάρχει ένα νέο διάνυσµα −
−−→
AB του V3, το οποίο καλείται αντίθετο

διάνυσµα του
−−→
AB, έτσι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα :

∀
−−→
AB ∈ V3, ∃(−

−−→
AB ) ∈ V3 :

−−→
AB + (−

−−→
AB ) = ~0 = (−

−−→
AB) +

−−→
AB )

Το αντίθετο διάνυσµα του
−−→
AB είναι το διάνυσµα

−−→
BA, το οποίο έχει την

ίδια διεύθυνση και το ίδιο µήκος µε το
−−→
AB, αλλά έχει αντίθετη ϕορά.

(∆Χ5) Επιµεριστική Ιδιότητα του Βαθµωτού Πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση

στοιχείων του R. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB ∈ V3, ∀κ, λ ∈ R : (κ+ λ) ·

−−→
AB = κ ·

−−→
AB + λ ·

−−→
AB

(∆Χ6) Επιµεριστική Ιδιότητα του Βαθµωτού Πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση

διανυσµάτων του V3. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB,

−−→
CD ∈ V3, ∀κ ∈ R : κ · (

−−→
AB +

−−→
CD ) = κ ·

−−→
AB + κ ·

−−→
CD

(∆Χ7) Μικτή Προσεταιριστική Ιδιότητα. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB ∈ V3, ∀κ, λ ∈ R : κ · (λ ·

−−→
AB ) = (κλ) ·

−−→
AB

(∆Χ8) Μοναδιαία Ιδιότητα. ∆ηλαδή:

∀
−−→
AB ∈ V3 : 1 ·

−−→
AB =

−−→
AB

Σκοπός µας είναι να γενικεύσουµε τα ϐασικά δοµικά στοιχεία και τις ϐασι-
κές ιδιότητες οι οποίες υπάρχουν στο παράδειγµα των ελευθέρων διανυσµάτων
του επιπέδου, και οποίες περιγράφονται παραπάνω σε δύο κύριες κατευθύν-
σεις :

1. Το σύνολο των ελευθέρων διανυσµάτων να αντικατασταθεί µε ένα πιο γε-
νικό σύνολο, π.χ. µε σύνολα πινάκων, πολυωνύµων, συναρτήσεων, α-
κολουθιών, κτλ. Φυσικά απαιτούµε τα σύνολα αυτά των ‘‘γενικευµένων
διανυσµάτων’’ να ικανοποιούν τις τυπικές ιδιότητες που ικανοποιεί το
σύνολο των ελευθέρων διανυσµάτων όπως περιγράψαµε παραπάνω.

Η γενίκευση αυτή µας απελευθερώνει κατά κάποιον τρόπο και από τον
περιορισµό των τριών διαστάσεων.
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2. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µε το οποίο πολλαπλασιάζουµε ϐαθ-
µωτά να αντικατασταθεί µε ένα πιο γενικό σύνολο, π.χ. µε το σύνολο
των ϱητών ή των µιγαδικων αριθµών. Παρόµοια απαιτούµε τα σύνολα
αυτά των ‘‘γενικευµένων αριθµών’’ να ικανοποιούν τις τυπικές ιδιότητες
που ικανοποιεί το σύνολο των πραγµατικών αριθµών όπως περιγράψαµε
παραπάνω.

Η ϐασική ιδέα είναι να ξεκινήσουµε µε ένα σύνολο αφηρηµένων στοιχείων
V επί του οποίου υποθέτουµε ότι έχουν ορισθεί δύο πράξεις, µε την έννοια του
επόµενου εδαφίου: µια πράξη πρόσθεσης και µια πράξη ϐαθµωτού πολλα-
πλασιασµού «γενικευµένων» αριθµών µε στοιχεία του V, και να δεχθούµε ότι
ικανοποιούνται οι ιδιότητες (∆Χ1)-(∆Χ8) παραπάνω, τις οποίες πλέον δεχόµα-
στε ως αξιώµατα. ΄Ετσι το παράδειγµα του χώρου των (ελευθέρων διανυσµάτων
του χώρου ϑα αποτελέσει το ϐασικό µοντέλο για τον ορισµό της αφηρηµένης
έννοιας του διανυσµατικού χώρου η οποία ϑα µελετηθεί στο επόµενο Κεφά-
λαιο.

Στην παρόν Κεφάλαιο ϑα δούµε µε ποιόν τρόπο µπορούµε να γενικεύσου-
µε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Στο επόµενο Κεφάλαιο ϑα µελετή-
σουµε διεξοδικά µε ποιόν τρόπο µπορούµε να γενικεύσουµε το σύνολο των
ελευθέρων διανυσµάτων.

1.2 Εσωτερικές και Εξωτερικές Πράξεις

΄Εστω S ένα σύνολο.
Μια εσωτερική πράξη επί του S, είναι µια απεικόνιση

? : S× S −→ S, (s1, s2) 7→ ?(s1, s2).

Αν s1, s2 ∈ S, τότε συνήθως την τιµή ?(s1, s2) ϑα την συµβολίζουµε µε
s1 ? s2:

∀s1, s2 ∈ S : ?(s1, s2) := s1 ? s2.

΄Εστω τώρα K και S δύο σύνολα.
Μια εξωτερική πράξη του συνόλου K επί του S, είναι µια απεικόνιση

� : K× S −→ S, (k, s) 7→ �(k, s).

Αν k ∈ K και s ∈ S, τότε συνήθως την τιµή �(k, s) ϑα την συµβολίζουµε
µε k � s:

∀ ∈ K, ∀s ∈ S : �(k, s) := k � s
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Παράδειγµα 1.2.1 Στο σύνολο Z των ακεραίων αριθµών, ορίζεται η πράξη της
πρόσθεσης, η οποία είναι µια απεικόνιση + : Z×Z −→ Z, (k, l) 7→ k+ l. Επίσης
ορίζεται και η πράξη του πολλαπλασιασµού, η οποία είναι µια απεικόνιση · : Z×
Z −→ Z, (k, l) 7→ kl. ΄Αλλα παραδείγµατα αποτελούν τα οικεία µας σύνολα: Q
των ϱητών αριθµών,R των πραγµατικών αριθµών, καιC των µιγαδικών αριθµών,
εφοδιασµένα µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού.

1.3 Η έννοια του σώµατος

Σε ένα γενικό πλαίσιο η ΄Αλγεβρα µελετά τις ϐασικές ιδιότητες και την δοµή
συνόλων τα οποία είναι εφοδιασµένα µε µία ή περισσότερες (εσωτερικές ή
εξωτερικές) πράξεις. Αυτά τα σύνολα, µαζί µε αυτές τις πράξεις, αποτελούν
γενικεύσεις των οικείων µας συνόλων αριθµών Z,Q,R,C εφοδιασµένα µε τις
συνηθισµένες πράξεις. Στα πλαίσια της Γραµµικής ΄Αλγεβρας η έννοια του
σώµατος διαδραµατίζει σηµαντικό ϱόλο.

Ορισµός 1.3.1 ΄Ενας σώµα είναι ένα σύνολο K το οποίο είναι εφοδιασµένο
µε δύο εσωτερικές πράξεις :

(a) + : K×K −→ K, η οποία στέλνει το Ϲεύγος στοιχείων (k1, k2) ∈ K×K σε
ένα νέο στοιχείο k1 + k2 ∈ K, την οποία καλούµε Πρόσθεση (στοιχείων
του K).

(b) · : K × K −→ K, η οποία στέλνει το Ϲεύγος (k1, k2) ∈ K × K σε ένα νέο
στοιχείο k1 ·k2 ∈ K, την οποία καλούµε Πολλαπλασιασµό (στοιχείων του
K).

Το σύνολο K µαζί µε την πράξη της πρόσθεσης + και του πολλαπλασιασµού ·,
απαιτούµε να ικανοποιούν τα ακόλουθα αξιώµατα :

(∆Χ1) Προσεταιριστική Ιδιότητα της Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀k1, k2, ∈ K : (k1 + k2) + k3 = k1 + (k2 + k3)

(∆Χ2) Αντιµεταθετική Ιδιότητα Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀k1, k2 ∈ K : k1 + k2 = k2 + k1

(∆Χ3) ΄Υπαρξη Μηδενικού Στοιχείου. ∆ηλαδή υπάρχει ένα διακεκριµένο στοιχείο
0 τουK, το οποίο καλείται µηδενικό στοιχείο, έτσι ώστε να ικανοποιείται
η ακόλουθη ιδιότητα :

∀k ∈ K : k + 0 = k = 0 + k
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(∆Χ4) ΄Υπαρξη Αντιθέτου Στοιχείου. ∆ηλαδή για κάθε στοιχείου k του K υπάρχει
ένα νέο στοιχείο −k του K, το οποίο καλείται αντίθετο στοιχείο του k,
έτσι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα :

∀k ∈ K, ∃(−k ) ∈ K : k + (−k ) = 0 = (−k) + k

(∆Χ5) Προσεταιριστική Ιδιότητα του Πολλαπλασιασµού του K. ∆ηλαδή:

∀k1, k2, k3 ∈ K : k1 · (k2 · k3) = (k1 · k2) · k3

(∆Χ6) Επιµεριστική Ιδιότητα του Πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση του K.
∆ηλαδή:

∀k1, k2, k3 ∈ K : k1 · (k2 + k3) = k1 · k2 + k1 · k3

∀k1, k2, k3 ∈ K : (k1 + k2) · k3 = k1 · k3 + k2 · k3

(∆Χ7) Αντιµεταθετική Ιδιότητα του Πολλαπλασιασµού του K. ∆ηλαδή:

∀k1, k2, k3 ∈ K : k1 · k2 = k2 · k1

(∆Χ8) ΄Υπαρξη Πολλαπλασιαστικής Μονάδας. ∆ηλαδή:

∃1 ∈ K,∀k ∈ K : 1 · k = k = k · 1

(∆Χ9) ΄Υπαρξη Πολλαπλασιαστικού Αντιστρόφου. ∆ηλαδή για κάθε µη µηδενικό
στοιχείο k του K υπάρχει ένα νέο στοιχείο k−1 του K, το οποίο καλεί-
ται αντίστροφο στοιχείο του k, έτσι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη
ιδιότητα :

∀k ∈ K \ {0},∃k−1 ∈ K : k · k−1 = 1 = k−1 · k

Τα ϐασικά παραδείγµατα σωµάτων µε τα οποία ϑα ασχοληθούµε στις πα-
ϱούσες σηµειώσεις είναι υποσύνολα του συνόλου C των µιγαδικών αριθµών,
το οποίο µε την σειρά του είναι ένα σώµα.

Παράδειγµα 1.3.1 Εφοδιασµένα µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και
πολλαπλασιασµού, τα ακόλουθα σύνολα αριθµών είναι σώµατα :

1. Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών.
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2. Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.

3. Το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών.

Αντίθετα το σύνολο των ακεραίων Z δεν είναι είναι σώµα (γιατί ;).

΄Ασκηση 1.3.2 Θεωρούµε το ακόλουθα σύνολα:

Q(
√

2) := {κ+ λ
√

2 ∈ R |κ, λ ∈ Q}

Q(
√
−1) := {κ+ λ

√
−1 ∈ C |κ, λ ∈ Q}

Να δείξετε ότι τα σύνολα Q(
√

2) και Q(
√
−1) εφοδιασµένα µε τις συνηθισµένες

πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πραγµατικών και µιγαδικών αριθµών
αντίστοιχα, είναι σώµατα.

Σύµβαση 1.3.3 Χάριν ευκολίας στις παρούσες σηµειώσεις από τώρα και στο
εξής µε τον όρο σώµα ϑα εννοούµε ένα υποσύνολο K ⊆ C των µιγαδικών
αριθµών το οποίο περιέχει το 0 και το 1 και είναι κλειστό στην πρόσθεση, πολ-
λαπλασιασµό, και την ύπαρξη αντιστρόφου (δηλαδή αν k ∈ K και k 6= 0, τότε
k−1 ∈ K.

Είναι εύκολο να δειχθεί τότε ότι ένα τέτοιο υποσύνολο K εφοδιασµένο µε
τους περιορισµούς των γνωστών πράξεων πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού µι-
γαδικών αριθµών είναι σώµα µε την έννοια του ορισµού 1.3.1.

Παρατήρηση 1.3.2 Τα παραπάνω σώµατα έχουν άπειρο πλήθος στοιχείων.
Υπάρχουν όµως και σώµατα µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Για παράδειγµα
έστω F ένα σύνολο µε δύο στοιχεία, τα οποία συµβολίζουµε µε 0, 1: F = {0, 1}.
Στο σύνολο F ορίζουµε δύο εσωτερικές πράξεις

+ : F× F −→ F, (x, y) 7→ x+ y

· : F× F −→ F, (x, y) 7→ x · y
ως ακολούθως :

1. 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, και 1 + 1 = 0.

2. 0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, και 1 · 1 = 1.

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο F είναι ένα
σώµα.

Γενικά το µεγαλύτερο τµήµα της ϑεωρίας που ϑα αναπτυχθεί στα επόµενα
Κεφάλαια είναι ανεξάρτητο του πλήθους των στοιχείων ενός σώµατος, και άρα
ισχύει για τα σώµατα µε την έννοια του ορισµού 1.3.1. Η σύµβαση που κάναµε
παραπάνω έγινε µόνο χάριν απλότητας και οικειότητας µε τα σώµατα αριθµών
Q,R,C και τα υποσύνολα τους .
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Κεφάλαιο 2

∆ιανυσµατικοι Χωροι

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα ορίσουµε την πολύ ϐασική έννοια του διανυσµατι-
κού χώρου πάνω από ένα σώµα. Θα µελετήσουµε τις κυριότερες ιδιότητες
διανυσµατικών χώρων και ϑα διαπραγµατευθούµε µια πληθώρα ϐασικών πα-
ϱαδειγµάτων επί των οποίων ϑα εφαρµοσθεί η ϑεωρία η οποία ϑα αναπτυχθεί
στα επόµενα Κεφάλαια. Τέλος ϑα αναπτύξουµε µια σειρά ϑεµελιωδών κατα-
σκευών επί διανυσµατικών χώρων οι οποίες ϑα µας είναι πολύ χρήσιµες στα
επόµενα Κεφάλαια.

2.1 ∆ιανυσµατικοί Χώροι : Ορισµός και Στοιχειώδεις

Ιδιότητες

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε ένα σώµα K. Υπενθυµίζουµε από
το Κεφάλαιο 1 ότι µε το όρο σώµα ϑα εννοούµε ένα υποσύνολο K ⊆ C των
µιγαδικών αριθµών το οποίο περιέχει το 0 και το 1 και είναι κλειστό στην
πρόσθεση, πολλαπλασιασµό, και την ύπαρξη αντιστρόφου (δηλαδή αν k ∈ K
και k 6= 0, τότε k−1 ∈ K.

∆ιαισθητικά ένας διανυσµατικός χώρος είναι ένα σύνολο ‘‘διανυσµάτων’’
στο οποίο µπορούµε να ορίσουµε πρόσθεση καθώς και πολλαπλασιασµό µε
αριθµούς από ένα σώµα, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι γνωστοί αλγεβρικοί
νόµοι που ισχύουν στο σύνολο των ελευθέρων διανυσµάτων του επιπέδου ή του
χώρου. Περισσότερο αυστηρά και µε ϐάση τα όσα ισχύουν στην Αναλυτική ή
Ευκλείδεια γεωµετρία οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 2.1.1 ΄Ενας διανυσµατικός χώρος πάνω από ένα σώµα K είναι
ένα µη-κενό σύνολο V, του οποίου τα στοιχεία ϑα καλούµε διανύσµατα και ϑα
τα συµβολίζουµε µε ~x, ~y, ~z, · · · , το οποίο είναι εφοδιασµένο µε δύο πράξεις :

13
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(a) Μία εσωτερική πράξη + : V × V −→ V, η οποία στέλνει το Ϲεύγος διανυ-
σµάτων (~x, ~y) ∈ V×V σε ένα νέο διάνυσµα ~x+~y ∈ V, την οποία καλούµε
Πρόσθεση (διανυσµάτων του V).

(b) Μία εξωτερική πράξη · : K× V −→ V, η οποία στέλνει το Ϲεύγος (k, ~x) ∈
K × V σε ένα νέο διάνυσµα k · ~x ∈ V, την οποία καλούµε Βαθµωτό

Πολλαπλασιασµό (στοιχείων του σώµατος K µε διανύσµατα του V).

Το σύνολο V µαζί µε την πράξη της πρόσθεσης + και του ϐαθµωτού πολλαπλα-
σιασµού ·, απαιτούµε να ικανοποιούν τα ακόλουθα αξιώµατα :

(∆Χ1) Προσεταιριστική Ιδιότητα της Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀~x, ~y, ~z ∈ V : (~x+ ~y ) + ~z = ~x+ (~y + ~z )

(∆Χ2) Αντιµεταθετική Ιδιότητα Πρόσθεσης. ∆ηλαδή:

∀~x, ~y ∈ V : ~x+ ~y = ~y + ~x

(∆Χ3) ΄Υπαρξη Μηδενικού ∆ιανύσµατος. ∆ηλαδή υπάρχει ένα διακεκριµένο στοι-

χείο ~0 του V, το οποίο καλείται µηδενικό διάνυσµα, έτσι ώστε να ικανο-
ποιείται η ακόλουθη ιδιότητα :

∀~x ∈ V : ~x+~0 = ~x = ~0 + ~x

(∆Χ4) ΄Υπαρξη Αντιθέτου ∆ιανύσµατος. ∆ηλαδή για κάθε διάνυσµα ~x του V υπάρ-
χει ένα νέο διάνυσµα −~x του V, το οποίο καλείται αντίθετο διάνυσµα

του ~x, έτσι ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα :

∀~x ∈ V, ∃(−~x ) ∈ V : ~x+ (−~x ) = ~0 = (−~x) + ~x )

(∆Χ5) Επιµεριστική Ιδιότητα του Βαθµωτού Πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση

στοιχείων του K. ∆ηλαδή:

∀~x ∈ V, ∀κ, λ ∈ K : (κ+ λ) · ~x = κ · ~x+ λ · ~x

(∆Χ6) Επιµεριστική Ιδιότητα του Βαθµωτού Πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση

διανυσµάτων του V. ∆ηλαδή:

∀~x, ~y ∈ V, ∀κ ∈ K : κ · (~x+ ~y ) = κ · ~x+ κ · ~y
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(∆Χ7) Μικτή Προσεταιριστική Ιδιότητα. ∆ηλαδή:

∀~x ∈ V, ∀κ, λ ∈ K : κ · (λ · ~x ) = (κλ) · ~x

(∆Χ8) Μοναδιαία Ιδιότητα. ∆ηλαδή:

∀~x ∈ V : 1 · ~x = ~x

Σχόλιο 2.1.1 1. Σηµειώνουµε ότι ένας διανυσµατικός χώρος είναι µια τριά-
δα (V,+, ·) που ικανοποιεί τα παραπάνω αξιώµατα και όχι απλά ένα
σύνολο V. Χάριν απλότητας όµως ϑα παραλείπουµε τα σύµβολα των
πράξεων +, ·, όταν οι πράξεις είναι ευκόλως εννοούµενες ή έχουν ανα-
ϕερθεί/ορισθεί προηγούµενα, και ϑα λέµε ότι το σύνολο V είναι ένας
διανυσµατικός χώρος.

2. Στον ορισµό 2.1.1 δεν ϑα πρέπει να συγχέουµε την πρόσθεση αριθµών από
το σώµα K µε την πρόσθεση διανυσµάτων του V, αν και οι δύο πράξεις εµ-
ϕανίζονται στα αξιώµατα µε το ίδιο σύµβολο. ΄Ετσι π.χ. στο Αξίωµα (∆Χ5),
το σύµβολο + στην αριστερή πλευρά συµβολίζει πρόσθεση αριθµών στο
σώµα K και το το σύµβολο + στην δεξιά πλευρά συµβολίζει πρόσθεση
διανυσµάτων στον V.

3. Αν ~x είναι ένα διάνυσµα του V, τότε το διάνυσµα −~x, την ύπαρξη του
οποίου µας εξασφαλίζει το Αξίωµα (∆Χ4), συµβολίζει ένα νέο διάνυσµα.
Θα δούµε άργότερα ότι το −~x είναι ίσο µε το διάνυσµα (−1) · ~x.

4. Το Αξίωµα (∆Χ1) µας επιτρέπει να ‘‘απαλείφουµε’’ παρενθέσεις. ΄Ετσι από
τώρα και στο εξής η σχέση ~x+ (~y+~z) ϑα γράφεται ~x+~y+~z καθώς ο άλ-
λος δυνατός τρόπος για να προσθέσουµε τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z, δηλαδή ο
(~x+~y)+~z δίνει σύµφωνα µε το Αξίωµα (∆Χ1) το ίδιο αποτέλεσµα. Γενικό-
τερα αν έχουµε να προσθέσουµε µια πεπερασµένη συλλογή διανυσµάτων
~x1, ~x2, · · · , ~xn, τότε όλοι οι δυνατοί τρόποι για να τα προσθέσουµε δίνουν
το ίδιο αποτέλεσµα (να το δείξετε σαν ΄Ασκηση χρησιµοποιώντας επαγωγή),
το οποίο από τώρα και στο εξής ϑα γράφουµε ως : ~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn.

5. Το Αξίωµα (∆Χ2) µας επιτρέπει να αλλάζουµε την σειρά µε την οποία
προσθέτουµε διανύσµατα. ΄Ετσι για παράδειγµα έχουµε ~x1 + ~x2 + ~x3 =
~x3 + ~x1 + ~x2 = ~x2 + ~x3 + ~x1, κ.ο.κ.

Πριν προχωρήσουµε σε παραδείγµατα διανυσµατικών χώρων Θα δούµε
δούµε κάποιες ιδιότητες που απορρέουν σχετικά άµεσα από τον ορισµό 2.1.1
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και οι οποίες ϑα µας επιτρέψουν να απλοποιήσουµε τον συµβολισµό και να
αποφεύγουµε περιττές επαναλήψεις επιχειρηµάτων.

Από τώρα σταθεροποιούµε έναν διανυσµατικό χώρο V πάνω από ένα

σώµα K.

Συµβολισµός 2.1.2 Αν ~x, ~y ∈ V, τότε ϑα γράφουµε :

~x+ (−~y) := ~x− ~y

όπου −~y είναι το αντίθετο του διανύσµατος ~y. Σηµειώνουµε ότι η παραπάνω
γραφή είναι απλά ένας συµβολισµός, καθώς τυπικά δεν έχουµε ορίσει αφαίρεση
διανυσµάτων. Μπορεί όµως κανείς να ϑεωρήσει τον παραπάνω συµβολισµό ως
ορισµό αφαίρεσης διανυσµάτων στον V.

Λήµµα 2.1.2 Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες.

1. ∀κ, λ ∈ K, ∀~x ∈ V: (κ− λ) · ~x = κ · ~x− λ · ~x.

2. ∀κ ∈ K, ∀~x, ~y ∈ V: κ · (~x− ~y) = κ · ~x− κ · ~y.

3. ∀~x ∈ V: 0 · ~x = ~0.

4. ∀~x ∈ V: (−1) · ~x = −~x.

5. ∀~x ∈ V: −(−~x) = ~x.

6. ∀~x, ~y ∈ V: −(~x+ ~y) = −~x− ~y.

7. ∀κ ∈ K: κ ·~0 = ~0.

8. Αν λ ∈ K και ~x ∈ V και ισχύει λ · ~x = ~0, τότε : είτε λ = 0 ή ~x = ~0.

Απόδειξη :

1. Εάν προσθέσουµε στο διάνυσµα (κ−λ)·~x το διάνυσµα λ·~x και χρησιµο-
ποιήσουµε το Αξίωµα (∆Χ5) ϑα έχουµε: (κ−λ)·~x+λ·~x = (κ−λ+λ)·~x =
κ · ~x. Αν στην τελευταία σχέση προσθέσουµε και στα δύο µέλη το διά-
νυσµα −(λ · ~x) και χρησιµοποιήσουµε διαδοχικά τα Αξιώµατα (∆Χ1),
(∆Χ4), (∆Χ3) ϑα έχουµε την Ϲητούµενη σχέση:

κ · ~x− λ · ~x = [(κ− λ) · ~x+ λ · ~x]− (λ · ~x)

= (κ− λ) · ~x+ [λ · ~x− (λ · ~x)]

= (κ− λ) · ~x+~0

= (κ− λ) · ~x



2.1. ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΧΩΡΟΙ : ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ17

2. Αν προσθέσουµε στο διάνυσµα κ · (~x− ~y) το διάνυσµα κ · ~y, ϑα έχουµε
το διάνυσµα κ · (~x−~y) +κ ·~y. Χρησιµοποιώντας διαδοχικά τα Αξίωµατα
(∆Χ1), (∆Χ4), (∆Χ3) ϑα έχουµε:

κ · (~x− ~y) + κ · ~y = κ · [(~x− ~y) + ~y]

= κ · [~x+ (−~y) + ~y)]

= κ · (~x+~0)

= κ · ~x

Αν τώρα στην σχέση κ · (~x− ~y) + κ · ~y = κ · ~x προσθέσουµε και στα δύο
µέλη το διάνυσµα−(κ·~y) και χρησιµοποιήσουµε διαδοχικά τα Αξίωµατα
(∆Χ1), (∆Χ4), (∆Χ3) ϑα έχουµε τελικά την Ϲητούµενη σχέση:

[κ · (~x− ~y) + κ · ~y]− (κ · ~y) = κ · ~x− κ · ~y =⇒
κ · (~x− ~y) + (κ · ~y − κ · ~y) = κ · ~x− κ · ~y =⇒

κ · (~x− ~y) +~0 = κ · ~x− κ · ~y =⇒
κ · (~x− ~y) = κ · ~x− κ · ~y

3. Στην σχέση 1. που αποδείξαµε ϑέτουµε κ = λ. Τότε ϑα έχουµε την
σχέση 0 ·~x = κ ·~x−κ ·~x, το δεύτερο µέλος της οποίας είναι το µηδενικό
διάνυσµα ~0 σύµφωνα µε το Αξίωµα (∆Χ4). Εποµένως 0 · ~x = ~0.

4. Στην σχέση 1. που αποδείξαµε ϑέτουµε κ = 0 και λ = 1. Τότε ϑα
έχουµε την σχέση (−1) · ~x = −(1 · ~x), το δεύτερο µέλος της οποίας
είναι ίσο µε το διάνυσµα −~x σύµφωνα µε το Αξίωµα (∆Χ8). Εποµένως
(−1) · ~x = −~x.

5. Από την ιδιότητα 4. η σχέση−(−~x) γράφεται ισοδύναµα (−1)·[(−1)·~x)].
Χρησιµοποιώντας τα Αξιώµατα (∆Χ7) και (∆Χ8), ϑα έχουµε −(−~x) =
(−1) · [(−1) · ~x)] = [(−1)(−1)] · ~x = 1 · ~x = ~x.

6. Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα 4., και το Αξίωµα (∆Χ6), ϑα έχουµε:
−(~x+ ~y) = (−1) · (~x+ ~y) = (−1) · ~x+ (−1) · ~y = −~x− ~y.

7. Στην σχέση 2. που αποδείξαµε ϑέτουµε ~x = ~y. Τότε ϑα έχουµε την
σχέση κ · (~x − ~x) = κ · ~x − κ · ~x, το δεύτερο µέλος της οποίας είναι το
µηδενικό διάνυσµα ~0 και το πρώτο µέλος είναι ίσο µε το διάνυσµα κ ·~0,
σύµφωνα µε το Αξίωµα (∆Χ4). Εποµένως κ ·~0 = ~0.

8. Υποθέτουµε ότι κ 6= 0 και δείχνουµε ότι αναγκαστικά ϑα πρέπει να
ισχύει ~x = ~0. Επειδή κ 6= 0, ο αριθµός κ ∈ K είναι αντιστρέψιµος και
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εποµένως υπάρχει ο αντίστροφος του κ−1 ∈ K και ισχύει κκ−1 = 1 =
κ−1κ. Πολλαπλασιάζοντας ϐαθµωτά και από τα δύο µέλη την δοθείσα
σχέση κ · ~x = ~0 µε κ−1, ϑα έχουµε την σχέση

κ−1 · (κ · ~x) = κ−1 ·~0 (∗)

Χρησιµοποιώντας διαδοχικά τα Αξιώµατα (∆Χ7) και (∆Χ8), το πρώτο
µέλος της σχέσης (∗) είναι ίσο µε (κ−1κ) · ~x) = 1 · ~x = ~x. Το δεύτερο
µέλος της σχέσης (∗) είναι ίσο µε το µηδενικό διάνυσµα ~0 σύµφωνα µε
την ιδιότητα 5. που αποδείξαµε παραπάνω. Εποµένως ~x = 0.

2

Είναι εύλογο να αναρωτηθούµε αν το µηδενικό διάνυσµα ~0 και το αντίθετο
ενός δοθέντος διανύσµατος ~x του V, την ύπαρξη των οποίων µας εξασφαλίζουν
τα Αξιώµατα (∆Χ3) και (∆Χ4), είναι µοναδικά. Αυτό πράγµατι ισχύει όπως
ϑα δείξουµε στο επόµενο Λήµµα το οποίο περιέχει και δύο ιδιότητες οι οποίες
µας επιτρέπουν να απλοποιήσουµε περαιτέρω τις πράξεις µε διανύσµατα.

Λήµµα 2.1.3 1. Αν ~01 και ~02 είναι δύο διανύσµατα του V τα οποία ικανο-
ποιούν το Αξίωµα (∆Χ3), δηλαδή ~x + ~01 = ~x και ~x + ~02 = ~x, ∀~x ∈ V,
τότε : ~01 = ~02.

2. ΄Εστω ~x ∈ V και υποθέτουµε ότι υπάρχουν δύο διανύσµατα ~x1 και ~x2 τα
οποία ικανοποιούν το Αξίωµα (∆Χ4), δηλαδή ~x+ ~x1 = ~0 και ~x+ ~x2 = ~0.
Τότε ~x1 = ~x2.

3. ΄Εστω λ ∈ K, µε λ 6= 0, και ~x, ~y ∈ V. Αν λ · ~x = λ · ~y, τότε ~x = ~y.

4. ΄Εστω λ1, λ2 ∈ K και ~x ∈ V µε ~x 6= ~0. Αν λ1 · ~x = λ2 · ~x, τότε λ1 = λ2.

Απόδειξη :

1. Θέτοντας ~x = ~01 στο Αξίωµα (∆Χ3) και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
το ~02 ικανοποιεί αυτό το Αξίωµα, έχουµε: ~01 + ~02 = ~01. Παρόµοια
ϑέτοντας ~x = ~02 στο Αξίωµα (∆Χ3) και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι
το ~01 ικανοποιεί αυτό το Αξίωµα, έχουµε: ~02 + ~01 = ~02. ΄Οµως από το
Αξίωµα (∆Χ2) έχουµε ~01 +~02 = ~02 +~01. Εποµένως ~01 = ~02.

2. Προσθέτοντας στην σχέση ~x + ~x1 = ~0 το διάνυσµα ~x2 ϑα έχουµε την
σχέση (~x + ~x1) + ~x2 = ~0 + ~x2, το δεύτερο µέλος της οποίας είναι ίσο
µε το ~x2 σύµφωνα µε το Αξίωµα (∆Χ3). Εφαρµόζοντας διαδοχικά τα
Αξιώµατα (∆Χ1), (∆Χ2), (∆Χ3), και την σχέση ~x+ ~x2 = ~0, ϑα έχουµε:

~x2 = (~x+ ~x1) + ~x2 = ~x+ (~x1 + ~x2) = ~x+ (~x2 + ~x1) =

(~x+ ~x2) + ~x1 = ~0 + ~x1 = ~x1 +~0 = ~x1.
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3. Προσθέτοντας και στα δύο µέλη της σχέσης λ · ~x = λ · ~y το διάνυσµα
−(λ ·~y) ϑα έχουµε την σχέση λ ·~x−(λ ·~y) = λ ·~y−(λ ·~y) = ~0. Εποµένως
η αρχική σχέση γράφεται ισοδύναµα λ · (~x− ~y) = 0. Επειδή λ 6= 0, από
την ιδιότητα 8 του Λήµµατος 2.1.2, έπεται ότι ~x− ~y = ~0. Προσθέτοντας
στην τελευταία σχέση το διάνυσµα ~y ϑα έχουµε ~x − ~y + ~y = ~y + ~0 και
εποµένως ~x+~0 = ~x = ~y.

4. Σκεπτόµενοι όπως στην απόδειξη του 3. η σχέση λ1 ·~x = λ2 ·~x γράφεται
ισοδύναµα (λ1 − λ2) · ~x = ~0. Επειδή λ1 6= λ2, από την ιδιότητα 8. του
Λήµµατος 2.1.2, έπεται ότι ~x = ~0.

2

Πρόχειρη ∆οκιµασία

1. Να δείξετε ότι το Αξίωµα (∆Χ2) προκύπτει από τα τα υπόλοιπα αξιώµατα.

(Υπόδειξη : Θεωρείστε δύο τυχόντα διανύσµατα ~x, ~y του V και εκφράστε
το διάνυσµα (1 + 1) · (~x + ~y) µε δύο διαφορετικούς τρόπους, χρησιµο-
ποιώντας τα Αξιώµατα (∆Χ5), (∆Χ6). )

2. Στο σύνολο R2 = {(κ, λ) | κ, λ ∈ R}, ορίζουµε ‘‘πρόσθεση’’ + : R2 ×
R2 −→ R2 ως εξής : (κ1, κ2) + (λ1, λ2) = (κ1 + λ1, κ2 + λ2). Επίσης
ορίζουµε ‘‘βαθµωτό πολλαπλασιασµό’’ ~ : R × R2 −→ R2 ως εξής : λ ~
(κ1, κ2) = (λκ1, 0). Να δείξετε ότι η τριάδα (R2,+,~) ικανοποιεί όλα
τα Αξιώµατα του ορισµού 2.1.1, εκτός από το Αξίωµα (∆Χ8).

(Υπόδειξη : Για το (∆Χ8) ϑεωρείστε τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό 1 ~
(1, 1). )

3. Στο σύνολο R2 ορίζουµε ‘‘πρόσθεση’’ u : R2 × R2 −→ R2 ως εξής :
(κ1, κ2)+(λ1, λ2) = (κ1+λ1+1, κ2+λ2+1). Επίσης ορίζουµε ‘‘βαθµωτό
πολλαπλασιασµό’’ · : R × R2 −→ R2 ως εξής : λ · (κ1, κ2) = (λκ1, λκ2).
Να εξετασθεί αν η τριάδα (R2,u, ·) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από
το R. Ποια Αξιώµατα ισχύουν και ποιά όχι ;

4. ΄Εστω R+ το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε ‘‘πρό-
σθεση’’ ⊗ : R+ × R+ −→ R+ ως εξής : κ ⊗ λ := κλ. Επίσης ορίζουµε
‘‘βαθµωτό πολλαπλασιασµό’’ ? : R × R+ −→ R+ ως εξής : r ? κ := κr.
Να δείξετε ότι η τριάδα (R+,⊗, ?) είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω
από το R.

- Απο τωρα και στο εξης θα χρησιµοποιουµε τις ιδιοτητες που απο-
δειξαµε στο Ληµµα 2.1.2 χωρις περαιτερω αναφορα.
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2.2 Κατασκευές και Παραδείγµατα ∆ιανυσµατικών Χώ-

ϱων

Στην παρούσα ενότητα ϑα αναπτύξουµε µια σειρά παραδειγµάτων διανυσµα-
τικών χώρων. Αυτά τα παραδείγµατα, καθώς και πολλά άλλα τα οποία ϑα
αναφέρουµε στην συνέχεια, ϑα τα χρησιµοποιούµε καθ΄ όλη την διάρκεια των
σηµειώσεων σαν πρότυπα εφαρµογής της ϑεωρίας την οποία ϑα αναπτύξουµε.

Παράδειγµα 2.2.1 ΄Εστω K ένα σώµα. Για παράδειγµα µπορούµε να ϑεωρή-
σουµε το σώµα Q των ϱητών αριθµών ή το σώµα R των πραγµατικών αριθµών ή
το σώµα C των µιγαδικών αριθµών.

Τότε η πρόσθεσηK×K −→ K, (κ, λ) 7→ κ+λ τουK, και ο πολλαπλασιασµός
K × K −→ K, (κ, λ) 7→ κλ του K (τον οποίον για την περίσταση ϑεωρούµε ως
εξωτερική πράξη), ικανοποιούν τα Αξιώµατα του ορισµού 2.1.1 (να το δειξετε
σαν Ασκηση). Εποµένως κάθε σώµα K µπορεί να ϑεωρηθεί σαν διανυσµατι-
κός χώρος πάνω από το K. ΄Οπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα το µηδενικό
διάνυσµα είναι ο αριθµός 0 και το αντίθετο διάνυσµα του κ ∈ K είναι το −κ.

Το επόµενο αποτελεί κατά κάποιο τρόπο γενίκευση του παραπάνω παρα-
δείγµατος.

Παράδειγµα 2.2.2 ΄Εστω K ένα σώµα και n ένας ϕυσικός αριθµός (n ≥ 1).
Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο:

Kn := K×K× · · · ×K = {(κ1, κ2, · · · , κn) | κi ∈ K, i = 1, 2, · · · , n}

Χρησιµοποιώντας την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό αριθµών στο K, µπο-
ϱούµε να ορίσουµε µια πράξη πρόσθεσης + : Kn × Kn −→ Kn και µια πράξη
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού · : K × Kn −→ Kn στο σύνολο Kn, ως εξής. Αν
~α = (k1, k2, · · · , kn), ~β = (l1, l2, · · · , ln) ∈ Kn, και r ∈ K, τότε ορίζουµε :

~α+ ~β = (k1 + l1, k2 + l2, · · · , kn + ln) και r · ~κ = (rk1, rk2, · · · , rkn).

Τότε η τριάδα (Kn,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα
K. ΄Οπως µπορεί να διαπιστωθεί εύκολα το µηδενικό διάνυσµα είναι ~0 =
(0, 0, · · · , 0) και επιπρόσθετα το αντίθετο του διανύσµατος ~α = (k1, k2, · · · , kn)
είναι το διάνυσµα −~α = (−k1,−k2, · · · ,−kn). Για παράδειγµα ας αποδείξουµε
ότι ισχύει το Αξίωµα (∆Χ5). ΄Εστω r, s ∈ K και ~α = (k1, k2, · · · , kn) ∈ Kn.
Τότε :

(r + s) · ~α = (r + s) · (k1, k2, · · · , kn) =

((r+ s)k1, (r+ s)k2, · · · , (r+ s)kn) = (rk1 + sk1, rk2 + sk2, · · · , rkn+ skn) =
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(rk1, rk2, · · · , rkn) + (sk1, sk2, · · · , skn) =

r · (k1, k2, · · · , kn) + s · (k1, k2, · · · , kn) = r · ~α+ s · ~α.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Επαληθεύστε τα υπόλοιπα αξιώµατα στο Παράδειγµα 2.2.2.
Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι ένα σύνολο µπορεί να είναι διανυ-

σµατικός χώρος πάνω από δύο διαφορετικά σώµατα.

Παράδειγµα 2.2.3 Στο Παράδειγµα 2.2.1 είδαµε ότι κάθε σώµα είναι διανυ-
σµατικός χώρος πάνω από τον εαυτό του. ΄Ετσι το σώµα C των µιγαδικών αριθ-
µών είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το C µε πράξεις αυτές που ορίσθηκαν
στο Παράδειγµα 2.2.1. ∆ιατηρώντας την πράξη της πρόσθεσης +, ορίζουµε έναν
ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό · : R × C −→ C ως εξής. Αν r ∈ R και z ∈ C, τότε
r · z = rz. ∆ηλαδή αν z = a + bi, τότε r · z = ra + rbi. Τότε είναι εύκολο
να δειχθεί ότι η τριάδα (C,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το R
(δειξτε το σαν Ασκηση).

Σχόλιο 2.2.4 Ταυτίζοντας το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών µε το σύνολο
R2, µέσω της 1-1 και επί απεικόνισης C −→ R2 η οποία στέλνει τον µιγαδικό
αριθµό z = a + bi στο Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών (a, b), είναι ϕανερό ότι η
πρόσθεση και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός στα σύνολαC καιR2 αντιστοιχούν
µε κανονικό τροπο, και εποµένως µπορούµε να ‘‘ταυτίσουµε’’ το C µε το R2 σαν
διανυσµατικού χώρους. Θα δούµε αργότερα µια πιο αυστηρή διατύπωση αυτού
του ισχυρισµού.

Θα δούµε τώρα µια γενίκευση του Παραδείγµατος 2.2.2.
΄Εστω ότι V1,V2, · · · ,Vn είναι n το πλήθος διανυσµατικοί χώροι πάνω από

το ίδιο σώµα K. Συµβολίζουµε µε τα ίδια σύµβολα τις πράξεις πρόσθεσης
και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στους διανυσµατικούς χώρους Vi. Αυτή η
σύµβαση δεν ϑα µας δηµιουργήσει σύγχυση, καθώς ϑα είναι ϕανερό από τα
συµφραζόµενα σε ποιόν διανυσµατικό χώρο ϑα αναφέροµαστε.

Θεωρούµε τώρα το καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων V1,V2, · · · ,Vn:

V1 × V2 × · · · × Vn := {(~x1, ~x2, · · · , ~xn) | ~xi ∈ Vi, i = 1, 2, · · · , n}

στο οποίο ορίζουµε νέα πράξη πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ως
εξής :

1. Πρόσθεση: Αν α = (~x1, ~x2, · · · , ~xn) και β = (~y1, ~y2, · · · , ~yn) είναι δύο
στοιχεία του V1 × V2 × · · · × Vn, τότε :

α+ β := (~x1 + ~y1, ~x2 + ~y2 · · · , ~xn + ~yn) ∈ V1 × V2 × · · · × Vn.
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2. Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: Αν α = (~x1, ~x2, · · · , ~xn) είναι ένα στοιχείο
του V1 × V2 × · · · × Vn και k ∈ K, τότε :

k · α := (k · ~x1, k · ~x2, · · · , k · ~xn) ∈ V1 × V2 × · · · × Vn.

Αν και χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο για τις πράξεις πρόσθεσης και ϐαθ-
µωτού πολλαπλασιασµού στα σύνολα V1,V2, · · · ,Vn και V1×V2×· · ·×Vn δεν
ϑα δηµιουργείται σύγχιση καθώς ϑα είναι ϕανερό κάθε ϕορά σε ποιά σύνολα
αναφέρονται οι πράξεις.

Θεώρηµα 2.2.1 ΄Εστω ότι V1,V2, · · · ,Vn είναι n το πλήθος διανυσµατικοί χώ-
ϱοι πάνω από το ίδιο σώµα K. Τότε εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις πρό-
σθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού, το καρτεσιανό γινόµενο V1 × V2 ×
· · · × Vn είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το K.

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε τα Αξιώµατα (∆Χ1), (∆Χ3), (∆Χ4), (∆Χ6), (∆Χ7).
Η απόδειξη των Αξιωµάτων (∆Χ2), (∆Χ5), (∆Χ8) είναι παρόµοια και αφήνε-
ται σαν άσκηση στον αναγνώστη. Στο υπόλοιπο της απόδειξης ϑέτουµε για
συντοµία V = V1 × V2 × · · ·Vn.

΄Εστω α = (~x1, ~x2, · · · , ~xn), β = (~y1, ~y2, · · · , ~yn) και γ = (~z1, ~z2, · · · , ~zn)
τρία στοιχεία του V, και έστω k ∈ K.

1. Χρησιµοποιώντας ότι το Αξίωµα (∆Χ1) ισχύει στους διανυσµατικούς
χώρους Vi, i = 1, 2, · · · , n, ϑα έχουµε διαδοχικά:

α+ (β + γ) = (~x1, ~x2, · · · , ~xn) + [(~y1, ~y2, · · · , ~yn) + (~z1, ~z2, · · · , ~zn)] =

(~x1, ~x2, · · · , ~xn) + (~y1 + ~z1, ~y2 + ~z2, · · · , ~yn + ~zn) =

(~x1 + (~y1 + ~z1), ~x2 + (~y2 + ~z2), · · · , ~xn + (~yn + ~zn)) =

((~x1 + ~y1) + ~z1, (~x2 + ~y2) + ~z2, · · · , (~x2 + ~y2) + ~z2) =

(~x1 + ~y1, ~x2 + ~y2, · · · , ~x2 + ~y2) + (~z1, ~z2, · · · , ~zn) =

[(~x1, ~x2, · · · , ~xn) + (~y1, ~y2, · · · , ~yn)] + (~z1, ~z2, · · · , ~zn) = (α+ β) + γ.

2. Θεωρούµε το διάνυσµα ~0 := (~01,~02, · · · ,~0n), όπου ~0i είναι το µηδενικό
διάνυσµα του διανυσµατικού χώρου Vi. Τότε χρησιµοποιώντας ότι το Αξίωµα
(∆Χ3) ισχύει στους διανυσµατικούς χώρους Vi, i = 1, 2, · · · , n, ϑα έχουµε
διαδοχικά:

α+~0 = (~x1, ~x2, · · · , ~xn)+(~01,~02, · · · ,~0n) = (~x1 +~01, ~x2 +~02, · · · , ~xn+~0n) =

(~x1, ~x2, · · · , ~xn) = α.
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Παρόµοια ~0 + α = α. ΄Αρα το διάνυσµα ~0 είναι το µηδενικό διάνυσµα του V.
3. Θεωρούµε το διάνυσµα−α := (−~x1,−~x2, · · · ,−~xn). Χρησιµοποιώντας

ότι το Αξίωµα (∆Χ4) ισχύει στους διανυσµατικούς χώρους Vi, i = 1, 2, · · · , n,
ϑα έχουµε διαδοχικά:

α+ (−α) = (~x1, ~x2, · · · , ~xn) + (−~x1,−~x2, · · · ,−~xn) =

(~x1 + (−~x1), ~x2 + (−~x2), · · · , ~xn + (−~xn)) = (~01,~02, · · · ,~0n) = ~0.

Παρόµοια (−α) +α = ~0. ΄Αρα το διάνυσµα −α είναι το αντίθετο διάνυσµα του
α.

4. Χρησιµοποιώντας ότι το Αξίωµα (∆Χ6) ισχύει στους διανυσµατικούς
χώρους Vi, i = 1, 2, · · · , n, ϑα έχουµε διαδοχικά:

k · (α+ β) = k · [(~x1, ~x2, · · · , ~xn) + (~y1, ~y2, · · · , ~yn)] =

k ·(~x1+~y1, ~x2+~y2, · · · , ~xn+~yn) = (k ·(~x1+~y1), k·(~x2+~y2), · · · , k·(~xn+~yn)) =

(k · ~x1 + k · ~y1, k · ~x2 + k · ~y2, · · · , k · ~xn + k · ~yn) =

(k · ~x1, k · ~x2, · · · , k · ~xn) + (k · ~y1, k · ~y2, · · · , k · ~yn) =

k · (~x1, ~x2, · · · , ~xn) + k · (~y1, ~y2, · · · , ~yn) = k · α+ k · β.

5. Χρησιµοποιώντας ότι το Αξίωµα (∆Χ7) ισχύει στους διανυσµατικούς
χώρους Vi, i = 1, 2, · · · , n, ϑα έχουµε διαδοχικά:

k · (l · α) = k · [l · (~x1, ~x2, · · · , ~xn)] = k · (l · ~x1, l · ~x2, · · · , l · ~xn) =

(k · (l · ~x1), k · (l · ~x2), · · · , k · (l · ~xn)) = (kl · ~x1, kl · ~x2, · · · , kl · ~xn) =

kl · (~x1, ~x2, · · · , ~xn) = kl · α.

2

Παράδειγµα 2.2.5 1. ∆ιαλέγοντας Vi = K, ∀i = 1, 2, · · · , n στο Θεώρη-
µα 2.2.1, έχουµε το παράδειγµα 2.2.2.

2. Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα K, τότε δια-
λέγοντας Vi = V, ∀i = 1, 2, · · · , n στο Θεώρηµα 2.2.1, ϑα έχουµε ότι το καρ-
τεσιανό γινόµενο V × V × · · · × V του V µε τον εαυτό του n ϕορές, είναι ένας
διανυσµατικός χώρος πάνω από το V.

3. Θεωρούµε τους διανυσµατικούς χώρους R και C πάνω από το R όπως στα
Παράδείγµατα 2.2.1 και 2.2.3. Τότε το καρτεσιανό γινόµενο R × C είναι ένας
διανυσµατικός χώρος πάνω από το R.
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Πρόχειρη ∆οκιµασία

΄Εστω K ένα σώµα και έστω L ⊆ K ένα υποσύνολο του. Υποθέτουµε ότι το L
περιέχει τα 0, 1, είναι κλειστό στην πράξη της πρόσθεσης και πολλαπλασια-
σµού του K, και ισχύει ότι l−1 ∈ L, αν l ∈ L\{0}. Να δείξετε ότι περιορίζοντας
τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού του K στο L, το σύνολο
L είναι ένα σώµα και το K είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το L.

Για παράδειγµα µπορούµε να διαλέξουµε σαν L το σύνολο Q των ϱητών
αριθµών και σαν K είτε το σώµα R των πραγµατικών αριθµών ή το σύνολο C
των µιγαδικών αριθµών.

∆οθέντος ενός διανυσµατικού χώρου V πάνω από ένα σώµα K, υπάρχουν
δύο γενικές µέθοδοι κατασκευής νέων διανυσµατικών χώρων. Η µία µέθοδος
µας εφοδιάζει µε νέους διανυσµατικούς χώρους ‘‘επεκτείνοντας’’ µε κάποιον
τρόπο τον V, και η άλλη µέθοδος µας εφοδιάζει µε νέους διανυσµατικούς
χώρους οι οποίοι είναι υποσύνολα του V. ΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι το
Παράδειγµα 2.2.2 ανήκει στην πρώτη µέθοδο και η παραπάνω Πρόχειρη ∆ο-
κιµασία στην δεύτερη µέθοδο. Στην παρούσα ενότητα ϑα ασχοληθούµε κυρίως
µε την πρώτη µέθοδο. Η δεύτερη ϑα αναπτυχθεί στην επόµενη ενότητα.

2.2.1 ∆ιανυσµατικοί Χώροι Συναρτήσεων

Στην παρούσα υπο-ενότητα ϑα δούµε κάποια παραδείγµατα διανυσµατικών
χώρων τα στοιχεία των οποίων (δηλαδή τα διανύσµατα τους) είναι συναρτήσεις.
Υπενθυµίζουµε ότι αν f, g : S −→ T είναι δύο συναρτήσεις µεταξύ δύο συνόλων
S,T, τότε ισχύει εξ΄ ορισµού: f = g αν και µόνον αν f(s) = g(s), ∀s ∈ S.
Ξεκινάµε µε ένα απλό παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.2.6 Θεωρούµε το ακόλουθο σύνολο συναρτήσεων.

F(R,R) := {f : R −→ R | η f είναι συνάρτηση}

Χρησιµοποιώντας την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό αριθµών στο R, ορί-
Ϲουµε στο σύνολο F(R,R) πράξη πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
ως εξής :

∀f, g ∈ F(R,R), f + g : R −→ R, x 7→ (f + g)(x) := f(x) + g(x).

∀r ∈ R, ∀f ∈ F(R,R), r · f : R −→ R, x 7→ (r · f)(x) := rf(x).

Τότε η τριάδα (F(R,R),+, ·) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το R. Το
µηδενικό διάνυσµα του F(R,R) είναι η µηδενική συνάρτηση ~0 : R −→ R, η οποία
ορίζεται ως εξής : ~0(x) = 0. Το αντίθετο διάνυσµα του διανύσµατος f ∈ F(R,R)
είναι η συνάρτηση −f : R −→ R, η οποία ορίζεται ως εξής : (−f)(x) = −f(x).
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Το Παράδειγµα 2.2.6 είναι ειδική περίπτωση ενός γενικότερου αποτελέ-
σµατος το οποίο ϑα συζητήσουµε τώρα.

΄Εστω S ένα τυχαίο σύνολο και V = (V,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος
πάνω από ένα σώµα K. Θεωρούµε το σύνολο των συναρτήσεων από το σύνολο
S στον διανυσµατικό χώρο V:

F(S,V) := {f : S −→ V | η f είναι συνάρτηση}

Στο σύνολο F(S,V) ορίζουµε µια πράξη πρόσθεσης ως εξής :

∀f, g ∈ F(S,V), f + g : S −→ V, s 7→ (f + g)(s) := f(s) + g(s) (2.1)

Επίσης ορίζουµε µια πράξη ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του σώµατος K στο
σύνολο F(S,V) ως εξής :

∀k ∈ K, ∀f ∈ F(S,V), k · f : S −→ V, s 7→ (k · f)(s) := k · f(s). (2.2)

Εδώ ϑα πρέπει να είµαστε προσεκτικοί. Στην σχέση (f + g)(s) = f(s) + g(s)
το σύµβολο + στην αριστερή πλευρά συµβολίζει την νέα πράξη πρόσθεσης στο
σύνολο F(S,V), και το σύµβολο + στην δεξιά πλευρά συµβολίζει την πράξη
πρόσθεσης στον διανυσµατικό χώρο V. Παρόµοια στην σχέση (k · f)(s) =
k·f(s) το σύµβολο · στην αριστερή πλευρά συµβολίζει την νέα πράξη ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού στο σύνολο F(S,V), και το σύµβολο · στην δεξιά πλευρά
συµβολίζει την πράξη ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στον διανυσµατικό χώρο
V. ∆εν εισάγουµε νέα σύµβολα για τις νέες πράξεις (α) για να µην ϐαρύνουµε
τον συµβολισµό µας, και (β) ϑα είναι πάντοτε ϕανερό από τα συµφραζόµενα
για ποια πράξη πρόκειται.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε τώρα το ακόλουθο γενικό αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 2.2.2 ΄Εστω S ένα τυχαίο σύνολο και V = (V,+, ·) ένας διανυσµα-
τικός χώρος πάνω από ένα σώµα K. Τότε µε τις παραπάνω πράξεις 2.1 και 2.2
το σύνολο F(S,V) όλων των συναρτήσεων από το S στον V είναι ένας διανυσµα-
τικός χώρος πάνω από το σώµα K. Το µηδενικό διάνυσµα του F(S,V) είναι η
συνάρτηση ~0 : S −→ V, s 7→ ~0(x) = ~0 και το αντίθετο διάνυσµα του f ∈ F(S,V)

είναι η συνάρτηση −f : S −→ V, s 7→ (−f)(s) = − ~f(s).

Απόδειξη : Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το πως ορίσθηκαν οι πράξεις στο σύνολο
F(S,V), η ιδέα της απόδειξης ϐασίζεται στο ότι τα Αξιώµατα (∆Χ1), . . . , (∆Χ8)

ισχύουν στον διανυσµατικό χώρο V.
΄Εστω f, g, h : S −→ V τρείς τυχούσες συναρτήσεις, και έστω k, l ∈ K.
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1. Ισχύει f + (g + h) = (f + g) + h αν-ν για κάθε x ∈ S έχουµε [f + (g +
h)](x) = [(f + g)h](x). ΄Οµως [f + (g + h)](x) = f(x) + (g + h)(x) =
f(x) + [g(x) + h(x)]. Χρησιµοποιώντας ότι το Αξίωµα (∆Χ1) ισχύει στον
V, το δεύτερο µέλος της τελευταία σχέσης είναι ίσο µε [f(x) + g(x)] +
h(x) = (f + g)(x) + h(x) = [(f + g) + h](x). Εποµένως [f + (g +
h)](x) = [(f + g) + h](x). Επειδή αυτό ισχύει για κάθε x ∈ V, έπεται
ότι f + (g + h) = (f + g) + h.

2. Η απόδειξη της σχέσης f + g = g + f είναι παρόµοια µε την αποδειξη
της 1.

3. Θεωρούµε την συνάρτηση ~0 : S −→ V, µε ~0(x) = ~0. Τότε για κάθε x ∈ S,
έχουµε (f + ~0)(x) = f(x) + ~0(x) = f(x) + ~0. Επειδή f(x) ∈ V, από
το Αξίωµα (∆Χ3) για τον V, ϑα έχουµε f(x) + ~0 = f(x). Εποµένως
(f + ~0)(x) = f(x), ∀x ∈ S, το οποίο σηµαίνει ότι f + ~0 = f . Παρόµοια
~0 + f = f .

4. Θεωρούµε την συνάρτηση −f : S −→ V η οποία ορίζεται ως εξής :
(−f)(x) := −f(x). Τότε [f + (−f)](x) = f(x) + (−f)(x) = f(x) −
f(x) = ~0 = ~0(x). ΄Εποµένως f+(−f) = ~0 και παρόµοια αποδεικνύεται
ότι (−f) + f = ~0.

5. Ισχύει (k + l) · f = k · f + l · f αν-ν για κάθε x ∈ S έχουµε [(k + l) ·
f ](x) = (k · f + l · f)(x). Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της πρόσθεσης
και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στο σύνολο F(S,V) και την ισχύ
του Αξιώµατος (∆Χ5) στον V, έχουµε: [(k + l) · f ](x) = (k + l) · f(x) =
k · f(x) + l · f(x) = (k · f)(x) + (l · f)(x) = (k · f + l · f)(x). Εποµένως
(k + l) · f = k · f + l · f .

6. Η απόδειξη της σχέσης k · (f + g) = k · f + k · g είναι παρόµοια µε την
απόδειξη της 5.

7. Ισχύει k·(l·f) = (kl)·f αν-ν για κάθε x ∈ S έχουµε: [k·(l·f)](x) = [(kl)·
f ](x). Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
στο σύνολο F(S,V) και την ισχύ του Αξιώµατος (∆Χ7) στον V, έχουµε:
[k · (l · f)](x) = k · [(l · f)(x)] = k · [l · f(x)] = (kl) · f(x) = [(kl) · f ](x).
Εποµένως ισχύει η σχέση k · (l · f) = (kl) · f .

8. Ισχύει 1 · f = f αν-ν για κάθε x ∈ S έχουµε: (1 · f)(x) = f(x). Επειδή
το Αξίωµα (∆Χ8) ισχύει στον V, ϑα έχουµε: (1 · f)(x) = 1 · f(x) = f(x).
΄Αρα 1 · f = f .
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΄Ετσι ϑέτοντας στο Θεώρηµα 2.2.2, S = [0, 2π] ή S = [0, 1] και K = R,
αντίστοιχα K = C, έπεται ότι τα σύνολα F([0, 2π],R), F([0, 1],R), αντίστοι-
χα F([0, 2π],C) και F([0, 1],C), είναι διανυσµατικοί χώροι πάνω από το R,
αντίστοιχα πάνω από το C.

2.2.2 Ο Χώρος των Ακολουθιών

Μια σηµαντική ειδική περίπτωση του Θεώρηµατος 2.2.2 αποτελεί ο διανυσµα-
τικός χώρος των ακολουθιών µε στοιχεία απο ένα σώµαK, που ϑα συζητήσουµε
τώρα.

Θεωρούµε το σύνολο N0 = {0, 1, 2, 3, · · · , n, n+ 1, · · · } των ϕυσικών αριθ-
µών µαζί µε το 0, και έστω K ένα σώµα.

Ορισµός 2.2.3 Μια ακολουθία µε στοιχεία στο σώµα K είναι µια συνάρτηση

α : N0 −→ K

΄Εστω A(K) το σύνολο των ακολουθιών µε στοιχεία στο σώµα K. Αν
α ∈ A(K), τότε συµβολίζουµε την τιµή α(n) της συνάρτησης α : N0 −→ K
στον ϕυσικό αριθµό n µε α(n) := αn. Επειδή η συνάρτηση α καθορίζεται
πλήρως από τις τιµές της, έπεται ότι η α καθορίζεται πλήρως από τα στοιχεία
{α0, α1, · · · , αn, · · · }. ΄Ετσι ϑα συµβολίζουµε µια ακολουθία µε στοιχεία στο
σώµα K και ως εξής : (αn)n≥0. Τα στοιχεία αn, n ≥ 0, καλούνται όροι της

ακολουθίας.

Πόρισµα 2.2.4 Το σύνολο A(K) των ακολουθιών µε στοιχεία από ένα σώµα K
αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το K µε τις ακόλουθες πράξεις :

1. Πρόσθεση: Αν (αn)n≥0, (βn)n≥0 ∈ A(K), τότε :

(αn)n≥0 + (βn)n≥0 := (γn)n≥0, όπου γn := αn + βn, ∀n ≥ 0.

2. Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: Αν (αn)n≥0 ∈ A(K) και k ∈ K, τότε :

k · (αn)n≥0 := (δn)n≥0 όπου δn := kαn, ∀n ≥ 0.

Απόδειξη : Θέτοντας S = N0 και V = K στο Θεώρηµα 2.2.2, παρατηρούµε
ότι A(K) = F(S,K). Επίσης η πρόσθεση (αn)n≥0 + (βn)n≥0 των ακολουθιών
(αn)n≥0, (βn)n≥0 συµπίπτει µε την πρόσθεση α + β των συναρτήσεων n 7→
α(n) = αn και n 7→ β(n) = βn. Παρόµοια ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός
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k · (αn)n≥0 συµπιπτει µε τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό k · α της συνάρτησης
n 7→ α(n) = αn µε το k. Επειδή, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.2.2, µε τις
παραπάνω πράξεις το σύνολο F(S,K) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το
K, έπεται ότι και το σύνολο A(K) είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το K.
2

2.3 ∆ιανυσµατικοί Χώροι Πολυωνύµων και Πινάκων

Θα δούµε τώρα δύο πολύ σπουδαίες ειδικές περιπτώσεις του Θεώρηµατος 2.2.2
ή εναλλακτικά του Πορίσµατος 2.2.4.

2.3.1 Ο Χώρος των Πινάκων

Από τώρα και στο εξής συµβολίζουµε µε Nn := {1, 2, 3, · · · , n} το σύνολο των
n πρώτων ϕυσικών αριθµών. ΄Εστω K ένα σώµα.

Ορισµός 2.3.1 ΄Ενας m × n-πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K είναι µια
συνάρτηση

A : Nm × Nn −→ K, A(i, j) := αij .

΄Ετσι σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό ένας πίνακας A, δηλαδή µιά συ-
νάρτηση A : Nm×Nn −→ K, καθορίζεται από τις τιµές της οι οποίες είναι οιmn
το πλήθος αριθµοί {a11, a12, · · · , a1n, a21, a22, · · · , a2n, · · · , · · · , am1, am2, · · · , amn}
από το σώµα K. Χάριν ευκολίας και για καλύτερη εποπτεία, συνήθως τις τιµές
αυτές τις τοποθετούµε σε µια ορθογώνια διάταξη όπως ϕαίνεται στο παρακάτω
σχήµα:

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι ένας m× n-πίνακας πάνω από το σώµα K είναι
µια διάταξηmn αριθµών από το σώµα K τους οποίους έχουµε διατάξει και πα-
ϱαστήσει όπως παραπάνω. ∆ηλαδή ταυτίζουµε το στοιχείο aij της διάταξης µε
την τιµή της απεικόνισης A στο στοιχείο (i, j) ∈ Nm×Nn. Η τιµή aij καλείται
το στοιχείο του πίνακα A στην (i, j)-ϑέση. Χάριν συντοµίας συνήθως έναν
m × n-πίνακα A τον συµβολίζουµε ως εξής : A = (aij), όπου i = 1, 2, · · · ,m
και j = 1, 2, · · · , n.

΄Εστω A = (aij) ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από τό σώµα K.
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Στήλες Για κάθε j = 1, 2, · · · , n, η j-στήλη του πίνακα A είναι η ακόλουθη
διάταξη m αριθµών:

Aj :=



a1j

a2j
...
aij
...

amj


΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι οm×n πίνακαςA αποτελείται από n στήλες
A1, A2, · · · , An κάθε µία από τις οποίες αποτελείται απο m αριθµούς.

Γραµµές Για κάθε i = 1, 2, · · · ,m, η j-γραµµή του πίνακα A είναι η ακό-
λουθη διάταξη m αριθµών:

Ai :=
(
ai1 ai2 · · · aij · · · aim

)
΄Ετσι µπορούµε να πούµε ότι ο m × n πίνακας A αποτελείται από m
γραµµες A1, A2, · · · , Am κάθε µία από τις οποίες αποτελείται απο n
αριθµούς.

Παρατηρούµε ότι το στοιχείο aij του πίνακα A ϐρίσκεται στην ‘‘τοµή’’ της i-
γραµµής µε την j-στήλη.

Συµβολίζουµε µε Mm×n(K) το σύνολο τωνm×n-πινάκων µε στοιχεία από
το σώµα K:

Mm×n(K) =
{
A = (aij) | aij ∈ K, ∀i = 1, 2, · · ·m, ∀j = 1, 2, · · · , n

}
Για παράδειγµα έστω οι πίνακες :

A =

(
1 0 5
3 −4 2

)
, B =


3 −1
2 0
−4 8
9 1

 , C =
(
−1 0 2

)
,

D =


7
4
5
−2

 , E =

(
i

√
2

−1 1 + 2i

)

Τότε A ∈ M2×3(R), B ∈ M4×2(R), C ∈ M1×3(R), D ∈ M4×1(R), και E ∈
M2×2(C).

Στο σύνολο Mm×n(K) των m × n-πινάκων µε στοιχεία από το σώµα K
ορίζουµε πράξη πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ως εξής :
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1. Πρόσθεση: Αν A = (aij), B = (bij) ∈ Mm×n(K), τότε A + B είναι ο
m× n-πίνακας (aij + bij). Σχηµατικά:

a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
...

am1 · · · amj · · · amn


+



b11 · · · b1j · · · b1n
b21 · · · b2j · · · b2n
...

...
...

...
...

bi1 · · · bij · · · bin
...

...
...

...
...

bm1 · · · bmj · · · bmn



=



a11 + b11 · · · a1j + bij · · · a1n + b1n
a21 + b21 · · · a2j + b2j · · · a2n + b2n

...
. . .

...
...

...
ai1 + bi1 · · · aij + bij · · · ain + bin

...
...

...
...

...
am1 + bm1 · · · amj + bmj · · · amn + bmn


.

2. Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: Αν A = (aij) ∈ Mm×n(K), και k ∈ K, τότε
k ·A είναι ο m× n-πίνακας (kaij). Σχηµατικά:

k·



a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
...

. . .
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 · · · amj · · · amn


=



ka11 · · · ka1j · · · ka1n

ka21 · · · ka2j · · · ka2n
...

. . .
...

...
...

kai1 · · · kaij · · · kain
...

...
...

. . .
...

kam1 · · · kamj · · · kamn


.

΄Οπως και στην περίπτωση των χώρων συναρτήσεων, παρατηρούµε ότι αν ϑεω-
ϱήσουµε τουςm×n-πίνακες ως συναρτήσεις : Nm×Nn −→ K, τότε η πρόσθεση
και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός που ορίσαµε παραπάνω συµπίπτει µε την
πρόσθεση και τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό συναρτήσεων. Με ϐάση αυτή
την παρατήρηση το ακόλουθο πόρισµα είναι άµεση απόρροια του ϑεωρήµα-
τος 2.2.2.

Πόρισµα 2.3.2 Το σύνολο Mm×n(K) τωνm×n-πινάκων µε στοιχεία από ένα
σώµα K εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολ-
λαπλασιασµού, είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το K. Το µηδενικό
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διάνυσµα του Mm×n(K) είναι ο m × n-πίνακας 0 όλα τα στοιχεία του οποίου
είναι ίσα µε 0:

0 =



0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0


.

Το αντίθετο διάνυσµα του m × n-πίνακα A = (aij) είναι ο m × n-πίνακας
−A = (−aij):

−A =



−a11 −a12 · · · −a1j · · · −a1n

−a21 −a22 · · · −a2j · · · −a2n
...

...
. . .

...
...

...
−ai1 −ai2 · · · −aij · · · −ain

...
...

...
...

. . .
...

−am1 −am2 · · · −amj · · · −amn


.

Απόδειξη : Θέτουµε S = Nm×Nn και V = K στο Θεώρηµα 2.2.2, και εργαζό-
µαστε όπως στο Πόρισµα 2.2.4. 2

Ο πίνακας 0 καλείται ο µηδενικόςm×n πίνακας, και αν A ∈Mm×n(K),
τότε ο πίνακας −A = (−aij) καλείται ο αντίθετος πίνακας του A.

΄Ενας m× n πίνακας A = (aij) καλείται τετραγωνικός αν m = n. Σπου-
δαίες κλάσεις τετραγωνικών πινάκων αποτελούν οι διαγώνιοι και οι ϐαθµωτοί
πίνακες.

΄Ενας τετραγωνικός n× n πίνακας A = (aij) καλείται διαγώνιος αν aij =
0, ∀i 6= j. ∆ηλαδή αν ο A είναι της µορφής:

A =



a11 0 · · · 0 · · · 0
0 a22 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · aii · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · ann


.
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Για παράδειγµα ο µοναδιαίος n× n πίνακας

In =



1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 1


.

είναι διαγώνιος. Γενικά ένας διαγώνιος πίνακας A καλείται ϐαθµωτός αν
είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του µοναδιαίου: A = kIn, δηλαδή αν είναι της
µορφής:

A = kIn =



k 0 · · · 0 · · · 0
0 k · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · k · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · k


.

Θα µελετήσουµε διεξοδικότερα τον χώρο των πινάκων και τον ϱόλο που
διαδραµατίζουν στην Γραµµική ΄Αλγεβρα σε επόµενο Κεφάλαιο.

2.3.2 Ο Χώρος των Πολυωνύµων

΄Εστω A(K) ο διανυσµατικός χώρος των ακολουθιών µε στοιχεία αριθµούς
από ένα σώµα K όπως αυτός ορίσθηκε στην υποενότητα 2.2.2. Θεωρού-
µε το υποσύνολο του S(K) το οποίο αποτελείται από όλες τις ακολουθίες
(an)n≥0 ∈ A(K) οι οποίες έχουν πεπερασµένο πλήθος από µη-µηδενικούς
όρους. ∆ηλαδή:

K[t] :=
{

(an)n≥0 ∈ A(K) | ∃k ∈ N0 : an = 0, ∀n > k
}
. (2.3)

Ορισµός 2.3.3 Μία ακολουθία (an)n≥0 στοιχείων του σώµατος K η οποία έχει
πεπερασµένο πλήθος από µη-µηδενικούς όρους, δηλαδή ανήκει στο υποσύνολο
K[t] του A(K), καλείται πολυώνυµο πάνω από το σώµα K. Τα µη-µηδενικα
στοιχεία της ακολουθίας καλούνται συντελεστές του πολυωνύµου.

Οι ακολουθίες-πολυώνυµα που ϑα ορίσουµε τώρα διαδραµατίζουν σπου-
δαίο ϱόλο στην ϑεωρία πολυωνύµων.
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Ορισµός 2.3.4 1. Η ακολουθία (an)n≥0 µε a0 = 1 και an = 0, ∀n 6=
0, η οποία προφανώς ανήκει στο K[t], συµβολίζεται µε t0 και καλείται
µοναδιαίο πολυώνυµο. ∆ηλαδή το t0 είναι το πολυώνυµο :

t0 := (1, 0, 0, 0, · · · , 0, · · · ) ∈ K[t]

2. Η ακολουθία (an)n≥0 µε a1 = 1 και an = 0, ∀n 6= 1, η οποία προ-
ϕανώς ανήκει στο K[t], ϑα συµβολίζεται µε t και καλείται µεταβλητή ή
απροσδιόριστη. ∆ηλαδή η t είναι το πολυώνυµο :

t := (0, 1, 0, 0, · · · , 0, · · · ) ∈ K[t]

3. Αν m ≥ 1, η m-οστή δύναµη tm της µεταβλητής t ορίζεται να είναι το
πολυώνυµο (an)n≥0 µε am = 1 και an = 0, ∀n 6= m. ∆ηλαδή:

tm := (0, 0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) ∈ K[t]

όπου το 1 εµφανίζεται σαν ο όρος της ακολουθίας στην m+ 1 ϑέση.

Είναι ϕανερό ότι αν δύο ακολουθίες (an)n≥0, (bn)n≥0 ανήκουν στο υπο-
σύνολο K[t], δηλαδή είναι πολυώνυµα, τότε και το άθροισµα τους (an)n≥0 +
(bn)n≥0 ανήκει στο K[t], και άρα είναι πολυώνυµο. Πραγµατικά αν an =
0, ∀n > k και bn = 0,∀n > l, τότε an + bn = 0, ∀n > max{k, l}. Παρόµοια
αν η ακολουθία (an)n≥0 ανήκει στο υποσύνολο K[t] και k ∈ K είναι ένα στοι-
χείο του K, τότε και η ακολουθία k · (an)n≥0 = (kan)n≥0 ανήκει στο K[t].
Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλα-
πλασιασµού στο υποσύνολο K[t], περιορίζοντας τις πράξεις πρόσθεσης και
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του διανυσµατικού χώρου A(K) στο υποσύνολο
του K[t]:

∀(an)n≥0, (bn)n≥0 ∈ K[t] : (an)n≥0+(bn)n≥0 := (an+bn)n≥0 ∈ K[t] (2.4)

∀(an)n≥0, ∀k ∈ K : k · (an)n≥0 := (kan)n≥0 ∈ K[t]. (2.5)

Χρησιµοποιώντας ότι το σύνολο A(K) είναι διανυσµατικός χώρος, είναι εύκο-
λο να δούµε ότι το σύνολο K[t] εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις 2.4,
2.5 είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα K. ΄Ο διανυσµατικός
χώρος K[t] καλείται ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων µε συντε-

λεστές από το σώµα K. Προφανώς το µηδενικό διάνυσµα του K[t] είναι το
πολυώνυµο (an)n≥0 µε an = 0, ∀n ≥ 0 το οποίο καλείται µηδενικό πολυώ-

νυµο. Το αντίθετο διάνυσµα του πολυωνύµου (an)n≥0 είναι το πολυώνυµο
(−an)n≥0.
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Συµβολισµός 2.3.1 Από τώρα και στο εξής το µοναδιαίο πολυώνυµο, δηλαδή
το πολυώνυµο t0 := (1, 0, 0, · · · , ) ϑα το συµβολίζουµε απλά µε 1. Το µηδενικό
πολυώνυµο ϑα το συµβολίζουµε απλά µε 0.

Παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο (k, 0, 0, · · · ) είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο
του µοναδιαίου πολυωνυµου: (k, 0, 0, · · · ) = k · (1, 0, 0, · · · ) = k · 1. ΄Ενα
πολυώνυµο καλείται σταθερό αν είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του µοναδιαίου,
δηλαδή είναι της µορφής (k, 0, 0, · · · ), όπου k ∈ K.

Το γεγονός ότι για ένα πολυώνυµο (an)n≥0 ∈ K[t] υπάρχει ενας αριθµός
m ∈ N0 έτσι ώστε an = 0, ∀n > m, µας επιτρέπει να ορίσουµε την έννοια του
ϐαθµού ενός πολυωνύµου.

Ορισµός 2.3.5 ΄Εστω (an)n≥0 ∈ K[t] ένα µη-µηδενικό πολυώνυµο µε συντε-
λεστές από το σώµα K. Ο ϐαθµός του (an)n≥0 ορίζεται να είναι ο µεγαλύτερος
ϕυσικός αριθµός n για τον οποίο ισχύει an 6= 0 και συµβολίζεται µε deg(an)n≥0.
∆ηλαδή:

deg(an)n≥0 = max{n ∈ N | an 6= 0}

Στο µηδενικό πολυώνυµο δεν επισυνάπτουµε ϐαθµό.

Παράδειγµα 2.3.2 1. Το πολυώνυµο tn έχει ϐαθµό n: deg tn = n.

2. Το πολυώνυµο (k, 0, 0, · · · ), όπου k ∈ K, έχει ϐαθµό 0.

3. Αν K = R, το πολυώνυµο (1, 0, 4,
√

2, 3, 0, 0, · · · ), έχει ϐαθµό 4.

Σχόλιο 2.3.3 Μπορούµε να ορίσουµε και µια άλλη εσωτερική πράξη στον δια-
νυσµατικό χώρο K[t] η οποία είναι γνωστή ως πολλαπλασιασµός ή γινόµενο

πολυωνύµων. Πραγµατικά έστω (an)n≥0 και (bn)n≥0 δύο πολυώνυµα µε συν-
τελεστές από το σώµα K. Το γινόµενο τους (an)n≥0 · (bn)n≥0 ορίζεται να είναι η
ακολουθία

(cn)n≥0 όπου cn :=
∑
i+j=n

aibj

Περισσότερο αναλυτικά:

c0 = a0b0

c1 = a0b1 + a1b0

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0
...

cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ an−1b1 + anb0
...
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Η ακολουθία (cn)n≥0 = (an)n≥0 · (bn)n≥0 είναι πολυώνυµο. Πραγµατικά αν
an = 0, ∀n > k και bn = 0, ∀n > l, τότε όπως είναι ϕανερό από την τελευ-
ταία σχέση όλοι οι όροι της ακολουθίας (cn)n≥0 µηδενίζονται µετά τον όρο που
ϐρίσκεται στην k + l ϑέση.

Επίσης είναι εύκολο να δειχθεί ότι η m-οστή δύναµη tm της µεταβλητής t
δεν είναι παρά το γινόµενο της t ·t ·t · · · ·t m ϕορές. (Να το δειξετε σαν Ασκηση).

Ο συνηθισµένος συµβολισµός πολυωνύµων

Θα δούµε τώρα πως ο παραπάνω ορισµός πολυωνύµων οδηγεί στον συνη-
ϑισµένο (διαισθητικό) ορισµό και συµβολισµό πολυωνύµων.

΄Εστω (an)n≥0 ∈ K[t] ένα πολυώνυµο µε συντελεστές από το σώµα K. Τότε
σύµφωνα µε τον ορισµό 2.3.3, υπάρχειm ≥ 0 έτσι ώστε an = 0, ∀n > m.
Εποµένως το πολυώνυµο (an)n≥0 έχει την µορφή:

(an)n≥0 = (a0, a1, a2, · · · , am−1, am, 0, 0, · · · ),

Χρησιµοποιώντας την µεταβλητή t, και τον ορισµό της πρόσθεσης και του
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στον διανυσµατικό χώροK[t] µπορούµε να
γράψουµε το πολυώνυµο (an)n≥0 διαδοχικά ως εξής :

(a0, a1, a2, · · · , am−1, am, 0, 0, · · · ) = (a0, 0, 0 · · · )
+ (0, a1, 0, · · · )
+ (0, 0, a2, 0, · · · )
· · · · · · · · ·

+ (0, 0, · · · , 0, am−1, 0, · · · )
+ (0, 0, · · · , 0, 0, am, 0, · · · )

= a0 · (1, 0, 0, · · · )
+ a1 · (0, 1, 0, · · · )
+ a2 · (0, 0, 1, 0, · · · )
· · · · · · · · ·

+ am−1 · (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · )
+ am · (0, 0, · · · , 0, 0, 1, 0, · · · ).

Εποµένως ϑα έχουµε

(an)n≥0 = a0 · 1 + a1 · t+ a2 · t2 + · · ·+ am−1 · tm−1 + am · tm (2.6)
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Η σχέση 2.6 δείχνει ότι ένα πολυώνυµο µε συντελεστές από το σώµα K
είναι µια τυπική έκφραση της µορφής a0 · 1 + a1 · t + a2 · t2 + · · · +
am−1 · tm−1 + am · tm όπου τα ai είναι αριθµοί από το σώµα K και m
είναι κάποιος ϕυσικός αριθµός. ∆ηλαδή έχουµε την γνωστό µας διαι-
σθητικό ορισµό και τρόπο γραφής πολυωνύµου. Η παραπάνω ανάλυση
όµως είναι αναγκαία για τον µαθηµατικά ακριβή ορισµό τον οποίο ϑα
χρησιµοποιήσουµε στην συνέχεια. Χάριν απλότητας και ακολουθώντας
το οικείο συµβολισµό, από τώρα και στο εξής ένα πολυώνυµο µε συντε-
λεστές από το σώµα K ϑα συµβολίζεται ώς εξής :

P (t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ am−1t

m−1 + amt
m (2.7)

∆ηλαδή ϑα παραλείπουµε το σύµβολο · του ϐαθµωτού πολλαπλασια-
σµού. Επιπρόσθετα το γινόµενο δύο πολυωνύµων P (t) και Q(t) ϑα
συµβολίζεται µε P (t)Q(t).

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να δείξετε ότι αν P (t), Q(t) ∈ K[t], τότε :

1. deg(P (t) +Q(t)) ≤ min{degP (t), degQ(t)}.

2. degP (t) = deg(−P (t)).

3. degP (t) = 0 αν-ν το P (t) είναι ένα σταθερό µη-µηδενικό πολυώνυµο.

4. deg(P (t)Q(t)) = degP (t) + degQ(t).

2.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.4.1 ΄Εστω R+ = {x ∈ R | x > 0} το σύνολο των ϑετικών πραγµα-
τικών αριθµών. Ορίζουµε νέες πράξεις ως εξής :

• Πρόσθεση: ∀x, y ∈ R+: x⊕y := xy (ο συνηθισµένος πολλαπλασιασµός
πραγµατικών αριθµών).

• Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: ∀r ∈ R,∀x ∈ R+: r ⊕ x := xr.

Να δείξετε ότι µε τις παραπάνω πράξεις, το σύνολο R+ είναι ένας διανυµατικός
χώρος υπεράνω του R.

΄Ασκηση 2.4.2 Εφοδιασµένα µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και ϐαθ-
µωτού πολλαπλασιασµού όπως αυτές ορίσθηκαν στους διανυσµατικούς χώρους
R2 και R3, είναι τα παρακάτω σύνολα διανυσµατικοί χώροι ; Σε κάθε περίπτωση
δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.
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1. V1 = {(x, y) ∈ R2 |x ≥ 0, y ∈ R}.
Σωστό Λάθος

2. V2 = {(x, 2x+ 1) ∈ R2 |x ∈ R}.
Σωστό Λάθος

3. V3 = {(x, 2x) ∈ R2 |x ∈ R}.
Σωστό Λάθος

4. V4 = {(x, x) ∈ R2 |x ∈ R}.
Σωστό Λάθος

5. V5 = {(x, y, z) ∈ R3 |x, y ∈ R, z = 1}.
Σωστό Λάθος

6. V6 = {(x, y, z) ∈ R3 |x = y = z}.
Σωστό Λάθος

7. V7 = {(x, y, z) ∈ R3 | z = x+ y}.
Σωστό Λάθος

8. V8 = {(x, y, z) ∈ R3 |xy = 0}.
Σωστό Λάθος

΄Ασκηση 2.4.3 Να δείξετε ότι µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και ϐαθ-
µωτού πολλαπλασιασµού πινάκων, το σύνολο V όλων των 3× 3 πινάκων πραγ-
µατικών αριθµών της µορφής :

A =

 a 2c 2b
b a 2c
c b a


όπου a, b, c ∈ R, είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.
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Κεφάλαιο 3

∆ιανυσµατικοι Υποχωροι και
Κατασκευες

Το παρόν Κεφάλαιο ϑα αφιερωθεί στην µελέτη των ιδιοτήτων διανυσµατικών
χώρων οι οποίες κληρονοµούνται από υποσύνολά τους. Τα υποσύνολα αυτά,
τα οποία καλούνται υπόχωροι, είναι επίσης διανυσµατικοί χώροι µε πράξεις
τους περιορισµούς των πράξεων του διανυσµατικού χώρου. Επίσης ϑα µελε-
τήσουµε σηµαντικές κατασκευές οι οποίες ϑα µας επιτρέψουν να παράγουµε
νέους διανυσµατικούς χώρους από ήδη γνωστούς.

3.1 ∆ιανυσµατικοί Υπόχωροι

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε κληρονοµικές ιδιότητες διανυσµατι-
κών χώρων καθώς και µια άλλη µέθοδο µε την οποία µπορούµε να παράγουµε
νέους διανυσµατικούς χώρους.

Συµβολισµός 3.1.1 Καθ΄ όλη τη διάρκεια αυτής της ενότητας σταθεροποιούµε
έναν διανυσµατικό χώρο V πάνω από ένα σώµα K. Οι πράξεις της πρόσθεσης
και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του V, ϑα συµβολίζονται πάντα µε + και
·. Τέλος το µηδενικό διάνυσµα του V ϑα συµβολίζεται µε ~0.

Χάριν ευκολίας όµως από τώρα και στό εξής ϑα παραλείπουµε το σύµβολο
· του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού. ΄Ετσι ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός του
αριθµού k ∈ K µε το διάνυσµα ~x ϑα συµβολίζεται µε k~x. ∆ηλαδή: k · ~x := k~x.

Θα χρησιµοποιόύµε τα αξιώµατα και τις ϐασικές ιδιότητες διανυσµατικών
χώρων που αποδείξαµε στις προηγούµενες ενότητες χωρίς περαιτέρω αναφορά.

΄Ετσω W ⊆ V ένα µή-κενό υποσύνολο του V, και έστω ~x, ~y ∈W και k ∈ K.
Τότε δεν είναι απαραίτητο να ισχύει ότι το διάνυσµα ~x + ~y ή το διάνυσµα k~x

39
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ανήκει στο W. ∆ηλαδή δεν είναι απαραίτητο το υποσύνολο W να είναι κλειστό
στην πράξη της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του V.

Παράδειγµα 3.1.2 ΄Εστω R2 ο διανυσµατικός χώρος πάνω από το R των 2-
άδων πραγµατικών αριθµών. Θεωρούµε το ακόλουθα υποσύνολα του Rn:

W1 := {(x1, x2) ∈ R2 | x2
1 + x2

2 = 1}, W2 := {(x1, x2) ∈ R2 | x1, x2 ≥ 0}

Τότε είναι ϕανερό ότι τα διανύσµατα ~x = (1, 0) και ~y = (0, 1) ανήκουν στον
W1, αλλά το διάνυσµα ~x+ ~y = (1, 1) δεν ανήκει στο W1. Επίσης το διάνυσµα
~z = (1, 1) ανήκει στο W2, αλλά το διάνυσµα −~x = (−1,−1) δεν ανήκει στο
W2.

Μη-κενά υποσύνολα ένος διανυσµατικού χώρου τα οποία είναι κλειστά
στην πρόσθεση και στον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό, όπως ϑα δούµε, διαδρα-
µατίζουν σπουδαίο ϱόλο στην ϑεωρία των διανυσµατικών χώρων. ΄Ετσι προκύ-
πτει ϕυσιολογικά ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 3.1.1 ΄ΕστωW ένα υποσύνολο του V. ΤοW καλείται υπόχωρος του
V αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες.

1. W 6= ∅.

2. Το W είναι κλειστό στην πράξη της πρόσθεσης του V. ∆ηλαδή:

∀~x, ~y ∈ W : ~x+ ~y ∈ W

3. Το W είναι κλειστό στην πράξη του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του V.
∆ηλαδή:

∀k ∈ K, ∀~x ∈ W : k · ~x ∈ W

Πρίν περάσουµε να δούµε παραδείγµατα υπόχωρων, ϑα αποδείξουµε κά-
ποιες ϐασικές ιδιότητες που κληρονοµούν από τους υπερκείµενους διανυ-
σµατικούς χώρους, και οι οποίες είναι σχετικά άµεσες συνέπειες του ορι-
σµού 3.1.1.

Λήµµα 3.1.2 ΄Εστω W ένας υπόχωρος του V.

1. ~0 ∈W. ∆ηλαδή το µηδενικό διάνυσµα του V ανήκει στον W.

2. Αν ~x ∈ W, τότε −~x ∈ W. ∆ηλαδή ο W περιέχει το αντίθετο κάθε διανύ-
σµατος του.
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Απόδειξη : Επειδή το υποσύνολο W είναι µη-κενό, έπεται ότι υπάρχει ~x ∈W.
Τότε όµως και 0~x ∈ W σύµφωνα µε την συνθήκη 3. του ορισµού 3.1.1 .
Επειδή 0~x = ~0, έχουµε ~0 ∈ W. Αν τώρα ~x ∈ W, τότε παρόµοια (−1)~x ∈ W.
΄Επειδή (−1)~x = −~x, έχουµε ότι −~x ∈W. 2

Πρόχειρη ∆οκιµασία

1. Να δείξετε ότι ένα µη κενό υποσύνολο W του V είναι υπόχωρος του V αν-ν
k~x+ l~y ∈W, ∀~x, ~y ∈W και ∀k, l ∈ K.

2. Τι µορφή έχουν οι υπόχωροι ενός σώµατος K όταν το K ϑεωρηθεί σαν
διανυσµατικός χώρος πάνω από τον ευατό του ;

Οι συνθήκες 2. και 3. του ορισµού 3.1.1 µας επιτρέπουν να περιορίσουµε
τις πράξεις της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού του V σε κάθε
υπόχωρο W ⊆ V. ΄Ετσι ο W είναι εφοδιασµένος µε µια πράξη πρόσθεσης και
ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού. Είναι εύλογο να αναρωτηθεί κανείς αν µε αυτές
τις πράξεις ο W είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το K. Αυτό πράγµατι
συµβαίνει :

Λήµµα 3.1.3 ΄Εστω W ένας υπόχωρος του V. Τότε µε τις πράξεις του V ο
υπόχωρος W είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα K. Το µηδενικό
διάνυσµα του W είναι το µηδενικό διάνυσµα του W και το αντίθετο ενός διανύ-
σµατος ~x του W είναι το αντίθετο του ~x όταν αυτό ϑεωρηθεί σαν διάνυσµα του
V.

Απόδειξη : Η απόδειξη αφήνεται σαν άσκηση σηµειώνοντας ότι είναι άµεση
συνέπεια του ορισµού 3.1.1 και του Λήµµατος 3.1.2. 2

∆οθέντος του διανυσµατικού χώρου V, τίθεται το ερώτηµα αν υπάρχουν
πάντοτε υπόχωροι του V, και αν η απάντηση είναι ναι πως µπορούµε να ϐρού-
µε υπόχωρους του V; Μια πρώτη απάντηση δίνεται από την ακόλουθη πρότα-
ση.

Πρόταση 3.1.4 1. ΄Ολος ο χώρος V είναι υπόχωρος του V.

2. Το σύνολο {~0} είναι υπόχωρος του V.

3. Για κάθε διάνυσµα ~x ∈ V, το υποσύνολο 〈~x〉 := {k~x ∈ V | k ∈ K} είναι
ένας υπόχωρος του V.

Απόδειξη : 1., 2. Η απόδειξη είναι προφανής καθώς οι συνθήκες του ορι-
σµού 3.1.1 ικανοποιούνται κατά τετριµµένο τρόπο.

3. Κατ΄ αρχήν το σύνολο 〈~x〉 δεν είναι κενό διότι περιέχει το µηδενικό
διάνυσµα: ~0 = 0~x ∈ 〈~x〉. Αν ~α, ~β ∈ 〈~x〉, τότε υπάρχουν k, l ∈ K, έτσι ώστε :
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~α = k~x και ~β = l~x. Τότε ~α + ~β = k~x + l~x = (k + l)~x ∈ 〈~x〉. Τέλος αν
~α = k~x ∈ 〈~x〉, και r ∈ K, τότε ϑα έχουµε: r~α = r(k~x) = (rk)~x ∈ 〈~x〉. 2

Σχόλιο 3.1.3 Ο υπόχωρος {~0} καλείται ο µηδενικός υπόχωρος του V. Ο
υπόχωρος {~0} καλείται και τετριµµένος υπόχωρος του V. ΄Ενας υπόχωρος
W του V καλείται γνήσιος υπόχωρος, αν δεν συµπίπτει µε τον V: W $ V.

Παράδειγµα 3.1.4 Στο παράδειγµα αυτό ϑα περιγράψουµε όλους τους υπόχω-
ϱους του διανυσµατικού χώρου R2 πάνω από το R.

΄Εστω W ένας υπόχωρος του R2 µε W 6= {~0}. Τότε υπάρχει ένα διά-
νυσµα ~x = (x1, x2) ∈ W µε (x1, x2) 6= (0, 0). Τότε, σύµφωνα µε τον Ορι-
σµό 3.1.1, r~x ∈ W, ∀r ∈ R. Τότε ϑέτοντας, όπως και στην Πρόταση 3.1.4,
〈~x〉 := {r~x | r ∈ R}, έπεται ότι 〈~x〉 ⊆ W. Γεωµετρικά το σύνολο 〈~x〉 εί-
ναι µιά ευθεία στο καρτεσιανό επίπεδο R2 η οποία περνάει από την αρχή των
αξόνων ~0 = (0, 0). Υποθέτουµε ότι 〈~x〉 6= W. Τότε υπάρχει ένα διάνυσµα
~y = (y1, y2) ∈W µε ~y /∈ 〈~x〉. Ισχυριζόµαστε ότι ισχύει :

x1y2 − x2y1 6= 0 (∗)

Πραγµατικά υποθέτουµε ότι x1y2 − x2y1 = 0 και ϑα οδηγηθούµε σε άτοπο.
Επειδή το διάνυσµα ~x = (x1, x2) 6= (0, 0), έπεται ότι είτε x1 6= 0 ή x2 6= 0. Αν
ισχύει x1 6= 0, τότε επειδή δεχθήκαµε ότι x1y2−x2y1 = 0, ϑα έχουµε y2 = y1

x1
x2

και εποµένως ~y = (y1, y2) = y1

x1
(x1, x2) ∈ 〈~x〉 το οποίο είναι άτοπο από την

υπόθεση µας. Αν ισχύει x2 6= 0, τότε εργαζόµενοι παρόµοια ϑα έχουµε ~y =
(y1, y2) = y2

x2
(x1, x2) ∈ 〈~x〉 το οποίο είναι άτοπο από την υπόθεση. Εποµένως

η σχέση (∗) ισχύει. Θα δείξουµε τώρα ότι η σχέση (∗) έχει σαν συνέπεια ότι
W = R2. Πραγµατικά: έστω ~z = (z1, z2) ∈ R2 ένα τυχόν διάνυσµα. Τότε
εύκολα µπορούµε να δούµε ότι ισχύει η σχέση (να το δειξετε σαν Ασκηση):

~z = (z1, z2) = k~x+ l~y = k(x1, x2) + l(y1, y2), (∗∗)

όπου : k =
z1y2 − z2y1

x1y2 − x2y1
και l =

x1z2 − x2z1

x1y2 − x2y1

Επειδή ~x, ~y ∈ W και ο W είναι υπόχωρος του R2, από τον Ορισµό 3.1.1 έπεται
ότι (δες και την Πρόχειρη ∆οκιµασία 3.1): ~z = k~x + l~y ∈ W. Εποµένως το
τυχόν διάνυσµα ~z του R2 ανήκει στο υποσύνολο W και άρα W = R2. Σ΄ αυτό το
συµπέρασµα καταλήξαµε υποθέτοντας ότι 〈~x〉 6= W. Εποµένως είτε W = {~0}, ή
W = 〈~x〉 ή W = R2. Αντίστροφα από την Πρόταση 3.1.4 έχουµε ότι τα σύνολα
{~0},R2 και τα σύνολα της µορφής 〈~x〉 είναι υπόχωροι του R2. Συνοψίζοντας :

W είναι υπόχωρος του R2 ⇔ W = {~0} ή W = R2 ή W = 〈~x〉, όπου ~0 6= ~x ∈W
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Παράδειγµα 3.1.5 ΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος F(R,R) των συναρτήσεων
f : R −→ R. Υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση f ∈ F(R,R) καλείται άρτια αν
f(−x) = f(x) και περιττή αν f(−x) = −f(x).

Τότε το σύνολο FA(R,R) των άρτιων και το σύνολο FΠ(R,R) των περιττών
συναρτήσεων είναι υπόχωροι του F(R,R).

Θα δούµε τώρα µια µέθοδο κατασκευής υπόχωρων ο οποίος καλύπτει πολ-
λά ενδιαφέροντα παραδείγµατα.

Παράδειγµα 3.1.6 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα K
και έστω k1, k2, · · · , kn σταθεροί αριθµοί απο το σώµα K. Τότε το σύνολο:

W := {(a1, a2, · · · , an) ∈ Kn | k1a1 + k2a2 + · · ·+ knan = 0}

είναι ένας υπόχωρος του Kn. Πραγµατικά:
Το µηδενικό διάνυσµα ~0 = (0, 0, · · · , 0) προφανώς ανήκει στο W. Αν ~α =

(a1, a2, · · · , αn) και ~β = (b1, b2, · · · , bn) είναι δύο στοιχεία του W, τότε k1a1 +
k2a2 + · · · + knan = 0 και k1b1 + k2b2 + · · · + knbn = 0. Προσθέτοντας
κατά µέλη ϑα έχουµε 0 = (k1a1 + k2a2 + · · · + knan) + (k1b1 + k2b2 + · · · +
knbn) = k1(a1 + b1) + k2(a2 + b2) + · · · + kn(an + bn). ΄Αρα το διάνυσµα
~α + ~β = (a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn) ανήκει στο W. Τέλος αν r ∈ K, και
~α = (a1, a2, · · · , an) ∈ W, τότε για το διάνυσµα r~α = (ra1, ra2, · · · , ran) του
Kn, ϑα έχουµε : k1(ra1) +k2(ra2) + · · ·+kn(ran) = (k1r)a1 + (k2r)a2 + · · ·+
(knr)an = r(k1a1 + k2a2 + · · ·+ knan) = r0 = 0. ΄Αρα r~α ∈W. Εποµένως το
W είναι υπόχωρος του Kn.

Σχόλιο 3.1.7 Ο υπόχωρος του Παραδείγµατος 3.1.6 περιγράφει το σύνολο λύ-
σεων της εξίσωσης :

k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn = 0 (∗)

∆ηλαδή το σύνολο των n-αδων αριθµών (a1, a2, · · · , an) από το σώµα K οι οποί-
ες ικανοποιούν την παραπάνω εξίσωση. Μια εξίσωση της µορφής (∗) καλείται
οµογενής γραµµική εξίσωση n αγνώστων x1, x2, · · · , xn µε (σταθερούς) συν-
τελεστές k1, k2, · · · , kn από το σώµα K.

΄Ετσι για παράδειγµα το σύνολο

{(a1, a2, a3, a4) ∈ R4 | 2a1 − 3a2 + 8an + a4 = 0}

είναι ένας υπόχωρος του R4 ο οποίος µας περιγράφει το σύνολο λύσεων της
οµογενούς εξίσωσης 2x1 − 3x2 + 8x3 + x4 = 0.
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Παράδειγµα 3.1.8 ΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος K[t] των πολυωνύµων πάνω
από ένα σώµα K, και έστω n ≥ 0. Τότε το υποσύνολο Kn[t] των πολυωνύµων
µε ϐαθµό ≤ n, είναι ένας υπόχωρος του K[t].

Θα κλείσουµε την παρούσα ενότητα µε κάποια παραδείγµατα υπόχωρων
του διανυσµατικού χώρου Mn×n(K) των n × n πινάκων µε στοιχεία από ένα
σώµα K.

΄Εστω A = (ai,j) ∈Mn×n(K) ένας n× n πίνακας.

1. Ο πίνακας A καλείται συµµετρικός αν-ν aij = aji, 1 ≤ i, j,≤ n. Συµ-
ϐολίζουµε µε Sn×n(K) το υποσύνολο όλων των συµµετρικών πινάκων:

Sn×n(K) := {A = (aij) ∈Mn×n(K) | aij = aji, 1 ≤ i, j,≤ n}

2. Ο πίνακας A καλείται αντισυµµετρικός αν-ν aji = −aij , 1 ≤ i, j,≤
n. Συµβολίζουµε µε An×n(K) το υποσύνολο όλων των αντισυµµετρικών
πινάκων:

An×n(K) := {A = (aij) ∈Mn×n(K) | aji = −aij , 1 ≤ i, j,≤ n}

3. Ο πίνακας A καλείται άνω τριγωνικός αν-ν aij = 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , n
µε i > j. Συµβολίζουµε µε ATn×n(K) το υποσύνολο όλων των άνω
τριγωνικών πινάκων:

ATn×n(K) := {A = (aij) ∈Mn×n(K) | aij = 0, ∀i, j = 1, · · · , n : i > j}

4. Ο πίνακαςA καλείται κάτω τριγωνικός αν-ν aij = 0, ∀i, j = 1, 2, · · · , n
µε i < j. Συµβολίζουµε µε KTn×n(K) το υποσύνολο όλων των άνω
τριγωνικών πινάκων:

KTn×n(K) := {A = (aij) ∈Mn×n(K) | aij = 0,∀i, j = 1, · · · , n : i < j}

5. Συµβολίζουµε µε Dn×n(K) τα υποσύνολο των διαγωνίων πινάκων και µε
Bn×n(K) τα υποσύνολο των ϐαθµωτών πινάκων:

Dn×n(K) := {A = (aij) ∈Mn×n(K) | aij = 0 ∀i, j = 1, · · · , n : i 6= j}

Bn×n(K) := {A = (aij) ∈ Dn×n(K) | aii = ajj ∀i, j = 1, · · · , n}

όπως αυτοί ορίσθηκαν στην ενότητα 2.3
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Για παράδειγµα για τους πίνακες :

A =

 1 4 −5
4 2 8
−5 8 3

 , B =

 0 1 2
−1 0 3
−2 −3 0

 ,

C =

 1 4 5
0 2 6
0 0 3

 , D =

 4 0 0
1 5 0
2 3 6


έχουµε: A ∈ S3×3(R), B ∈ A3×3(R), C ∈ AT3×3(R), D ∈ KT3×3(R).

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να δείξετε ότι τα υποσύνολα

Dn×n(K), Bn×n(K), Sn×n(K), An×n(K), ATn×n(K), KTn×n(K)

είναι υπόχωροι του Mn×n(K).

3.2 Γραµµικοί Συνδυασµοί

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε έναν σηµαντικό τρόπο κατασκευής υ-
πόχωρων του V. ΄Οπως και πριν από τώρα σταθεροποιούµε έναν διανυσµατικό
χώρο V πάνω από το σώµα K,

Πρώτα όµως χρειαζόµαστε έναν ορισµό.

Ορισµός 3.2.1 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο υποσύνολο δια-
νυσµάτων του χώρου V. Γραµµικός συνδιασµός του συνόλου S ή των διανυ-
σµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn, καλείται κάθε διάνυσµα τουV το οποίο είναι της µορφής :

k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn, όπου ki ∈ K, ∀i = 1, 2, · · · , n.

Τα στοιχεία ki καλούνται συντελεστές του γραµµικού συνδιασµού. Το σύ-
νολο όλων των γραµµικών συνδιασµών του συνόλου S ή των διανυσµάτων
~x1, ~x2, · · · , ~xn, συµβολίζεται ως εξής : 〈S〉 ή 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉. ∆ηλαδή:

〈S〉 = 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉 := {k1~x1+k2~x2+· · ·+kn~xn | ki ∈ K, ∀i = 1, 2, · · · , n}

Παράδειγµα 3.2.1 Στον διανυσµατικό χώρο R3 πάνω από το R, το διάνυσµα

3(1, 0, 0) +
√

2(4, 3, 1)− 7(6, 1, 0) + (7, 8, 9)
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είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~x1 = (1, 0, 0), ~x2 = (4, 3, 1), ~x3 =
(6, 1, 0), ~x4 = (7, 8, 9) µε αντίστοιχους συντελεστές k1 = 3, k2 =

√
2, k3 =

−7, k4 = 1. Παρόµοια στον διανυσµατικό χώρο C2 πάνω από το C, το διάνυ-
σµα i(2, 2) − 8(3 + 5i,−4) +

√
7(1,−1 + i) είναι γραµµικός συνδιασµός των

διανυσµάτων ~x1 = (2, 2), ~x2 = (3 + 5i,−4), ~x3 = (1,−1 + i), µε αντίστοιχους
συντελεστές k1 = i, k2 = −8 και k3 =

√
7.

Σχόλιο 3.2.2 Μπορούµε να ορίσουµε την έννοια του γραµµικού συνδυασµού ά-
πειρου πλήθους διανυσµάτων ως εξής. ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn, ~xn+1, · · · , }
ένα άπειρο σύνολο διανυσµάτων του V. ΄Ενας γραµµικός συνδυασµός του
συνόλου S ή των διανυσµάτων {~xi} είναι κάθε διάνυσµα του V της µορφής :

k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn + kn+1~xn+1 + · · ·

στο οποίο υποθέτουµε ότι το πλήθος των µη-µηδενικών συντελεστών ki ∈ K είναι
πεπερασµένο.

Παράδειγµα 3.2.3 ΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος K[t] των πολυωνύµων µε
συντελεστές από ένα σώµα K. Τότε κάθε διάνυσµα, δηλαδή πολυώνυµο, P (t)
του K[t] γράφεται ως εξής : P (t) = k0 +k1t+k2t

2 + · · ·+kntn, όπου n ∈ N0 και
ki ∈ K, ∀n ≥ 0. Θέτοντας km = 0, ∀m > n, ϐλέπουµε ότι το P (t) είναι γραµµι-
κός συνδυασµός του απείρου συνόλου διανυσµάτων {1, t, t2, · · · , tn, · · · }.

Εποµένως το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών του συνόλου διανυ-
σµάτων {1, t, t2, · · · , tn, · · · } συµπίπτει µε το σύνολο όλων των πολυωνύµων:

K[t] = 〈1, t, t2, · · · , tn, · · · 〉.

Παράδειγµα 3.2.4 ΄Εστω ο διανυσµατικός χώρος Kn πάνω από το σώµα K.
Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του Kn:

~e1 := (1, 0, 0, · · · , 0, 0), ~e2 := (0, 1, 0, · · · , 0, 0), · · · , ~en := (0, 0, 0, · · · , 0, 1)

Τότε ισχυριζόµαστε ότι : 〈~e1, ~e2, · · · , ~en〉 = Kn. Πραγµατικά αρκεί να δείξουµε
ότι κάθε διάνυσµα ~x = (x1, x2, · · · , xn) του Kn είναι γραµµικός συνδυασµός
των {~e}ni=1. Αυτό συµβαίνει διότι :

~x = (x1, x2, · · · , xn) = x1(1, 0, 0, · · · , 0, 0) +

x2(0, 1, 0, · · · , 0, 0) +

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn(0, 0, 0, · · · , 0, 1) =

= x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en.
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Τα Παραδείγµατα 3.2.3 και 3.2.4 δείχνουν ιδιαίτερα ότι οι γραµµικοί συν-
δυασµοί 〈1, t, t2, · · · , tn, · · · 〉 και 〈~e1, ~e2, · · · , ~en〉 είναι διανυσµατικοί χώροι
καθώς συµπίπτουν µε τους K[t] και Kn αντίστοιχα. Αυτό δεν είναι τυχαίο
όπως δείχνει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 3.2.2 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα σύνολο διανυσµάτων στον V.
Τότε το σύνολο 〈S〉 = 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉 όλων των γραµµικών συνδυασµών των
διανυσµάτων του S είναι ένας υπόχωρος του V ο οποίος περιέχει το S και έχει
την ιδιότητα να είναι ο µικρότερος υπόχωρος του V ο οποίος περιέχει το S.

∆ηλαδή αν W είναι ένας υπόχωρος του V ο οποίος περιέχει το S, τότε 〈S〉 ⊆
W.

Απόδειξη : Επειδή ~0 = 0~x1 + 0~x2 + · · · 0~xn, έπεται ότι ~0 ∈ 〈S〉 και ιδιαίτερα
〈S〉 6= ∅. ΄Εστω ~α, ~β ∈ 〈S〉. Τότε ~α = k1~x1 + k2~x2 + · · · + kn~xn και ~β =
l1~x1 + l2~x2 + · · · + ln~xn, όπου ki, li ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Εποµένως ~α + ~β =
(k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn) + (l1~x1 + l2~x2 + · · ·+ ln~xn) = (k1 + l1)~x1 + (k2 +
l2)~x2 + · · · + (kn + ln)~xn ∈ 〈S〉. ΄Αρα το 〈S〉 είναι κλειστό στην πρόσθεση
του V. Αν r ∈ K, τότε r~α = r(k1~x1 + k2~x2 + · · · + kn~xn) = (rk1)~x1 +
(rk2)~x2 + · · · + (rkn)~xn ∈ 〈S〉. Εποµένως το 〈S〉 είναι υπόχωρος του V.
Επιπρόσθετα ο υπόχωρος 〈S〉 περιέχει το S διότι για κάθε i = 1, 2, · · · , n,
έχουµε ~xi = 0~x1 + 0~x2 + · · · + 0~xi−1 + 1~xi + 0~xi+1 + · · · + 0~xn ∈ 〈S〉.
Εποµένως S ⊆ 〈S〉. ΄Εστω τώρα W ένας υπόχωρος του V µε S ⊆ W, και
έστω ~α = k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn ένα τυχόν διάνυσµα του 〈S〉. Επειδή ο W

περιέχει το S, δηλαδή τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn, έπεται εύκολα από τον
ορισµό 3.1.1 µε χρήση επαγωγής επί του πλήθους n των διανυσµάτων του S,
ότι k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn ∈W. ∆ηλαδή ~α ∈W. Εποµένως 〈S〉 ⊆W. 2

Ορισµός 3.2.3 Αν S ⊆ V είναι ένα (πεπερασµένο) υποσύνολο διανυσµάτων
του V, τότε ο υπόχωρος 〈S〉 καλείται ο υπόχωρος του V που παράγεται από

το S.

Η επόµενη πρόταση, η οποία µας δείχνει κάποιες σηµαντικές πράξεις οι
οποίες δεν µεταβάλουν τον υπόχωρο που παράγεται από κάποια διανύσµατα,
ϑα µας είναι πολύ χρήσιµη σε υπολογισµούς.

Πρόταση 3.2.4 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο σύνολο διανυ-
σµάτων σε έναν διανυσµατικό χώρο V πάνω από ένα σώµα K. Τότε ισχύουν τα
εξής :

1. (ΣΠ1) Ο υπόχωρος που παράγεται από το S, δεν αλλάζει αν αλλάξουµε

την σειρά των διανυσµάτων ~xi. ∆ηλαδή, ∀i, j = 1, 2, · · · , n:

〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xj , · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , ~xj , · · · , ~xi, · · · , ~xn〉
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2. (ΣΠ2) Ο υπόχωρος που παράγεται από το S, δεν αλλάζει αν πολλα-

πλασιάσουµε ϐαθµωτά ένα από τα ~xi µε ένα µη-µηδενικό στοιχείο του K.
∆ηλαδή, ∀i = 1, 2, · · · , n, ∀k ∈ K, k 6= 0:

〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉

3. (ΣΠ3) Ο υπόχωρος που παράγεται από το S, δεν αλλάζει αν αντικατα-

στήσουµε ένα από τα διανύσµατα ~xi µε ένα διάνυσµα της µορφής ~xi+k~xj ,
όπου k 6= 0 και i 6= j. ∆ηλαδή, ∀i, j = 1, 2, · · · , n, ∀k ∈ K, µε k 6= 0 και
i 6= j:

〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , ~xi + k~xj , · · · , ~xn〉

Απόδειξη : 1. Προκύπτει άµεσα χρησιµοποιώντας την αντιµεταθετικότητα της
πρόσθεσης, δηλαδή το Αξίωµα (∆Χ2).

2. ΄Εστω ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉. Τότε ~x = l1~x1 + · · ·+ li~xi + · · ·+ ln~xn.
Επειδή k 6= 0, η τελευταία σχέση µπορεί να γραφεί και ως εξής : ~x = l1~x1 +
· · ·+(lik

−1)k~xi+· · ·+ln~xn. Αυτή η σχέση δείχνει ότι ~x ∈ 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉
και εποµένως 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉 ⊆ 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉. Αντίστροφα αν
~x ∈ 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉, τότε ~x = m1~x1 + · · · + mi(k~xi) + · · · + mn~xn.
Η τελευταία σχέση γράφεται ~x = m1~x1 + · · · + (mik)~xi + · · · + mn~xn και
αυτό σηµαίνει ότι ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉. ΄Αρα 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉 ⊆
〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉. Εποµένως τελικα ϑα έχουµε 〈~x1, · · · , k~xi, · · · , ~xn〉 =
〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉.

3. ΄Εστω ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉, και εποµένως ~x = l1~x1 + · · · + li~xi +
· · ·+ lj~xj + · · ·+ ln~xn, όπου li ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Η τελευταία σχέση γράφεται
ισοδύναµα ~x = l1~x1 + · · ·+ li(~xi+k~xj)+ · · ·+(lj−kli)~xj+ · · ·+ ln~xn, δηλαδή
προσθέσαµε και αφαιρέσαµε το διάνυσµα lik~xj στο ~x. Η τελευταία σχέση
δείχνει ότι ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi+k~xj , · · · , ~xn〉 και εποµένως 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉 ⊆
〈~x1, · · · , ~xi + k~xj , · · · , ~xn〉. Αντίστροφα έστω ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi + k~xj , · · · , ~xn〉,
εποµένως ~x = m1~x1 +· · ·+mi(~xi+k~xj)+· · ·+mj~xj+· · ·+mn~xn, όπουmi ∈
K, 1 ≤ i ≤ n. Η τελευταία σχέση γράφεται προφανώς ~x = m1~x1 + · · ·+mi~xi+
· · · + (mik + mj)~xj + · · · + mn~xn. Αυτό δείχνει ότι ~x ∈ 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉
και εποµένως 〈~x1, · · · , ~xi + k~xj , · · · , ~xn〉 ⊆ 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉. ΄Ετσι τελικά
ϑα έχουµε 〈~x1, · · · , ~xi + k~xj , · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , ~xi, · · · , ~xn〉. 2

Οι τρεις πράξεις (ΣΠ1), (ΣΠ2), (ΣΠ3) της Πρότασης 3.2.4 καλούνται στοι-

χειώδεις πράξεις µεταξύ των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn.
Ας δούµε µε ένα παράδειγµα πως εφαρµόζουµε τις στοιχειώδεις πράξεις.

Παράδειγµα 3.2.5 ΄Ετσω ~x1, ~x2, ~x3 τρία διανύσµατα στον V για τα οποία γνω-
ϱίζουµε ότι ικανοποιούν την σχέση (∗): 2~x1 + 3~x2 − 4~x3 = ~0. Θα δείξουµε ότι :
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〈~x1, ~x2〉 = 〈~x2, ~x3〉. Πραγµατικά εκτελώντας διαδοχικά τις στοιχειώδεις πράξεις
(ΣΠ2), (ΣΠ3), (ΣΠ2), (ΣΠ1), και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν µας την σχέση (∗), ϑα
έχουµε :

〈~x1, ~x2〉 = 〈2~x1, ~x2〉 = 〈2~x1 + 3~x2, ~x2〉 = 〈4~x3, ~x2〉 = 〈~x3, ~x2〉 = 〈~x2, ~x3〉

Παράδειγµα 3.2.6 Θα προσδιορίσουµε τον υπόχωρο του R3 ο οποίος παράγε-
ται από τα διανύσµατα ~x = (1, 0, 1) και ~y = (0, 2, 0). Χρησιµοποιώντας τον
ορισµό υπόχωρου έχουµε :

〈~x, ~y〉 = 〈(1, 0, 1), (0, 2, 0)〉 = {k(1, 0, 1) + l(0, 2, 0) | k, l ∈ R} =

{(k, 0, k) + (0, 2l, 0) | k, l ∈ R} = {(k, 2l, k) | k, l ∈ R}
΄Ετσι για παράδειγµα το διάνυσµα (2, 2, 2) ανήκει στον υπόχωρο 〈~x, ~y〉 (διαλέ-
γουµε k = 2, l = 1).

Παράδειγµα 3.2.7 Στον διανυσµατικό χώρο R3 πάνω από το R, ϑεωρούµε τα
διανύσµατα :

~ε1 = (1, 0, 1), ~ε1 = (0, 1, 0), ~ε1 = (0, 1, 1)

Θα δείξουµε ότι : R3 = 〈~ε1, ~ε2, ~ε3, 〉.
Ας προσδιορίσουµε πρώτα τον υπόχωρο 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉. Θα έχουµε :

〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 = {kε1 + lε2 +mε3 ∈ R3 | k, l,m ∈ R} =

{k(1, 0, 1) + l(0, 1, 0) +m(0, 1, 1) ∈ R3 | k, l,m ∈ R} =

{(k, l +m, k +m) ∈ R3 | k, l,m ∈ R}
Επειδή πάντα ισχύει 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 ⊆ R3, αρκεί να δείξουµε ότι κάθε διάνυσµα ~x =
(x, y, z) του R3 µπορεί να γραφεί σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµατων
~ε1, ~ε2, ~ε3, δηλαδή είναι της µορφής (k, l+m, k+m), για κατάλληλα k, l,m ∈ R.

΄Οµως ~x = (x, y, z) ∈ 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 αν-ν υπάρχουν k, l,m ∈ R, έτσι ώστε :
~x = (x, y, z) = (k, l +m, k + m). Ισοδύναµα: ~x = (x, y, z) ∈ 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 αν-ν
το σύστηµα

k = x, y = l +m, z = k +m

µε αγνώστους τα k, l,m έχει λύση ως πρός x, y, z. Αφαιρώντας την τρίτη από
την δεύτερη εξίσωση, έχουµε y − z = l − k. Αν στην τελευταία προσθέσουµε
την πρώτη έχουµε x+ y − z = l. ΄Αρα m = y − l = y − (x+ y − z) = z − x.
Εποµένως : k = x, l = x+y−z,m = z−x, δηλαδή το παραπάνω σύστηµα έχει
λύση. Συνοψίζοντας το τυχόν διάνυσµα ~x = (x, y, z) γράφεται σαν γραµµικός
συνδυασµός των ~ε1, ~ε2, ~ε3 ως εξής :

~x = (x, y, z) = x~ε1 + (x+ y − z)~ε2 + (z − x)~ε3

Εποµένως : 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 = R3.
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Πρόχειρη ∆οκιµασία

Στον R3 ϑεωρούµε τα διανύσµατα:

~x = (1, 1, 0), ~y = (0, 0, 1), ~z = (1, 1, 1), ~w = (−1,−1, 1).

Να δείξετε ότι : 〈~x, ~y〉 = 〈~z, ~w〉.

Παράδειγµα 3.2.8 Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο K[t] των πολυωνύµων
πάνω από το K. ΄Εστω n ∈ N0 ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός και ϑεωρούµε
τα διανύσµατα {1, t, t2, · · · , tn} του K[t].

Τότε ο υπόχωρος τουK[t] που παράγεται από τα διανύσµατα {1, t, t2, · · · , tn}
συµπίπτει µε το σύνολο όλων των πολυωνύµων µε ϐαθµό µικρότερο ή ίσο µε n
µαζί µε το µηδενικό πολυώνυµο 0 (το οποίο υπενθυµίζουµε δεν έχει ϐαθµό):

〈1, t, t2, · · · , tn〉 = {P (t) ∈ K[t] | degP (t) ≤ n} ∪ {0}

Τον υπόχωρο αυτόν τον συµβολίζουµε µε Kn[t]. ΄Ετσι από τώρα και στο εξής
Kn[t] ϑα συµβολίζει τον υπόχωρο τουK[t] όλων των πολυωνύµων µε ϐαθµό

≤ n.

Μια ενδιαφέρουσα περίπτωση, την οποία ϑα αναλύσουµε διεξοδικά στο
επόµενο Κεφάλαιο, είναι αυτή κατά την οποία ο υπόχωρος που παράγεται
από ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων συµπίπτει µε όλον το χώρο V.
΄Ετσι προκύπτει ο ακόλουθος ορισµός.

Ορισµός 3.2.5 ΄Ενας διανυσµατικός χώρος V πάνω από ένα σώµα K καλείται
πεπερασµένα παραγόµενος, αν υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο διανυσµά-
των S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} του V, έτσι ώστε V = 〈S〉. Σ΄ αυτή την περίπτωση
τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn καλούνται γεννήτορες του V και το σύνολο S
καλείται σύνολο γεννητόρων του V.

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού 3.2.5 είναι το ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα 3.2.6 ΄Εστω V ένας πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώ-
ϱος πάνω από το σώµα K µε σύνολο γεννητόρων S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn}. Τότε
κάθε διάνυσµα ~x του V είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του S.

∆ηλαδή υπάρχουν στοιχεία k1, k2, · · · , kn από το σώµα K, έτσι ώστε : ~x =
k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn.



3.2. ΓΡΑΜΜΙΚΟΙ ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ 51

Παράδειγµα 3.2.9 1. Από το Παράδειγµα 3.2.4 έπεται ότι διανυσµατικός
χώρος Kn είναι πεπερασµένα παραγόµενος µε σύνολο γεννητόρων το σύ-
νολο S = {~e1, ~e2, · · · , ~en}, δηλαδή:

Kn = 〈~e1, ~e2, · · · , ~en〉

όπου~ei = (0, · · · , 1, · · · , 0) είναι το διάνυσµα που έχει 1 στην i-συντεταγµένη
και παντού αλλού 0.

2. Από το Παράδειγµα 3.2.8 έπεται ότι διανυσµατικός χώρος Kn[t] των πο-
λυωνύµων µε ϐαθµό≤ n είναι πεπερασµένα παραγόµενος µε σύνολο γεν-
νητόρων το σύνολοS = {1, t, t2, · · · , tn}, δηλαδήKn[t] = 〈1, t, t2, · · · , tn〉.

3. Το σύνολο {1, i} είναι ένα σύνολο γεννητόρων του διανυσµατικού χώρου
C πάνω από το R, και εποµένως το C είναι πεπερασµένα παραγόµενος
πάνω από το R.

Σχόλιο 3.2.10 1. Η έννοια του πεπερασµένα παραγόµενου διανυσµατικού χώ-
ϱου εξαρτάται από το σώµαK επί του οποίου είναι ορισµένος ο χώρος. Πραγµατι-
κά έχουµε ήδη δεί ότι το σώµα των πραγµατικών αριθµών R είναι διανυσµατικός
χώρος πάνω από το R αλλά και πάνω από το το σώµα Q των ϱητών. Τότε ο
R-διανυσµατικός χώρος R είναι πεπερασµένα παραγόµενος πάνω από το R µε
σύνολο γεννητόρων S = {1} (αυτό ισχύει διότι ∀r ∈ R : r = r1). Μπορεί όµως
να δειχθεί ότι το R ϑεωρούµενος σαν διανυσµατικός χώρος πάνω από το Q δεν
έχει πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων.

2. ΄Ενας διανυσµατικός χώρος έχει γενικά άπειρα το πλήθος σύνολα γεν-
νητόρων. Για παράδειγµα το {~e1 = (1, 0), ~e2 = (0, 1)} είναι σύνολο γεννητό-
ϱων του διανυσµατικού χώρου R2 πάνω από το R, όπως είδαµε στο Παράδειγ-
µα 3.2.4. Αν k ∈ R και k 6= 0, τότε και το σύνολο {~e1 = (1, 0), ~ε = (0, k)} είναι
σύνολο γεννητόρων του R2 (να το δειξετε σαν Ασκηση).

Εφαρµογή 3.2.11 Θα προσδιορίσουµε ένα σύνολο γεννητόρων του διανυσµα-
τικού χώρου W των λύσεων της οµογενούς γραµµικής εξίσωσης :

k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn = 0 (∗)

ο οποίος ορίσθηκε στο Παράδειγµα 3.1.6.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

(α) ki = 0, ∀i = 1, 2, · · · , n. Τότε κάθε διάνυσµα (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn

ικανοποιεί την (∗) και άρα W = Kn για τον οποίο ϐρήκαµε ένα σύνολο
γεννητόρων στο Παράδειγµα 3.2.4.
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(β) ΄Εστω ότι κάποιο (τουλάχιστον ένα) ki 6= 0. Τότε εργαζόµαστε ώς εξής :

Πολλαπλασιάζοντας την (∗) µε το k−1
i ϑα έχουµε την εξίσωση

k1

ki
x1 +

k2

ki
x2 + · · ·+ ki−1

ki
xi−1 + xi +

ki+1

ki
xi+1 + · · ·+ kn

ki
xn = 0 (∗∗)

η οποία προφανώς είναι ισοδύναµη (δηλαδή έχει το ίδιο σύνολο λύσεων µε την
(∗)). Από την εξίσωση (∗∗) ϐλέπουµε ότι, εάν ϑέσουµε

l1 := −k1

ki
, l2 := −k2

ki
, · · · , li−1 := −ki−1

ki
, li+1 := −ki+1

ki
, · · · , ln := −kn

ki

τότε ϑα έχουµε την εξίσωση:

xi = l1x1 + l2x2 + · · ·+ li−1xi−1 + li+1xi+1 + · · ·+ lnxn (†)

η οποία είναι προφανώς ισοδύναµη µε την (∗∗), άρα και µε την (∗). ΄Εστω
τώρα ~α µια λύση της (∗), δηλαδή µια n-άδα ~α = (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn έτσι
ώστε : k1ai + k1a2 + · · · + knan = 0. Χρησιµοποιώντας ότι το διάνυσµα ~α
ικανοποιεί και τις ισοδύναµες εξισώσεις (∗∗), (†), ϑα έχουµε:

ai = l1a1 + l2a2 + · · ·+ li−1ai−1 + li+1ai+1 + · · ·+ lnan (††)

και εποµένως :

~α = (a1, a2, · · · , ai−1, ai, ai+1, · · · , an) =

(α1, · · · , ai−1, l1a1+l2a2+· · ·+li−1ai−1+li+1ai+1+· · ·+lnan, ai+1, · · · , an) =

a1(1, 0, · · · , 0, l1, 0, · · · , 0) + a2(0, 1, · · · , 0, l2, 0, · · · , 0)+

· · ·+ ai−1(0, 0, · · · , 1, li−1, 0, · · · , 0) + ai+1(0, 0, · · · , 0, li+1, 1, · · · , 0)+

an(0, 0, · · · , 0, ln, 0, · · · , 1)

∆ηλαδή η τυχούσα λύση ~α του συστήµατος (∗), είναι γραµµικός συνδυασµός
των διανυσµάτων:
~λ1 := (1, 0, · · · , 0, l1, 0, · · · , 0), · · · , ~λi−1 := (0, 0, · · · , 1, li−1, 0, · · · , 0), · · ·
~λi+1 := (0, 0, · · · , 0, li+1, 1, · · · , 0), · · · , ~λn := (0, 0, · · · , 0, ln, 0, · · · , 1)

όπου οι αριθµοί lj ,∀j 6= i, εµφανίζονται στην i-συντεταγµένη. ΄Αρα ϑα έχου-
µε ~α ∈ 〈~λ1, · · · , ~λn〉 και εποµένως W ⊆ 〈~λ1, · · · , ~λn〉. Αντίστροφα από τις
σχέσεις lj = −kj

ki
, ∀j 6= i, ϐλέπουµε εύκολα ότι τα διανύσµατα ~λj , ∀j 6= i,

είναι λύσεις του (∗) και εποµένως ανήκουν στο W. Επειδή, σύµφωνα µε το
Παράδειγµα 3.1.6, το W είναι υπόχωρος του Kn, έπεται ότι 〈~λ1, · · · , ~λn〉 ⊆W.
Συνοψίζοντας τη παραπάνω ανάλυση, ϑα έχουµε:

W =
〈
~λ1, · · · , ~λi−1, ~λi+1, · · · , ~λn

〉
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3.3 Τοµή και ΄Αθροισµα Υπόχωρων

Στην παρούσα ενότητα ϑα ορίσουµε και µελετήσουµε δύο ενδιαφέροντες µε-
ϑόδους κατασκευής υπόχωρων. Αυτές οι µέθοδοι σχετίζονται µε γνωστές µας
συνολοθεωρητικές κατασκευές και ανακύπτουν από το γενικό ερώτηµα αν η
έννοια του υπόχωρου παραµένει αναλλοίωτη κάτω από διάφορες συνολοθεω-
ϱητικές κατασκευές όπως η τοµή ή η ένωση.

3.3.1 Τοµή Υπόχωρων

Είναι εύλογο να αναρωτηθεί κανείς αν η τοµή δύο υπόχωρων είναι υπόχωρος.
Η απάντηση είναι ϑετική όπως µας δείχνει η ακόλουθη γενική πρόταση.

Πρόταση 3.3.1 ΄Εστω {Wi | i ∈ I} µια συλλογή υπόχωρων του διανυσµατι-
κού χώρου V, όπου I είναι ένα (πεπερασµένο ή άπειρο) σύνολο δεικτών. Τότε η
τοµή των υπόχωρων ⋂

i∈I
Wi := {~x ∈ V | ~x ∈Wi, ∀i ∈ I}

είναι ένας υπόχωρος του V.

Απόδειξη : Από το Λήµµα 3.1.2 έπεται ότι κάθε υπόχωρος του V περιέχει το
µηδενικό διάνυσµα ~0 του V. ΄Αρα ~0 ∈ Wi, ∀ ∈ I, και εποµένως ~0 ∈ ∩i∈IWi.
Ιδιαίτερα ∩i∈IWi 6= ∅. ΄Εστω ~x, ~y δύο διανύσµατα τα οποία ανήκουν στην
τοµή ∩i∈IWi. Τότε ~x, ~y ∈ Wi, ∀i ∈ I. Επειδή, ∀i ∈ I, το υποσύνολο Wi

είναι υπόχωρος του V, έπεται ότι ~x + ~y ∈ Wi, ∀i ∈ I. Αυτό όµως σηµαίνει
ότι ~x + ~y ∈ ∩i∈IWi και εποµένως το υποσύνολο ∩i∈IWi είναι κλειστό στην
πράξη της πρόσθεσης. Τέλος αν k ∈ K και ~x ∈ ∩i∈IWi, τότε ~x ∈ Wi, ∀i ∈ I.
Επειδή ∀i ∈ I, το υποσύνολο Wi είναι υπόχωρος του V, έπεται ότι k~x ∈ Wi,
∀i ∈ I. Τότε όπως και παραπάνω ϑα έχουµε k~x ∈ ∩i∈IWi. ∆ηλαδή το
υποσύνολο ∩i∈IWi είναι κλειστό στην πράξη του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού
και εποµένως είναι ένας υπόχωρος του V. 2

Είδαµε στην Πρόταση 3.2.2 ότι, αν S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} είναι ένα πεπερα-
σµένο υποσύνολο του V, τότε το σύνολο 〈S〉 όλων των γραµµικών συνδυασµών
των διανυσµάτων του S είναι ο µικρότερος υπόχωρος του V ο οποίος περιέχει
το S. Η επόµενη Πρόταση δείχνει την σχέση µεταξύ των Προτάσεων 3.2.2
και 3.3.1.

Πρόταση 3.3.2 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα υποσύνολο διανυσµάτων του
διανυσµατικού χώρουV. Τότε ο υπόχωρος 〈S〉 που παράγεται από το S συµπίπτει
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µε την τοµή όλων των υπόχωρων του V που περιέχουν το S:

〈S〉 =
⋂
{W ⊆ V | ο W είναι υπόχωρος του V µε S ⊆W}

Απόδειξη : ΄Εστω Z το υποσύνολο στο δεύτερο µέλος της παραπάνω σχέσης.
Από την Πρόταση 3.2.2 έπεται ότι ο υπόχωρος 〈S〉 περιέχεται σε κάθε υπόχωρο
W του V µε S ⊆ W. ΄Αρα ο υπόχωρος 〈S〉 ϑα περιέχεται και στην τοµή
τους, και εποµένως 〈S〉 ⊆ Z. Από την άλλη πλευρά το σύνολο 〈S〉 είναι
υπόχωρος του V που περιέχει το S και άρα είναι κάποιος από τους υπόχωρους
W που εµφανίζονται στην τοµή Z. Αυτό όµως έχει σαν συνέπεια ότι Z ⊆ 〈S〉.
Εποµένως 〈S〉 = Z. 2

Θα δούµε τώρα µια εφαρµογή της ϑεωρίας η οποία ϑα µας είναι χρήσιµη
στην ϑεωρία των γραµµικών συστηµάτων που ϑα αναπτύξουµε αργότερα.

Εφαρµογή 3.3.1 ΄Εστω K ένα σώµα και έστω οιm το πλήθος οµογενείς γραµ-
µικές εξισώσεις µε n αγνώστους x1, x2, · · · , xn και συντελεστές aij , 1 ≤ m,
1 ≤ j ≤ n, από το σώµα K:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0 (Σ1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0 (Σ2)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0 (Σm)

΄Ενα τέτοιο σύνολο γραµµικών εξισώσεων καλείται οµογενές γραµµικό σύ-

στηµα m-εξισώσεων µε n-αγνώστους και ϑα το συµβολίζουµε µε (Σ). ΄Ενα
διάνυσµα ~α = (a1, a2, · · · , an) ∈ Kn καλείται λύση του (Σ), αν το ~α είναι λύση
ταυτόχρονα όλων των εξισώσεων (Σ1), (Σ2), · · · , (Σm) του (Σ).

Ισχυρισµός: Το σύνολο λύσεων, έστω Λ, του (Σ) είναι ένας υπόχωρος του
Kn. Πραγµατικά, έστω Λi, i = 1, 2, · · · ,m, το σύνολο λύσεων της οµογενούς
εξίσωσης (Σi). Από το Παράδειγµα 3.1.6 έπεται ότι το Λi είναι ένας υπόχωρος
τουKn. Επειδή προφανώς ισχύει Λ = Λ1∩Λ2∩· · ·∩Λn, από την Πρόταση 3.3.1
ϑα έχουµε ότι το Λ είναι υπόχωρος του Kn.

3.3.2 ΄Αθροισµα και Ευθύ ΄Αθροισµα Υπόχωρων

Στην παρούσα υποενότητα ϑα δούµε µια διαφορετική µέθοδο κατασκευής
υπόχωρων η οποία ϑα µας είναι χρήσιµη αργότερα στην ‘‘ανάλυση’’ ενός δια-
νυσµατικού χώρου σε απλούστερους διανυσµατικούς (υπό)χωρους.

΄Οπως πριν σταθεροποιούµε έναν διανυσµατικό χώρο V πάνω απο ένα σώµα
K.
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΄Εχουµε ήδη δει στην Πρόταση 3.3.1 ότι η τοµή (πεπερασµένου ή άπειρου)
πλήθους υπόχωρων του V είναι υπόχωρος του V. Επιπρόσθετα η τοµή είναι
ο µικρότερος υπόχωρος του V ο οποίος περιέχεται σε όλους του υπόχωρους.
Κάτι αντίστοιχο δεν ισχύει για την ένωση υπόχωρων όπως δειχνει η ακολουθη
πρόταση.

Πρόταση 3.3.3 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το σώµα K, και
έστω W1,W2 δύο υπόχωροι του V. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η ένωση W1 ∪W2 είναι υπόχωρος του V.

2. Είτε W1 ⊆W2 ή W2 ⊆W1.

Απόδειξη : 2. ⇒ 1. Αν W1 ⊆ W2, τότε προφανώς W1 ∪W2 = W2 και αν
W2 ⊆W1, τότε προφανώς W1 ∪W2 = W1. ΄Ετσι σε κάθε περίπτωση η ένωση
είναι υπόχωρος.

1. ⇒ 2. Υποθέτουµε ότι η ένωση W1 ∪W2 είναι υπόχωρος του V και
έστω ότι ο W1 δεν περιέχεται στον W2, δηλαδή W1 * W2. Θα δείξουµε ότι
αναγκαστικά ισχύει W2 ⊆ W1. Επειδή υποθέσαµε ότι W1 * W2, έπεται
ότι υπάρχει (τουλάχιστον ένα) διάνυσµα ~x0 ∈ W1 µε ~x /∈ W2. ΄Εστω τώρα
ένα τυχόν διάνυσµα ~y ∈ W2. Επειδή τα ~x0, ~y ανήκουν προφανώς στην ένωση
W1∪W2 η οποία είναι υπόχωρος, έπεται ότι ~x0 +~y ∈W1∪W2. Αυτό σηµαίνει
ότι είτε ~x0 + ~y ∈W1 ή ~x0 + ~y ∈W2. Αν ~x0 + ~y ∈W2, τότε επειδή ~y ∈W2 και
ο W2 είναι υπόχωρος, έπεται ότι (~x0 + ~y) − ~y = ~x0 ∈ W2. Αυτό όµως είναι
άτοπο διότι ~x0 /∈ W2. ΄Αρα ~x0 + ~y ∈ W1, και τότε επειδή ~x0 ∈ W1 και ο W1

είναι υπόχωρος, έπεται ότι (~x0 + ~y)− ~x0 = ~y ∈W1. Εποµένως δείξαµε ότι το
τυχόν διάνυσµα ~y του W2 ανήκει στον W1, δηλαδή W2 ⊆W1.

Αν W2 * W1, τότε εργαζόµενοι παρόµοια, ϑα έχουµε W1 ⊆W2. 2

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να ϐρεθεί συγκεκριµένο παράδειγµα δύο υπόχωρων W1,W2 ενός διανυσµα-
τικού χώρου V έτσι ώστε η ένωση W2 ∪W1 να µην είναι υπόχωρος.

(Υπόδειξη : Θεωρείστε στο καρτεσιανό επίπεδοR2 δύο διαφορετικές ευθείες
οι οποίες διέρχονται από την αρχη των αξόνων (0, 0). )

Η Προταση 3.3.3 µας οδηγεί στο να αναζητήσουµε τον µικρότερο υπό-
χωρο του V ο οποίος περιέχει κάποιους δεδοµένους υπόχωρους του. ΄Ετσι
οδηγούµαστε στον ακόλουθο ορισµό.
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Ορισµός 3.3.4 ΄Εστω W1,W2, · · · ,Wn ένα πεπερασµένο σύνολο υπόχωρων
του V. Το άθροισµα των υπόχωρων W1,W2, · · · ,Wn ορίζεται να είναι το ακό-
λουθο υποσύνολο του V:

W1 + W2 + · · ·+ Wn := {~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn | ~xi ∈Wi, ∀i = 1, 2, · · · , n}

Σηµειώνουµε ότι το πρώτο µέλος της παραπάνω σχέσης είναι απλά ένας
συµβολισµός καθώς η πράξη πρόσθεσης + του V έχει ορισθεί σε στοιχεία του
V και όχι σε υποσύνολα του.

Η επόµενη πρόταση δικαιολογεί την εισαγωγή της έννοιας του αθροίσµατος
υπόχωρων.

Πρόταση 3.3.5 Το άθροισµα W1 + W2 + · · · + Wn πεπερασµένου πλήθους
υπόχωρων W1,W2, · · · ,Wn του V, είναι ένας υπόχωρος του V ο οποίος περιέ-
χει όλους τους υπόχωρους Wi. Επιπρόσθετα το άθροισµα W1 + W2 + · · · +
Wn είναι ο µικρότερος υπόχωρος του V ο οποίος περιέχει τους υπόχωρους
W1,W2, · · · ,Wn.

∆ηλαδή ανW είναι ένας υπόχωρος τουV έτσι ώστεWi ⊆W, ∀i = 1, 2, · · · , n,
τότε W1 + W2 + · · ·+ Wn ⊆W.

Απόδειξη : ΄Εχουµε δείξει στο Λήµµα 3.1.2 ότι το µηδενικό διάνυσµα ~0 του
V ανήκει σε κάθε υπόχωρο, άρα και σε κάθε έναν από τους Wi. Επειδή
~0 = ~0 + ~0 + · · · + ~0, έπεται ότι ~0 ∈ W1 + W2 + · · · + Wn και ιδιαίτερα
το τελευταίο σύνολο δεν είναι κενό. ΄Εστω τώρα ~x = ~x1 + · · · + ~xn και ~y =
~y1+· · ·+~yn δύο διανύσµατα τουW1+W2+· · ·+Wn. Τότε χρησιµοποιώντας την
προσεταιριστικότητα και αντιµεταθετικότητα της πρόσθεσης (Αξιώµατα (∆Χ1),

(∆Χ2)), ϑα έχουµε: ~x + ~y = (~x1 + · · · + ~xn) + (~y1 + · · · + ~yn) = (~x1 +
~y1) + · · · + (~xn + ~yn). Επειδή οι Wi είναι υπόχωροι του V και ~xi, ~yi ∈ Wi,
∀i = 1, · · · , n, έπεται ότι ~xi + ~yi ∈ Wi, ∀i = 1, · · · , n. Εποµένως ~x + ~y ∈
W1 +W2 + · · ·+Wn. Αν k ∈ K και ~x = ~x1 + · · ·+~xn ∈W1 +W2 + · · ·+Wn,
τότε k~x = k(~x1 + · · ·+ ~xn) = k~x1 + · · ·+ k~xn. Επειδή οι Wi είναι υπόχωροι
του V και ~xi ∈ Wi, ∀i = 1, · · · , n, έπεται ότι k~xi ∈ Wi, ∀i = 1, · · · , n. Τότε
όµως k~x ∈W1 + W2 + · · ·+ Wn. Εποµένως το σύνολο W1 + W2 + · · ·+ Wn

είναι ενας υπόχωρος του V.
Για κάθε i = 1, 2, · · · , n, έστω ~xi ∈ Wi. Τότε επειδή, σύµφωνα µε το

Αξίωµα (∆Χ3), έχουµε ~xi = ~0+· · ·+~0+~xi+~0+· · ·+~0 και επειδή~0 ∈Wi, έπεται
ότι ~xi ∈W1 +W2 +· · ·+Wn. Εποµένως ϑα έχουµε Wi ⊆W1 +W2 +· · ·+Wn,
∀i = 1, 2, · · · , n. ΄Εστω τώρα W ένας υπόχωρος του V µε την ιδιότητα Wi ⊆W,
∀i = 1, 2, · · · , n. Επειδή ο W είναι κλειστός στην πράξη της πρόσθέσης και
περιέχει κάθε διάνυσµα ~xi, µε ~xi ∈Wi, ∀i = 1, 2, · · · , n, έπεται οτι ϑα περιέχει
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και το άθροισµα τους ~x1 + · · ·+~xn. Με άλλα λόγια ϑα περιέχει κάθε διάνυσµα
του W1 + W2 + · · ·+ Wn και εποµένως W1 + W2 + · · ·+ Wn ⊆W. 2

Σχόλιο 3.3.2 1. Μπορούµε να ορίσουµε και το άθροισµα άπειρου πλήθους
υπόχωρων του Vως εξής : ΄Εστω {Wi | i ∈ I} µιά συλλογή υπόχωρων του V,
όπου I είναι ένα άπειρο σύνολο δεικτών. Τότε το άθροισµα του απείρου πλήθους
υπόχωρων Wi ορίζεται να είναι το υποσύνολο του V:∑

i∈I
Wi :=

{∑
i∈I

~xi ∈ V | ~xi ∈Wi και ~xi = ~0,

∀i ∈ I εκτός από ένα πεπερασµένο σύνολο δεικτών
}

΄Οπως και στην Πρόταση 3.3.5 µπορεί κανείς να δειξει ότι το υποσύνολο
∑

i∈I Wi

είναι υπόχωρος τουV ο οποίος περιέχει τουςWi και είναι ο µικρότερος υπόχωρος
του V µε αυτή την ιδιότητα.

2. Από την Πρόταση 3.3.5 προκύπτει άµεσα ότι W1 + W2 + · · · + Wn =
〈∪ni=1Wi〉, δηλαδή το άθροισµα των υπόχωρων συµπίπτει µε τον υπόχωρο που
παράγεται από την ένωση των υπόχωρων W1,W2, · · · ,Wn.

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα η πλέον ενδιαφέρουσα περίπτωση, όταν έχουµε
να µελετήσουµε ένα άθροισµα υπόχωρων, είναι το άθροισµα αυτό να είναι
ευθύ µε την έννοια του ακόλουθου ορισµού.

Ορισµός 3.3.6 ΄Εστω W1,W2, · · · ,Wn ένα πεπερασµένο σύνολο υπόχωρων
του V. Το άθροισµα W1 + W2 + · · · + Wn των υπόχωρων Wi καλείται ευθύ
άθροισµα, αν ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

Wi ∩ (W1 + · · ·+ Wi−1 + Wi+1 + · · ·+ Wn) = {~0}, ∀i = 1, 2, · · · , n

∆ηλαδή αν η τοµή καθενός από τους υπόχωρους Wi µε το άθροισµα των υπο-
λοίπων είναι ο µηδενικός υπόχωρος.

Αν το άθροισµα W1 + W2 + · · ·+ Wn είναι ευθύ, ϑα το συµβολίζουµε µε :

W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn

Παρατήρηση 3.3.7 Αν έχουµε δύο υπόχωρους W1,W2, τότε από τον ορι-
σµό 3.3.6 προκύπτει άµεσα ότι το άθροισµαW1+W2 είναι ευθύ, δηλαδή έχουµε
W1 ⊕W2, αν-ν W1 ∩W2 = {~0}.

Θα δούµε τώρα δύο παραδείγµατα στα οποία το άθροισµα δυο υπόχωρων
είναι ευθύ και συµπίπτει µε όλον τον διανυσµατικό χώρο. Αν και διαφορετικής
ϕύσης και τα δύο ϐασίζονται πάνω στην ίδια ιδέα.
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Παράδειγµα 3.3.3 Στον διανυσµατικό χώρο F(R,R) των συναρτήσεων από το
R στο R, ϑεωρούµε τον υπόχωρο FA(R,R) των άρτιων συναρτήσεων και τον
υπόχωρο FΠ(R,R) των περιττών συναρτήσεων. Θα δείξουµε ότι

F(R,R) = FA(R,R)⊕ FΠ(R,R)

΄Εστω f : R −→ R µια τυχούσα συνάρτηση. Θεωρούµε τις συναρτήσεις g : R −→ R
και h : R −→ R οι οποίες ορίζονται ως εξής :

∀x ∈ R : g(x) :=
f(x) + f(−x)

2
και h(x) :=

f(x)− f(−x)

2

Τότε g(−x) = 1
2 [f(−x) + f(x)] = g(x) και h(−x) = 1

2 [f(−x) − f(x)] =
−1

2 [f(x) − f(−x)] = −h(x). ΄Αρα η g είναι άρτια και η h είναι περιττή. Από
την άλλη πλευρά g(x) + h(x) = 1

2 [f(x) + f(−x)] + 1
2 [f(x)− f(−x)] = f(x).

∆ηλαδή η τυχούσα συνάρτηση f είναι άθροισµα µίας άρτιας και µιας περιττής
συνάρτησης. Αυτό σηµαίνει ότι το άθροισµα των υπόχωρωνFA(R,R)+FΠ(R,R)
είναι όλος ο χώρος : F(R,R) = FA(R,R)+FΠ(R,R). Εποµένως για να δείξου-
µε την Ϲητούµενη σχέση, αρκεί, σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.3.7, να δειξουµε
ότι FA(R,R) ∩ FΠ(R,R) = {~0} όπου ~0 είναι η µηδενική συνάρτηση ~0(x) = 0,
∀x ∈ R. ΄Εστω f ∈ FA(R,R) ∩ FΠ(R,R), δηλαδή η f είναι ταυτόχρονα άρτια
και περιττή. Τότε, ∀x ∈ R, ϑα έχουµε : f(−x) = f(x) = −f(x). ∆ηλαδή
2f(x) = 0 και εποµένως f(x) = 0, ∀x ∈ R. Αυτό σηµαίνει ότι f = ~0. Εποµένως
FA(R,R) ∩ FΠ(R,R) = {~0}.

Παράδειγµα 3.3.4 Στον διανυσµατικό χώρο Mn×n(K) των τετραγωνικών n×
n-πινάκων πάνω από ένα σώµα K, ϑεωρούµε τον υπόχωρο Sn×n(K) των συµ-
µετρικών πινάκων και τον υπόχωρο An×n(K) των αντισυµµετρικών πινάκων,
ϐλέπε την Πρόχειρη δοκιµασία στο τελος της ενότητας 3.1.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Ακολουθώντας την ιδέα του Παραδείγµατος 3.3.3 να δείξετε ότι :

Mn×n(K) = Sn×n(K)⊕ An×n(K)

Θα δούµε τώρα έναν σηµαντικό χαρακτηρισµό του ευθέως αθροίσµατος
υπόχωρων. Πρώτα όµως χρειαζόµαστε έναν ορισµό:

Ορισµός 3.3.8 1. ΄Εστω {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα σύνολο διανυσµάτων του δια-
νυσµατικού χώρου V. ΄Ενα διάνυσµα ~x του V (το οποίο υποθέτουµε ότι ανήκει
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στον υπόχωρο 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉), ϑα λέµε ότι γράφεται κατά µοναδικό τρόπο

σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn, αν :

~x = k1~x1 + · · ·+ kn~xn = l1~x1 + · · ·+ ln~xn =⇒ ki = li, ∀i = 1, 2, · · · , n

Σε αυτή την περίπτωση ϑα λέµε ότι το διάνυσµα ~x έχει µοναδικότητα γραφής

ως προς τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn.
2. ΄Εστω W1,W2, · · · ,Wn n το πλήθος υπόχωροι του διανυσµατικού χώρου

V. ΄Ενα διάνυσµα ~x το οποίο ανήκει στον υπόχωρο W1 + W2 + · · · + Wn, ϑα
λέµε ότι γράφεται κατά µοναδικό τρόπο σαν άθροισµα διανυσµάτων των

υπόχωρων Wi, αν :

Αν ~x = ~x1 + · · ·+ ~xn και ~x = ~y1 + · · ·+ ~yn, όπου ~xi, ~yi ∈Wi, ∀i = 1, · · · , n

τότε ισχύει : ~xi = ~yi, ∀i = 1, · · · , n.

Σε αυτή την περίπτωση ϑα λέµε ότι το διάνυσµα ~x έχει µοναδικότητα γραφής

ως προς τους υπόχωρους W1,W2, · · · ,Wn.

Πρόταση 3.3.9 ΄Εστω W1,W2, · · · ,Wn n το πλήθος υπόχωροι του διανυσµα-
τικού χώρου V. Τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναµες :

1. Το άθροισµα W1 + W2 + · · ·+ Wn είναι ευθύ : W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn

2. Κάθε διάνυσµα ~x του υπόχωρου W1 + W2 + · · · + Wn γράφεται κατά
µοναδικό τρόπο ως άθροισµα διανυσµάτων των υπόχωρων Wi.

3. Αν ~x1 + · · · + ~xn = ~0, όπου ~xi ∈ Wi, ∀i = 1, · · · , n, τότε ισχύει ότι :
~xi = ~0, ∀i = 1, · · · , n.

Απόδειξη : Η απόδειξη ϑα γίνει κυκλικά: 1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 1.
1. ⇒ 2. ΄Εστω ότι το άθροισµα των υπόχωρων Wi είναι ευθύ και έστω ~x

ένα διάνυσµα του W1 ⊕ · · · ⊕Wn το οποίο υποθέτουµε ότι µπορούµε να το
γράψουµε µε δύο τρόπους σαν άθροισµα διανυσµάτων από τους Wi:

~x = ~x1 + · · ·+ ~xn = ~y1 + · · ·+ ~yn, ~xi, ~yi ∈Wi,∀i = 1, · · · , n (∗)

Για κάθε i = 1, 2, · · · , n, προσθέτοντας και στα δύο µέλη το διάνυσµα −~yi, ϑα
έχουµε ~x1+· · ·+~xi−1+(~xi−~yi)+~xi+1+· · ·+~xn = ~y1+· · ·+~yi−1+~yi+1+· · ·+~yn.
Στην τελευταία σχέση µεταφέρουµε τα διανύσµατα ~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn
στο δεύτερο µέλος, δηλαδή προσθέτουµε στο πρώτο µέλος τα διανύσµατα
−~x1, · · · , −~xi−1,−~xi+1, · · · ,−~xn. Τότε χρησιµοποιώντας τα Αξιώµατα του
ορισµού 2.1.1 ϑα έχουµε την σχέση:

~xi−~yi = (~y1−~x1)+ · · ·+(~yi−1−~xi−1)+(~yi+1−~xi+1)+ · · ·+(~yn−~xn) (∗∗)
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Στην σχέση (∗∗), το πρώτο µέλος ανήκει στον υπόχωρο Wi, διότι ~xi, ~yi ∈ Wi.
Το δεύτερο µέλος της σχέσης ανήκει στον υπόχωρο W1 + · · ·+Wi−1 +Wi+1 +
· · ·+Wn, διότι ~xj , ~yj ∈Wj , j = 1, · · · , n, j 6= i. ΄Αρα ~xi−~yi ∈Wi∩(W1+· · ·+
Wi−1 +Wi+1 + · · ·+Wn). Επειδή το άθροισµα των υπόχωρων Wi είναι ευθύ,
η τοµή αυτή είναι ίση µε {~0}, και εποµένως ~xi = ~yi. Επειδή αυτό συµβαίνει
για κάθε i = 1, 2, · · · , n, συµπεραίνουµε ότι ϑα έχουµε µοναδικότητα γραφής
του διανύσµατος ~x ως προς τους υπόχωρους W1, · · · ,Wn.

2. ⇒ 3. Υποθέτουµε ότι ισχύει το 2. και έστω ότι ~x1 + · · ·+ ~xn = ~0, όπου
~xi ∈ Wi, ∀i = 1, · · · , n. Επειδή ~x1 + · · ·+ ~xn = ~0 + · · ·+ ~0 και το διάνυσµα
~0 ανήκει σε καθε υπόχωρο Wi, από την µοναδικότητα της γραφής έπεται ότι
~xi = ~0, ∀i = 1, · · · , n.

3. ⇒ 1. Υποθέτουµε ότι ισχύει το 3. και έστω ~x ένα διάνυσµα του V το
οποίο ανήκει στην τοµή Wi ∩ (W1 + · · · + Wi−1 + Wi+1 + · · · + Wn). Αυτό
σηµαίνει ότι ~x ∈Wi και ~x = ~x1 + · · ·+ ~xi−1 + ~xi+1 + · · ·+ ~xn, όπου ~xi ∈Wi,
∀i = 1, · · · , i−1, i+1, · · · , n. Προσθέτοντας σε αυτή τη σχέση το διάνυσµα−~x,
και χρησιµοποιώντας τα Αξιώµατα του ορισµού 2.1.1, ϑα έχουµε την σχέση

~x1 + · · ·+ ~xi−1 + (−~x) + ~xi+1 + · · ·+ ~xn = ~0 (∗ ∗ ∗)

Επειδή ο Wi είναι υπόχωρος και ~x ∈Wi, έπεται ότι −~x ∈Wi. Αυτό σηµαίνει
ότι στην σχέση (∗∗∗), το πρώτο µέλος ανήκει στον υπόχωρο W1 + · · ·+Wi−1 +
Wi+Wi+1 + · · ·+Wn. Τότε όµως από την υπόθεση µας, ϑα έχουµε ~x = ~0 και
~xj = 0, ∀j = 1, · · · , i−1, i+1, · · · , n. Αυτό δείχνει ότιWi∩(W1+· · ·+Wi−1+
Wi+1 + · · ·+Wn) = {~0}. Επειδή αυτό συµβαίνει για κάθε i = 1, 2, · · · , n, ϑα
έχουµε από το ορισµό 3.3.6 ότι το άθροισµα W1 +W2 + · · ·+Wn είναι ευθύ.
2

Το ακόλουθο σηµαντικό πόρισµα είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 3.3.9
και του Πορίσµατος 3.2.6.

Πόρισµα 3.3.10 ΄Εστω W1,W2, · · · ,Wn n το πλήθος υπόχωροι του διανυ-
σµατικού χώρου V. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn.

2. Κάθε διάνυσµα ~x του V γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως άθροισµα ~x =
~x1 + · · ·+ ~xn διανυσµάτων ~xi των υπόχωρων Wi.

Απόδειξη : 1. ⇒ 2. Επειδή V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wn, ϑα έχουµε ότι κάθε
διάνυσµα του V ϑα ανήκει στον υπόχωρο W1 + · · · + Wn, και εποµένως ϑα
γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων των υπόχωρων Wi. Η µο-
ναδικότητα της γραφής προκύπτει από την Πρόταση 3.3.9 διότι το άθροισµα
W1 + · · ·+ Wn είναι ευθύ.
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2. ⇒ 1. Η συνθήκη στο 2. έχει σαν συνέπεια ότι V = W1 + · · · + Wn.
Επιπρόσθετα, σύµφωνα µε την Πρόταση 3.3.9, η µοναδικότητα της γραφής
δείχνει ότι το άθροισµα είναι ευθύ. 2

Θα δούµε τώρα δύο παραδείγµατα διανυσµατικών χώρων οι οποίοι είναι
ευθέα αθροίσµατα υπόχωρων τους.

Παράδειγµα 3.3.5 Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο Kn των n-άδων µε στοι-
χεία από ένα σώµα K. Τότε ισχύει :

Kn = 〈~e1〉 ⊕ 〈~e2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈~en〉

όπου ~ei = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0, 0) είναι το διάνυσµα του Kn που έχει 1 στην
i-οστή συντεταγµένη και παντού αλλού 0.

Από το Παράδειγµα 3.2.9 έπεται ότι κάθε διάνυσµα ~x = (k1, · · · , kn) τουKn

είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~ei, δηλαδή ~x = k1~e1+· · ·+kn~en.
Επειδή ki~ei ∈ 〈~ei〉, ϑα έχουµε ~x ∈ 〈~e1〉 + 〈~e2〉 + · · · + 〈~en〉, και εποµένως
Kn = 〈~e1〉 + 〈~e2〉 + · · · + 〈~en〉. ΄Εστω ~x1 + · · · + ~xn = ~0, όπου ~xi ∈ 〈~ei〉,
∀i = 1, · · · , n. Τότε υπάρχουν ki ∈ K έτσι ώστε ~xi = ki~ei, ∀i = 1, · · · , n.
Εποµένως ~0 = ~x1 + · · ·+ ~xn = k1~e1 + · · ·+ kn~en. Επειδή k1~e1 + · · ·+ kn~en =
k1(1, 0, · · · , 0, 0)+· · ·+kn(0, 0, · · · , 0, 1) = (k1, · · · , kn), ϑα έχουµε προφανώς
ki = 0, δηλαδή ~xi = 0, ∀i = 1, · · · , n. Τότε όµως από το Πρόταση 3.3.9,
συµπεραίνουµε ότι το άθροισµα 〈~e1〉 + 〈~e2〉 + · · · + 〈~en〉 είναι ευθύ. Εποµένως
Kn = 〈~e1〉 ⊕ 〈~e2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈~en〉.

Παράδειγµα 3.3.6 ΄Εστω τα ακόλουθα υποσύνολα του R3:

W1 := {(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z}, W2 := {(x, y, z) ∈ R3 | x = 0}

Θα δείξουµε ότι : R3 = W1 ⊕W2.
Είναι εύκολο να δειχθεί ότι τα υποσύνολα W1,W2 είναι υπόχωροι του R3.

Επιπρόσθετα από την µορφή έπεται άµεσα ότι W1 ∩W2 = {(0, 0, 0)} = {~0}.
Εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι κάθε διάνυσµα ~x = (x, y, z) ∈ R3, µπορεί να
γραφεί ως εξής : ~x = ~x1 + ~x2, όπου ~x1 ∈ W1, και ~x2 ∈ W2. Πραγµατικα
ϑα έχουµε : ~x = (x, y, z) = (x, x, x) + (0, y − x, z − x) και προφανώς ~x1 :=
(x, x, x) ∈W1 και ~x2 := (0, y − x, z − x) ∈W2.

΄Οπως είδαµε η έννοια του ευθέως αθροίσµατος υπόχωρων αφορά την µο-
ναδικότητα γραφής διανυσµάτων από τους υπόχωρους. Είναι εύλογο να α-
ναρωτηθεί κανείς αν αφορά και την µοναδικότητα των υπόχωρων. ∆ηλαδή
αν W1,W2 και W3 είναι υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου V και ισχύει
W1 ⊕W2 = W1 ⊕W3, µπορούµε τότε να συµπεράνουµε ότι W2 = W3; Αν
και, όπως ϑα δούµε αργότερα, ισχύει κάτι ασθενέστερο από την ισότητα, η
απάντηση είναι αρνητική όπως δείχνει και η ακόλουθη:
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Πρόχειρη ∆οκιµασία

΄Εστω ο υπόχωρος W = {(x, 0) ∈ R2 | x ∈ R} του διανυσµατικού χώρου
R2. Να ϐρεθούν άπειροι το πλήθος υπόχωροι Zn, n ≥ 1, του R2 έτσι ώστε :
R2 = W⊕ Zn, ∀n ≥ 1, και επιπλέον Z1 6= Zn, αν n ≥ 1.

(Υπόδειξη : Θεωρείστε τους ακόλουθους υπόχωρους του R2:

Z1 := {(0, x) ∈ R2 | x ∈ R}, Zn := {((n− 1)x, nx) ∈ R2 | x ∈ R}, ∀n ≥ 2.

)

3.4 Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.4.1 Να ϐρεθεί ο υπόχωρος του R3 ο οποίος παράγεται από τα δια-
νύσµατα :

~x1 = (2, 1,−3), ~x2 = (3, 2,−5), ~x3 = (1,−1, 1)

Ακολούθως να εξετασθεί αν το διάνυσµα ~x = (6, 2,−7) µπορεί να γραφεί σαν
γραµµικός συνδυασµός των ~x1, ~x2, ~x3.

΄Ασκηση 3.4.2 Ποιοί από τους παρακάτω ισχυρισµούς είναι σωστοί ;

1. Το σύνολο E := {(a, b, c, d) ∈ R4 | ab ≥ 0} είναι διανυσµατικος χώρος
πάνω από το R, µε τις συνηθισµένες πράξεις προσθεσης και ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού.

Σωστό Λάθος

Λύση Τα διάνυσµατα ~x = (0, 3, 0, 0) και ~y = (−1,−2, 0, 0) ανήκουν στο
E, αλλά ~x+ ~y = (−1, 1, 0, 0) /∈ E.

2. Το σύνολο {(k1, · · · , kn) ∈ Kn | k1 + · · · + kn = 0} είναι υπόχωρος του
Kn.

Σωστό Λάθος

Λύση Βλέπε το Παράδειγµα 3.1.6.

3. Το σύνολο W = {(k1, · · · , kn) ∈ Kn | k1 + · · ·+ kn = 1} είναι υπόχωρος
του Kn.

Σωστό Λάθος

Λύση Τα διανύσµατα ~x = (1, 0, · · · , 0), ~y = (0, 1, · · · , 0) ανήκουν στο W,
αλλά το άθροισµα τους δεν ανήκει.
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4. Το σύνολο {(k1, · · · , kn) ∈ Kn | k1 = kn} είναι υπόχωρος του Kn.

Σωστό Λάθος

5. Το σύνολο W των πολυωνύµων µε ϐαθµό ακριβώς n, (n ≥ 1), είναι
υποχωρος του R[t].

Σωστό Λάθος

Λύση Τα πολυώνυµα 1 + tn, tn ανήκουν στο W, αλλά (1 + tn)− tn = 1 /∈
W.

6. Το σύνολο W(ρ) των πολυωνύµων P (t) πάνω από το R τα οποία δέχονται
τον πραγµατικό αριθµό ρ σαν ϱίζα, δηλαδή P (ρ) = 0, είναι υπόχωρος του
R[t].

Σωστό Λάθος

7. Το σύνολο W των ακολουθιών (xn)n≥0 πραγµατικών αριθµών, για τις
οποίες ισχύει : x2

n = xn−2, ∀n ≥ 2, είναι υπόχωρος του χώρου των ακο-
λουθιών A(R).

Σωστό Λάθος

Λύση Η σταθερή ακολουθία (1, 1, · · · , 1, · · · ) ανήκει στο W, αλλά η ακο-
λουθία (−3)(1, 1, · · · , 1, · · · ) = (−3,−3, · · · ,−3, · · · ) δεν ανήκει.

8. Το σύνολο W των n-άδων (k1, k2, · · · , kn) πραγµατικών αριθµών για τις
οποίες ισχύει k1k2 . . . kn = 0, είναι υπόχωρος του Kn.

Σωστό Λάθος

Λύση (1, 1, · · · , 1, 0) ∈W και (0, 0, · · · , 0, 1) ∈W, αλλά (1, 1, · · · , 1, 0)+
(0, 0, · · · , 0, 1) = (1, 1, · · · , 1, 1) /∈W.

΄Ασκηση 3.4.3 ΄Εστω p, q ∈ R, σταθεροί πραγµατικοί αριθµοί. Να δειχθεί ότι
το σύνολο των «αναδροµικών» ακολουθιών

V := {(xn)n≥0 ∈ A(R) | xn+2 = pxn+1 + qxn}

είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου A(R) των ακολουθιών πάνω από το
R.

΄Ασκηση 3.4.4 Να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός λ έτσι ώστε το διά-
νυσµα ~x = (1,−2, λ) να είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~x1 =
(3, 0,−2), ~x2 = (2,−1,−5) ∈ R3.
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΄Ασκηση 3.4.5 Να προσδιορισθούν όλοι οι υπόχωροι του R3.
(Υπόδειξη : Εργαστείτε όπως στο Παράδειγµα 3.1.4. )

΄Ασκηση 3.4.6 Στον διανυσµατικό χώρο R2[t] των πολυωνύµων πάνω από το
R, ϑεωρούµε τους υπόχωρους :

W1 = 〈t2 + t, t+ 1〉, W2 = 〈−t2 + t+ 2, t+ 3〉

Να προσδιορισθεί ο υπόχωρος W1 ∩W2.

΄Ασκηση 3.4.7 Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3:

~x = (2, 3,−1), ~y = (1,−2, 2), ~z = (3, 7, 0), ~w = (5, 0,−7)

Να δείξετε ότι : 〈~x, ~y〉 = 〈~z, ~w〉.

΄Ασκηση 3.4.8 ΄Εστω ~x, ~y, ~z τρία διανύσµατα ενός διανυσµατικού χώρου V για
τα οποία ισχύει : k1~x+ k2~y + k3~z = ~0. Αν k1k3 6= 0, τότε να δείξετε ότι ισχύει :
〈~x, ~y〉 = 〈~y, ~z〉.

΄Ασκηση 3.4.9 Να εξετασθεί αν τα ακόλουθα υποσύνολα

1. W1 = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ∈ R}.

2. W2 = {(x, 2x+ 1) ∈ R2 | x ∈ R}.

3. W3 = {(2x, x) ∈ R2 | x ∈ R}.

4. W4 = {(x, x) ∈ R2 | x ∈ R}.

είναι υπόχωροι του R2. Είναι τα υποσύνολα W3 ∩W4 και W3 + W4 υπόχωροι
του R2; Είναι το υποσύνολο W3 ∪W4 υπόχωρος του R2;

΄Ασκηση 3.4.10 Να δείξετε ότι : K3 = 〈~x1〉 ⊕ 〈~x2〉 ⊕ 〈~x3〉, όπου :

~x1 = (1, 0, 0), ~x2 = (1, 1, 0), ~x3 = (1, 1, 1)

΄Ασκηση 3.4.11 ΄Εστω U,V,W τρεις υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου E,
έτσι ώστε U ⊆ V. Να δείξετε ότι :

U + (V ∩W) = (U + V) ∩ (U + W

΄Ασκηση 3.4.12 Να δείξετε ότι τα ακόλουθα υποσύνολα του R3:

W1 = {(a, b, 0) | a, b ∈ R}, W2 = {(0, 0, c) | c ∈ R}, W1 = {(d, 0, d) | d ∈ R},

είναι υπόχωροι και ακολούθως να δείξετε ότι R3 = W1 ⊕W2 ⊕W3.
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΄Ασκηση 3.4.13 Να δείξετε ότι :

R2[t] = 〈1, t− 1, (t− 2)(t− 1)〉

΄Ασκηση 3.4.14 ΄Εστω τα ακόλουθα υποσύνολα του διανυσµατικού χώρου
M2×2(R) των 2× 2 πινάκων πάνω απο το R:

W =
{(x

z

y

0

)
| x, y, z ∈ R

}
, Z =

{(x
0

0

y

)
| x, z ∈ R

}
Να δείξετε ότι τα σύνολα W,Z είναι υπόχωροι του M2×2(R) και ακολούθως να
προσδιορισθούν οι υπόχωροι W ∩ Z και W + Z.

΄Ασκηση 3.4.15 Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων του οµογενούς γραµµικού συ-
στήµατος

x+ 2y + z = 0, x+ y + 2z = 0, 2x+ y + z = 0

΄Ασκηση 3.4.16 Θεωρούµε τους 2× 2 πίνακες πραγµατικών αριθµών:

A =

(
1 2
−5 3

)
, B =

(
2 −1
4 7

)

Να ϐρεθούν τα a, b ∈ R, έτσι ώστε ο πίνακας C =
(

a
−37

b
−3

)
να είναι γραµµικος

συνδυασµός των A,B.

΄Ασκηση 3.4.17 ΄Εστω V ο υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου M2×2(R), ο
οποιος παράγεται από τους πίνακες :

A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 −1
1 −1

)
, C =

(
1 3
1 3

)
και έστω W ο υπόχωρος του M2×2(R), ο οποιος παράγεται από τους πίνακες :

D =

(
1 2
0 2

)
, E =

(
1 2
1 2

)
, F =

(
3 1
3 1

)
Να ϐρεθούν οι υπόχωροι : V ∩W και V + W.

΄Ασκηση 3.4.18 ΄Εστω Mm×n(K) ο διανυσµατικός χώρος των m× n πινάκων
πάνω από το σώµα K. Να ϐρεθεί ένα σύνολο γεννητόρων του Mm×n(K).
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(Υπόδειξη : Θεωρείστε τους mn το πλήθος πίνακες Eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤
n, όπου ο πίνακας Eij έχει στην (i, j)-ϑέση 1 και παντού αλλού 0. ∆ηλαδή:

Eij =


0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0


όπου το 1 εµφανίζεται στην τοµή της j-στήλης µε την i-γραµµή. Ακολούθως
δείξτε ότι Mm×n(K) = 〈Eij〉1≤i≤m,1≤j≤n. )

΄Ασκηση 3.4.19 Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο A(R) των ακολουθιών µε
στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς, και έστω p, q ∈ R µε q 6= 0. ΄Εστω

V = {(xn)n≥0 ∈ A(R) |xn = pxn−1 + qxn−2}

το υποσύνολο των αναγωγικών ακολουθιών. Να δείξετε ότι το V είναι ένας
υπόχωρος του A(R) και ακολούθως να προσδιορίσετε ένα σύνολο γεννητόρων
του.



Κεφάλαιο 4

Γραµµικη Ανεξαρτησια, Βασεις και
∆ιασταση

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε τις ϑεµελιώδεις έννοιες της γραµµικής
ανεξαρτησίας και της ϐάσης οι οποίες µας επιτρέπουν να κάνουµε µε αναλ-
λοίωτο τρόπο αποτελεσµατικούς υπολογισµούς σε διανυσµατικούς χώρους.
Οι έννοιες αυτές ϑα µας οδηγήσουν στην ϐασική έννοια της διάστασης, δη-
λαδή στην αντιστοίχηση ενός αριθµού σε κάθε διανυσµατικό χώρο, η οποία
σε συνδυασµό µε την έννοια της γραµµικής απεικόνισης ϑα µας επιτρέψει να
ταξινοµούµε διανυσµατικούς χώρους.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε ένα σώµα K και έναν διανυσµατικό
χώρο V υπεράνω του K. Συνήθως αυτό το υποδηλώνουµε γράφοντας VK
εννοώντας ότι ο V είναι ένας διανυσµατικός χώρος ορισµένος υπεράνω του
σώµατος K.

4.1 Γραµµική Ανεξαρτησία

΄Εστω {~x1, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων του V. Υπενθυµί-
Ϲουµε ότι ένας γραµµικός συνδυασµός k1~x1 + k2~x2 + · · · + kn~xn των διανυ-
σµάτων ~x1, · · · , ~xn καλείται µη-τετριµµένος αν (k1, k2, · · · , kn) 6= (0, 0, · · · , 0),
δηλαδή τουλάχιστον ένα από τα ki είναι διάφορο του µηδενός.

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω X := {~x1, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο σύνολο διανυ-
σµάτων του V. Το σύνολο X καλείται γραµµικά εξαρτηµένο αν υπάρχει µη-
τετριµµένος γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων ~x1, · · · , ~xn ο οποίος να
είναι το µηδενικό διάνυσµα του V. ∆ηλαδή: υπάρχουν αριθµοί k1, k2, · · · , kn
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από το σώµα K οι οποίοι δεν είναι ταυτόχρονα όλοι ίσοι µε 0, έτσι ώστε :

k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn = ~0

΄Ενα άπειρο σύνολο διανυσµάτων A του V καλείται γραµµικά εξαρτηµένο αν
το A περιέχει ένα πεπερασµένο γραµµικά εξαρτηµένο υποσύνολο.

Στην συνέχεια σηµαντικό ϱόλο στην ϑεωρία ϑα διαδραµατίσει η λογικά
αντίθετη έννοια της γραµµικής εξάρτησης :

Ορισµός 4.1.2 ΄Ενα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων X του V καλείται
γραµµικά ανεξάρτητο αν το X δεν είναι γραµµικά εξαρτηµένο. ∆ηλαδή αν
X := {~x1, · · · , ~xn}, τότε το X είναι γραµµικά ανεξάρτητο, αν ισχύει η ακόλουθη
συνεπαγωγή:

∀k1, · · · , kn ∈ K : k1~x1 + · · ·+ kn~xn = ~0 =⇒ k1 = k2 = · · · = kn = 0

΄Ενα άπειρο σύνολο διανυσµάτων A του V καλείται γραµµικά ανεξάρτητο αν
κάθε πεπερασµένο υποσύνολο του A είναι γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο.

Σχόλιο 4.1.1 Είναι ϕανερό από το ορισµό ότι η έννοια της γραµµικής εξάρτησης
ή ανεξαρτησίας διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου V εξαρτάται από το
σώµα υπεράνω του οποίου έχει ορισθεί ο V. Το ακόλουθο παράδειγµα είναι
ενδεικτικό.

Θεωρούµε το σώµα C των µιγαδικών αριθµών το οποίο, όπως έχουµε δει
µπορεί να ϑεωρηθεί σαν διανυσµατικός χώρος υπεράνω του εαυτού του, και τότε
γράφουµεCC, αλλά µπορεί να ϑεωρηθεί και σαν διανυσµατικός χώρος υπεράνω
του R και τότε γράφουµε CR. Θεωρούµε το σύνολο διανυσµάτων {1, i} ⊆
C. Τότε το σύνολο {1, i} είναι γραµµικά εξαρτηµένο υποσύνολο του CC, όπως
δείχνει η σχέση : (−i)1 + 1i = 0 η οποία είναι µια τετριµµένη σχέση εξάρτησης
των 1, i µε µη-µηδενικούς συντελεστές από το C. Αντίθετα το σύνολο {1, i} είναι
γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου CR. Πραγµατικά,
όπως µπορεί κανείς να δει πολύ εύκολα, δεν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί k, l
έτσι ώστε k1 + li = 0 και (k, l) 6= (0, 0).

Σχόλιο 4.1.2 Σύµφωνα µε τον ορισµό για να δείξουµε ότι ένα σύνολο δια-
νυσµάτων X := {~x1, · · · , ~xn} είναι γραµµικά ανεξάρτητο εργαζόµαστε ως ε-
ξής : Υποθέτουµε ότι υπάρχουν αριθµοί k1, · · · , kn από το σώµα K, έτσι ώστε
k1~x1 + · · · + kn~xn = ~0. Αν από αυτή τη σχέση γραµµικής εξάρτησης καταφέ-
ϱουµε να δείξουµε ότι αναγκαστικά έχουµε ότι k1 = · · · kn = 0, τότε το σύνολο
X είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ∆ιαφορετικά το X είναι γραµµικά εξαρτηµένο.
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Το παρακάτω παράδειγµα είναι ενδεικτικό.

Παράδειγµα 4.1.3 Στο διανυσµατικό χώρο R3 υπεράνω του R, ϑεωρούµε τα
ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων:

B = {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)}

X = {~x1 = (0, 1, 1), ~x2 = (1, 0, 1), ~x3 = (1, 1, 0)}

Y = {~y1 = (1,−1, 0), ~y2 = (−1, 0,−1), ~y3 = (1, 2, 3)}

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό ϑα εξετάσουµε αν τα παραπάνω σύνολα είναι γραµ-
µικά ανεξάρτητα ή γραµµικά εξαρτηµένα.

1. ΄Εστω ότι υπάρχουν αριθµοί k1, k2, k3 ∈ K, έτσι ώστε : (∗) : k1~e1 +k2~e2 +
k3~e3 = ~0. Τότε k1(1, 0, 0) + k2(0, 1, 0) + k3(0, 0, 1) = (0, 0, 0), δηλαδή
ισχύει (k1, 0, 0) + (0, k2, 0) + (0, 0, k3) = (0, 0, 0). Ισοδύναµα έχουµε
(k1, k2, k3) = (0, 0, 0), και εποµένως k1 = k2 = k3 = 0. ∆ηλαδή δείξαµε
ότι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. ΄Εστω ότι υπάρχουν αριθµοί k1, k2, k3 ∈ K, έτσι ώστε : (∗) : k1~x1 +
k2~x2 + k3~x3 = ~0. Τότε k1(0, 1, 1) + k2(1, 0, 1) + k3(1, 1, 0) = (0, 0, 0),
δηλαδή ισχύει (0, k1, k1) + (k2, 0, k2) + (k3, k3, 0) = (0, 0, 0). Ισοδύναµα
ϑα έχουµε (k2 + k3, k1 + k3, k1 + k2) = (0, 0, 0). ∆ηλαδή ϑα πρέπει οι
αριθµοί k1, k2, k3 να ικανοποιούν το ακόλουθο σύστηµα:

k2 + k3 = 0, k1 + k3 = 0, k1 + k2 = 0

Αφαιρώντας την δεύτερη εξίσωση από την πρώτη έχουµε την εξίσωση k2−
k1 = 0, την οποία αν προσθέσουµε στην τρίτη, ϑα έχουµε 2k1 = 0, δηλαδή
k1 = 0. Τότε προφανώς ϑα έχουµε και k2 = k3 = 0 και εποµένως
δείξαµε ότι η σχέση (∗) την οποία υποθέσαµε ότι ισχύει µας οδηγεί στο ότι
αναγκαστικά ισχύει k1 = k2 = k3 = 0. ΄Αρα το σύνολο X είναι γραµµικά
ανεξάρτητο.

3. ΄Εστω ότι υπάρχουν αριθµοί k1, k2, k3 ∈ K, έτσι ώστε : (∗) : k1~y1 +k2~y2 +
k3~y3 = ~0. Τότε k1(1,−1, 0) + k2(−1, 0,−1) + k3(1, 2, 3) = (0, 0, 0),
δηλαδή ισχύει (k1,−k1, 0) + (−k2, 0,−k2) + (k3, 2k3, 3k3) = (0, 0, 0).
Ισοδύναµα ϑα έχουµε (k1 − k2 + k3,−k1 + 2k3,−k2 + 3k3) = (0, 0, 0).
∆ηλαδή ϑα πρέπει οι αριθµοί k1, k2, k3 να ικανοποιούν το ακόλουθο σύ-
στηµα:

k1 − k2 + k3 = 0, −k1 + 2k3 = 0, −k2 + 3k3 = 0
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Από την δεύτερη εξίσωση έχουµε k1 = 2k3, από την τρίτη εξίσωση έχουµε
k2 = 3k3, και αυτές οι τιµές ικανοποιούν την πρώτη εξίσωση. Εποµένως το
σύστηµα έχει άπειρες λύσεις και το σύνολο λύσεων είναι {(2t, 3t, t) | t ∈
R}. Επιλέγοντας t 6= 0, π.χ. t = 1, έχουµε µια µη-µηδενική λύση
k1 = 2, k2 = 3, k3 = 1 η οποία εκ΄ κατασκευής ικανοποιεί την σχέση
2~y1 + 3~y2 + ~y3 = ~0. Σύµφωνα µε τον ορισµό το σύνολο Y είναι γραµµικά
εξαρτηµένο.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Εργαζόµενοι όπως στο Παράδειγµα 4.1.3 να δείξετε ότι στον διανυσµατικό
χώρο Kn υπεράνω του σώµατος K, το σύνολο

{~e1 = (1, 0, 0, · · · , 0), ~e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), · · · ~en = (0, 0, 0, · · · , 1)}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Λήµµα 4.1.3 1. ΄Εστω ~x ∈ V. Τότε το σύνολο {~x} είναι γραµµικά ανε-
ξάρτητο αν-ν ~x 6= ~0. Ιδιαίτερα το µηδενικό διάνυσµα ~0 είναι γραµµικά
εξαρτηµένο.

2. ΄Εστω ~x1, ~x2 ∈ V. Τότε το σύνολο {~x1, ~x2} είναι γραµµικά εξαρτηµένο
αν-ν ένα εκ των ~x1, ~x2 είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο του άλλου. ∆ηλαδή
είτε ~x1 = k~x2 ή ~x2 = l~x1, για κατάλληλα k, l ∈ K.

Απόδειξη : 1. Αν ~x = ~0, τότε 1~x = ~0. Επειδή 1 6= 0, έπεται ότι το {~0} είναι
γραµµικά εξαρτηµένο, και εποµένως αν το {~x} είναι γραµµικά ανεξάρτητο,
τότε ~x 6= ~0. Αντίστροφα αν ~x 6= ~0, έστω k ∈ K έτσι ώστε : k~x = ~0. Αν k 6= 0,
τότε υπάρχει το k−1 και εποµένως πολλαπλασιάζοντας µε το k−1 την σχέση
k~x = ~0, ϑα έχουµε k−1(k~x) = k−1~0 = ~0. Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη
µε την σχέση (k−1k)~x = 1~x = ~x = ~0, η οποία είναι αδύνατη. ΄Αρα k = 0, και
εποµένως το µονοσύνολο {~x} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Αν τα ~x1, ~x2 •είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε k~x1 + l~x2 = ~0, όπου
k, l ∈ K και είτε k 6= 0 ή l 6= 0. Αν k 6= 0, τότε ~x1 = − l

k~x2· όµοια αν
l 6= 0, τότε ~x2 = k

l ~x1. Αντίστροφα αν ~x2 = l~x1, τότε l~x1 + (−1)~x2 = ~0, και
εποµένως τα ~x1, ~x2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα· παρόµοια αν ~x1 = k~x2, τότε
~x1 + (−k)~x2 = ~0, και εποµένως τα ~x1, ~x2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα. 2

Παράδειγµα 4.1.4 Στον διανυσµατικό χώρο C3 υπεράνω του C, ϑεωρούµε τα
διανύσµατα ~x = (1, 0, i) και ~y = (1 + i, 1,−1). Αν τα διανύσµατα ~x, ~y ήσαν
γραµµικά εξαρτηµένα, τότε σύµφωνα µε το Λήµµα 4.1.3 ϑα υπήρχε µιγαδικός
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αριθµός k έτσι ώστε ~x = k~y ή ~y = k~x. Στην πρώτη περίπτωση ϑα έχουµε
(1, 0, i) = k(1 + i, 1,−1) = (k + ki, k,−k), δηλαδή k + ki = 1, k = 0,−k = i
το οποίο είναι αδύνατον. Παρόµοια καταλήγουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι
~y = k~x. Εποµένως το σύνολο {~x, ~y} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Παράδειγµα 4.1.5 Στον διανυσµατικό χώρο Kn[t] των πολυωνύµων υπεράνω
του K µε ϐαθµό το πολύ n, ϑεωρούµε n+1 πολυώνυµα P0(t), P1(t), · · · , Pn(t),
έτσι ώστε degPi(t) = i, i = 0, 1, · · · , n. Θα δείξουµε ότι το σύνολο {P0(t), P1(t), · · · , Pn(t)}
είναι γραµµικα ανεξάρτητο.

Επειδή ο ϐαθµός του Pi(t) είναι i, έπεται ότι :

Pi(t) = ai0 + ai1t+ ai2t
2 + · · ·+ aii−1t

i−1 + aiit
i, aii 6= 0, 0 ≤ i ≤ n

΄Εστω P (t) := k0P0(t) + k1P1(t) + · · · + knPn(t) = 0, όπου ki ∈ K,
∀i = 0, 1, · · · , n. Θέτοντας P (t) = b0 + b1t+ b2t2 + · · ·+ bnt

n, από τον ορισµό
της πρόσθεσης πολυωνύµων ϑα έχουµε τότε ότι :

(0) b0 = k0a00 + k1a10 + k2a20 + · · ·+ knan0.

(1) b1 = k1a11 + k2a21 + k3a31 + · · ·+ knan1.

...

(n− 1) bn−1 = kn−1an−1n−1 + knann−1.

(n) bn = knann.

Επειδή το πολυώνυµο P (t) από την υπόθεση µας είναι το µηδενικό, ϑα έχουµε
bi = 0, ∀i = 0, 1, · · · , n. Επειδή ann 6= 0, από τη σχέση (n) έπεται ότι kn = 0.
Τότε όµως από τη σχέση (n− 1), επειδή an−1n−1 6= 0, έπεται ότι kn−1 = 0.
Συνεχίζοντας κατ΄ αυτό το τρόπο ϑα εχουµε τελικά kn = kn−1 = · · · = k1 =
k0 = 0, και εποµένως τα πολυώνυµα P0(t), P1(t), · · · , Pn(t) είναι γραµµικά
ανεξάρτητα.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Στον διανυσµατικό χώρο R2 υπεράνω του R ϑεωρούµε τα διανύσµατα ~x =
(x1, x2) και ~y = (y1, y2). Να δείξετε ότι το σύνολο {~x, ~y} είναι γραµµικά
ανεξάρτητο αν-ν x1y2 − x2y1 6= 0.

Πρόχειρη ∆οκιµασία
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Θεωρούµε στο R2 δύο διανύσµατα τα οποία είναι µοναδιαία και κάθετα. Να
δείξετε ότι τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Παράδειγµα 4.1.6 ΄Εστω K[t] ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων υπε-
ϱάνω ενός σώµατοςK. Στο Παράδειγµα 3.2.3 είδαµε ότιK[t] = 〈1, t, t2, · · · , tn, · · · 〉,
δηλαδή ο K[t] παράγεται υπεράνω του K από τα άπειρα το πλήθος πολυώνυ-
µα 1, t, t2, · · · , tn, · · · . Θα δείξουµε ότι αυτά τα πολυώνυµα είναι και γραµµικά
ανεξάρτητα. Σύµφωνα µε τον ορισµό αρκεί να δείξουµε ότι κάθε πεπερασµέ-
νο υποσύνολο S του συνόλου {1, t, t2, · · · , tn, · · · } είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Προφανώς κάθε τέτοιο υποσύνολο είναι της µορφής {tn1 , tn2 , · · · , tnk}, όπου
n1, n2, · · · , nk ≥ 0 είναι διακεκριµένοι µη-αρνητικοί ακέραιοι. Αν l1tn1 +l2t

n2 +
· · · + lkt

nk = 0, τότε το πολυώνυµο P (t) = l1t
n1 + l2t

n2 + · · · + lkt
nk είναι το

µηδενικό, και εποµένως από τον ορισµό ϑα έχουµε l1 = l2 = · · · = lk = 0. ΄Αρα
το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως το σύνολο γεννητόρων
1, t, t2, · · · , tn, · · · του K[t] είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Θα αποδείξουµε τώρα κάποιες ϐασικές προτάσεις που δείχνουν ότι ένα
γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο ικανοποιεί σηµαντικές ιδιότητες. Αν και αυτές οι
ιδιότητες ισχύουν (µε ανάλογη απόδειξη) και για άπειρα σύνολα διανυσµάτων,
χάριν ευκολίας ϑα περιορισθούµε σε πεπερασµένα σύνολα.

Η παρακατω Πρόταση αποτελει γενίκευση του Λήµµατος 4.1.3.

Πρόταση 4.1.4 ΄Εστω VK ένας διανυσµατικός χώρος υπερανω του σώµατοςK.
1. Κάθε υποσύνολο ένος γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου του V είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητο.
2. Κάθε υπερσύνολο ενός γραµµικά εξαρτηµένου συνόλου του V είναι γραµ-

µικά εξαρτηµένο.

Απόδειξη : 1. ΄Εστω X = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο
διανυσµάτων του V, και έστω X′ := {~xi1 , ~xi2 , · · · , ~xik} ένα υποσύνολο του X,
όπου {i1, i2, · · · , ik} είναι ένα υποσύνολο του συνόλου {1, 2, · · · , n}. ΄Εστω ότι
λi1~xi1 + · · ·+λik~xik = ~0. Αν {~xik+1

, ~xik+2
, · · · , ~xin} είναι τα υπόλοιπα στοιχεία

του X (δηλαδή X = {~xi1 , ~xi2 , · · · , ~xik , ~xik+1
, · · · , ~xin}), τότε η τελευταία σχέση

γράφεται ισοδύναµα λi1~xi1 + · · · + λik~xik + 0~xik+1
+ · · · + 0~xin = ~0. Επειδή

το X είναι γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι λi1 = λi2 = · · · = λin = 0. ΄Αρα
το X′ είναι γραµµικα ανεξάρτητο.

2. ΄Εστω X = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο διανυ-
σµατων του V, και έστω X′ ένα (πεπερασµένο) υπερσύνολο του. Τότε υπάρχουν
στοιχεία ~xn+1, · · · , ~xm του X′, έτσι ώστε X′ = {~x1, ~x2, · · · , ~xn, ~xn+1, · · · , ~xm}.
Επειδή τοX είναι γραµµικά εξαρτηµένο, έπεται ότι υπάρχουν αριθµοί k1, k2, · · · , kn,
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όχι όλοι ταυτόχρονα ίσοι µε 0, έτσι ώστε : k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn = ~0. Η τε-
λευταία σχέση γράφεται ισοδύναµα ως εξής : k1~x1+k2~x2+· · ·+kn~xn+0~xn+1+
· · · + 0~xm = ~0. Επειδή ένα τουλάχιστον από τα ki είναι µη-µηδενικό, έπεται
ότι τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn, ~xn+1, · · · , ~xm είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
2

Πρόταση 4.1.5 1. Το σύνολο διανυσµάτων X = {~x1, · · · , ~xn} του V είναι
γραµµικά εξαρτηµένο αν-ν τουλάχιστον ένα από τα ~xi είναι γραµµικός συνδυα-
σµός των υπολοίπων.

2. Υποθέτουµε ότι το σύνολο διανυσµάτων X = {~x1, · · · , ~xn} του V είναι
γραµµικά ανεξάρτητο και έστω ~x ∈ V. Τότε το σύνολο διανυσµάτων X ∪ {~x} =
{~x1, · · · , ~xn, ~x} είναι γραµµικά εξαρτηµένο αν-ν το ~x είναι γραµµικός συνδυα-
σµός των ~x1, · · · , ~xn.

Απόδειξη : 1. ΄Εστω ότι το X είναι γραµµικα εξαρτηµένο· τότε υπάρχουν α-
ϱιθµοί k1, · · · , kn ∈ K, όχι όλοι ταυτόχρονα ίσοι µε µηδεν, έτσι ώστε : k1~x1 +
k2~x2 + · · ·+ ki−1~xi−1 + ki~xi + ki+1~xi+1 + · · ·+ kn~xn = ~0. Υποθέτουµε, χωρις
ϐλάβη της γενικότητας, ότι ki 6= 0. Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση
γραµµικής εξάρτησης µε k−1

i , ϑα έχουµε την σχέση k−1
i k1~x1 + k−1

i k2~x2 +
· · · + k−1

i ki−1~xi−1 + ~xi + k−1
i ki+1~xi+1 + · · · + k−1

i kn~xn = ~0. Η τελευταί-
α σχέση είναι ισοδύναµη µε την σχέση ~xi = (−k−1

i k1)~x1 + (−k−1
i k2)~x2 +

· · ·+ (−k−1
i ki−1)~xi−1 + (−k−1

i ki+1)~xi+1 + · · ·+ (−k−1
i kn)~xn. ΄Αρα το ~xi είναι

γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων διανυσµατων του συνόλου X.
Αντίστροφα αν ένα από τα διανύσµατα του συνόλου X, π.χ. το ~xi, είναι

γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, τότε υπάρχουν αριθµοί k1, · · · , ki−1, ki+1, · · · ,
kn ∈ K, έτσι ώστε ~xi = k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ ki−1~xi−1 + ki+1~xi+1 + · · ·+ kn~xn.
Αυτή η σχέση είναι προφανως ισοδύναµη µε την k1~x1 +k2~x2 + · · ·+ki−1~xi−1 +
(−1)~xi + ki+1~xi+1 + · · ·+ kn~xn = ~0 η οποία είναι ένας µη-τετριµµένος (διότι
ο συντελεστής του ~xi είναι −1 6= 0) γραµµικός συνδυασµος των διανυσµά-
των του συνολου X ίσος µε το µηδενικο διάνυσµα. ΄Αρα το X ειναι γραµµικά
ανεξάρτητο.

2. Υποθέτουµε ότι το X ∪ {~x} είναι γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο. Τότε
ϑα έχουµε την σχέση (∗) : k1~x1 + k2~x2 + · · · + ki−1~xi−1 + ki~xi + ki+1~xi+1 +
· · · + kn~xn + k~x = ~0, για κάποιους αριθµούς k1, · · · , kn, k ∈ K οι οποίοι δεν
είναι όλοι ταυτόχρονα ίσοι µε 0. Αν k = 0, τότε ϑα έχουµε k1~x1 + k2~x2 + · · ·+
ki−1~xi−1+ki~xi+ki+1~xi+1+· · ·+kn~xn = ~0, και εποµένως, λόγω της γραµµικής
ανεξαρτησίας των διανυσµάτων {~x1, · · · , ~xn}, ϑα έχουµε k1 = · · · = kn = 0,
το οποίο είναι άτοπο διότι ένα τουλάχιστον από τα k1, · · · , kn, k είναι 6= 0. ΄Αρα
k 6= 0, και εποµένως πολλαπλασιάζοντας την σχέση (∗) µε k−1, ϑα έχουµε
την σχέση ~x = (−k−1k1)~x1 + · · · + k−1kn~xn η οποία δείχνει ότι το ~x είναι
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γραµµικός συνδυασµός των ~x1, · · · , ~xn. Το αντίστροφο προκύπτει άµεσα απο
το 1.

2

Πρόταση 4.1.6 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο υποσύνολο του
V. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Κάθε διάνυσµα του 〈S〉 γράφεται κατά µοναδικό τρόπο σαν γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων τουS (µε άλλα λόγια αν k1~x1+· · ·+kn~xn =
l1~x1 + · · ·+ ln~xn, τότε k1 = l1, k2 = l2, · · · , kn = ln).

Απόδειξη : 1. ⇒ 2. ΄Εστω ότι k1~x1 + · · · + kn~xn = l1~x1 + · · · + ln~xn, όπου
ki, li ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Η σχέση αυτή είναι προφανώς ισοδύναµη µε την σχέση
(k1− l1)~x1 + · · ·+(kn− ln)~xn = ~0, η οποία λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας
των ~x1, · · · , ~xn έχει σαν συνέπεια ότι ki − li = 0, ∀i = 1, · · · , n. Εποµένως
ki = li, ∀i = 1, · · · , n.

2. ⇒ 1. ΄Εστω ότι k1~x1 + · · ·+ kn~xn = ~0, όπου ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Επειδή
0~x = ~0, ∀~x ∈ V, η παραπάνω σχέση γράφεται ισοδύναµα k1~x1 + · · ·+ kn~xn =
0~x1 + · · ·+ 0~xn. Τότε από την υπόθεση 2. έπεται ότι k1 = k2 = · · · = kn = 0.
2

Συνδυάζοντας την παραπάνω Πρόταση 4.1.6 µε την Πρόταση 3.3.9, έχουµε
το ακόλουθο Πόρισµα.

Πόρισµα 4.1.7 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα πεπερασµένο υποσύνολο του
V. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Το άθροισµα υπόχωρων 〈~x1〉+ 〈~x2〉+ · · ·+ 〈~xn〉 είναι ευθύ.

3. 〈S〉 = 〈~x1〉 ⊕ 〈~x2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈~xn〉.

΄Ασκηση 4.1.7 1. Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα ~x = (3 +
√

2, 1 +
√

2),
~y = (7, 1 + 2

√
2) του R2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα όταν το R2 ϑεωρηθεί σαν

διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R, αλλά τα ~x, ~y είναι γραµµικά ανεξάρτητα
όταν το R2 ϑεωρηθεί σαν διανυσµατικός χώρος υπεράνω του Q.

2. Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα ~x = (1− i, i), ~y = (2,−1 + i) του C2 είναι
γραµµικά ανεξάρτητα όταν το C2 ϑεωρηθεί σαν διανυσµατικός χώρος υπεράνω
του R.

3. Αν a είναι ένας άρρητος αριθµός, να δειχθεί ότι τα διανύσµατα {1, a}
του R είναι γραµµικά ανεξάρτητα όταν το R ϑεωρηθεί σαν διανυσµατικός χώρος
υπεράνω του Q.
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΄Ασκηση 4.1.8 Για ποιές τιµές του r ∈ R, το ακόλουθα διανύσµατα

~x = (r, 1, 1), ~y = (1, r, 1), ~z = (1, 1, r)

του R3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα ;

΄Ασκηση 4.1.9 Στον διανυσµατικό χώρο F(R,R) των συναρτήσεων από το R
στο R, να δείξετε ότι οι συναρτήσεις

f1(t) = et, f2(t) = e2t, f3(t) = e3t

είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του F(R,R). Να γενικευθεί το αποτέλε-
σµα για n το πλήθος συναρτήσεις.

΄Ασκηση 4.1.10 Να ϐρεθούν αναγκαίες και ικανές συνθήκες για τα a, b, c ∈ R,
έτσι ώστε τα διανύσµατα

~x = (1, 1, 1, a), ~y = (1, 0, 1, b), ~z = (−2, 2,−2, c)

του R4 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 4.1.11 ΄Εστω S = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνο-
λο διανυσµάτων του διανυσµατικού χώρου VK, και έστω ~x ένα διάνυσµα του V

το οποίο δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των ~x1, ~x2, · · · , ~xn, δηλαδή ~x /∈ 〈S〉.
Να δείξετε ότι το σύνολο {~x1+~x, ~x2+~x, · · · , ~xn+~x} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

4.2 Η ΄Εννοια της Βάσης

΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK. Συνδυάζοντας την
έννοια των γεννητόρων ενός διανυσµατικού χώρου και την έννοια της γραµµι-
κής ανεξαρτησίας, αποκτούµε την έννοια της ϐάσης η οποία είναι ϑεµελιώδους
σηµασίας στην ϑεωρία των διανυσµατικών χώρων.

Ορισµός 4.2.1 ΄Ενα υποσύνολο B του διανυσµατικού χώρου VK καλείται ϐά-
ση του V (υπεράνω του K) αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες :

1. Το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Το σύνολο B παράγει τον χώρο V, δηλαδή V = 〈S〉.

Μια από τις σηµαντικότερες ιδιότητες της ϐάσης περιγράφεται στην ακό-
λουθη πρόταση.
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Πρόταση 4.2.2 ΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} ένα υποσύνολο του V. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το σύνολο B είναι µια ϐάση του V.

2. Κάθε διάνυσµα του V γράφεται κατά µοναδικό τρόπο σαν γραµµικός συν-
δυασµός των διανυσµάτων του συνόλου B.

3. V = 〈~e1〉 ⊕ 〈~e2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈~en〉.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια της Πρότασης 4.1.6 και του Πο-
ϱίσµατος 4.1.7. 2

Ο κύριος σκοπός της παρούσης παραγράφου είναι να δείξουµε ότι κάθε
πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώρος έχει τουλάχιστον µια ϐάση.
Στην επόµενη παράγραφο ϑα δείξουµε επιπρόσθετα ότι δύο τυχούσες ϐάσεις
περιέχουν τον ίδιο αριθµό διανυσµάτων.

΄Οµως πριν περάσουµε στην απόδειξη του σηµαντικού αυτού αποτελέσµα-
τος, η οποία ϑα απαιτήσει αρκετά ϐήµατα, ϑα δώσουµε κάποια παραδείγµατα
ϐάσεων.

Παράδειγµα 4.2.1 ΄Εστω K ένα σώµα και n ≥ 1.

1. Για κάθε k ∈ K \ {0}, το µονοσύνολο {k} αποτελεί µια ϐάση του διανυσµα-
τικού χώρου K υπεράνω του K.

Πράγµατικά: Κάθε µη-µηδενικό στοιχείο k ∈ K είναι γραµµικά ανεξάρτη-
το, και επιπλέον παράγει τον διανυσµατικό χώρο K υπεράνω του εαυτού
του διότι ∀l ∈ K: l = (lk−1)k. ΄Αρα το µονοσύνολο {k} είναι ϐάση του K.

2. Το σύνολο B := {~e1, ~e2, · · · , ~en} αποτελεί µια ϐάση, η οποία καλείται κα-
νονική, του Kn, όπου (το 1 εµφανίζεται στην i συνιστώσα):

~ei = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), 1 ≤ i ≤ n

Πράγµατι, έχουµε ήδη δείξει προηγούµενα ότι το σύνολοB είναι ένα γραµ-
µικά ανεξάρτητο σύνολο γεννητόρων τουKn. Εποµένως το συνολοB είναι
µια ϐάση του Kn.

3. Το σύνολο B = {1, t, t2, · · · , tn} είναι µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου
Kn[t] των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ n, υπεράνω του K.

Πράγµατι : Είναι προφανές ότι το σύνολο B = {1, t, t2, · · · , tn} παράγει
τον διανυσµατικό χώρο Kn[t] (δες και το Παράδειγµα 3.2.9). Επιπλέ-
ον από το Παράδειγµα 4.1.5 έπεται ότι το σύνολο B είναι και γραµµικά
ανεξάρτητο. Εποµένως το B είναι µια ϐάση του Kn[t].
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Το ακόλουθο σπουδαίο αποτέλεσµα δείχνει ότι ανάµεσα σε ένα γραµµι-
κά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων το οποίο περιέχεται σε ένα πεπερασµένο
σύνολο γεννητόρων µπορούµε να παρεµβάλλουµε µια ϐάση.

Θεώρηµα 4.2.3 [Παρεµβολή Βάσης] ΄Εστω VK ένας διανυσµατικός χώρος υπε-
ϱάνω του σώµατος K και έστω F ⊆ G δύο υποσύνολα του V για τα οποία ισχύουν
τα εξής :

1. Το σύνολο F είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Το σύνολο G είναι ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων του V.

Τότε υπάρχει µια ϐάση B του V έτσι ώστε : F ⊆ B ⊆ G.

Απόδειξη : Θεωρούµε την συλλογή H όλων των υποσυνόλων H του V τα οποία
ικανοποιούν τις ακόλουθες δύο ιδιότητες :

1. Κάθε υποσύνολο H ∈ H είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Για κάθε υποσύνολο H ∈ H ισχύει : F ⊆ H ⊆ G.

∆ηλαδή:

H := {H ⊆ V | F ⊆ H ⊆ G και το H είναι γραµµικά ανεξάρτητο}

Παρατηρούµε ότι η συλλογή υποσυνόλων H είναι µη-κενή και περιέχει πεπε-
ϱασµένα το πλήθος στοιχεία, δηλαδή πεπερασµένα υποσύνολα του V µε τις
ιδιότητες 1. και 2. Πράγµατι· η συλλογή H είναι µη-κενή διότι περιέχει το
γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο F ⊆ G, και το πλήθος των στοιχείων της H είναι
πεπερασµένο διότι κάθε στοιχείο της H περιέχεται στο σύνολο G και το G είναι
πεπερασµένο από την υπόθεση. Εποµένως µπορούµε να διαλέξουµε εκείνο
το στοιχείο B του H µε το µικρότερο πλήθος στοιχείων. Με άλλα λόγια από
την κατασκευή του το σύνολο B είναι το υποσύνολο του V µε το µικρότερο
πλήθος στοιχείων το οποίο είναι γραµµικά ανεξάρτητο και περιέχει το F και
περιέχεται στο G: F ⊆ B ⊆ G. Θα δείξουµε ότι το B είναι µια ϐάση του B.

Επειδή το σύνολο B είναι εκ΄ κατασκευής γραµµικά ανεξάρτητο, αρκεί να
δείξουµε ότι παράγει τον V. ΄Εστω ~x ∈ G ένα τυχόν διάνυσµα του G. Αν ~x ∈ B,
τότε το ~x είναι τετριµµένα γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων του B. ΄Εστω
~x /∈ B. Θεωρούµε το σύνολο B′ := B ∪ {~x}. Επειδή προφανώς το σύνολο B′

ικανοποιεί τη σχέση B ⊆ B′ ⊆ G και έχει µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων από
το B, δεν µπορεί να είναι γραµµικά ανεξάρτητο από την κατασκευή του B.
΄Αρα το B είναι γραµµικά εξαρτηµένο, και εποµένως από την Πρόταση 4.1.5
έπεται ότι το ~x είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του συνόλου B.
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Επειδή το G είναι σύνολο γεννητόρων του V, κάθε διάνυσµα του B ϑα είναι
γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του G. Συνδυάζοντας τις παραπάνω
παρατηρήσεις, καταλήγουµε στο ότι το ~x ϑα είναι γραµµικός συνδυασµός των
διανυσµάτων του συνόλου B. ΄Αρα σε κάθε περίπτωση το τυχόν διάνυσµα ~x
του G είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του B. Επειδή από την
υπόθεση το σύνολο G είναι σύνολο γεννητόρων του V, έπεται ότι και το B

είναι σύνολο γεννητόρων του V. ΄Αρα το B είναι µια ϐάση του V η οποία εκ΄
κατασκευής περιέχει το σύνολο F και περιέχεται στο σύνολο G. 2

Το παραπάνω ϑεώρηµα έχει δύο σηµαντικά πορίσµατα τα οποία δείχνουν
ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώρος έχει τουλάχιστον
µια ϐάση και επιπρόσθετα σε έναν τέτοιον χώρο κάθε γραµµικά ανεξάρτητο
υποσύνολο µπορεί να επεκταθεί σε µια ϐάση.

Πόρισµα 4.2.4 [ ΄Υπαρξη Βάσης] ΄Εστω ότι G = {~x1, ~x2, · · · , ~xn} είναι ένα σύ-
νολο γεννητόρων του διανυσµατικού χώρου V. Τότε υπάρχει ένα υποσύνολο B

του G το οποίο είναι µια ϐάση του V, δηλαδή υπάρχουν δείκτες {i1, i2, · · · , ik} ⊆
{1, 2, · · · , n} έτσι ώστε το σύνολο B = {~xi1 , ~xi2 , · · · , ~xik} να είναι ϐάση του V.

Ιδιαίτερα κάθε πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώρος έχει του-
λάχιστον µια ϐάση.

Απόδειξη : Θέτοντας F = ∅, και παρατηρώντας ότι τετριµµένα το F είναι
γραµµικά ανεξάρτητο και F ⊆ G, από το Θεώρηµα 4.2.3 έπεται ότι υπάρ-
χει µια ϐάση B του V µε την ιδιότητα B ⊆ G. Εποµένως υπάρχουν δείκτες
{i1, i2, · · · , ik} ⊆ {1, 2, · · · , n} έτσι ώστε το σύνολο B = {~xi1 , ~xi2 , · · · , ~xik} να
είναι ϐάση του V. 2

Πόρισµα 4.2.5 [Επέκταση Γραµµικά Ανεξάρτητου Υποσυνόλου σε µια Βάση] ΄Εστω
VK ένας πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K, και
έστω {~x1, ~x2, · · · , ~xk} ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων του V.
Τότε υπάρχουν διανύσµατα ~xk+1, ~xk+2, · · · , ~xn, όπου n ≥ 1, έτσι ώστε το σύνολο
{~x1, ~x2, · · · , ~xk, ~xk+1, ~xk+2, · · · , ~xn} να είναι µια ϐάση του V.

Απόδειξη : Θέτουµε F = {~x1, ~x2, · · · , ~xk}. Επειδή ο διανυσµατικός χώρος V

είναι πεπερασµένα παραγόµενος, υπάρχει ένα σύνολο γεννητόρων G′ του V.
Θέτουµε G := F ∪ G′. Τότε προφανώς το G παραµένει σύνολο γεννητόρων του
V και εκ΄ κατασκευής περιέχει το σύνολο F:: F ⊆ G. Τότε από το Θεώρηµα
4.2.3 έπεται ότι υπάρχει µια ϐάση B του V µε την ιδιότητα F ⊆ B ⊆ G. Αυτό
σηµαίνει ότι υπάρχουν διανύσµατα ~xk+1, ~xk+2, · · · , ~xn, όπου n ≥ 1, έτσι ώστε
το σύνολο {~x1, ~x2, · · · , ~xk, ~xk+1, ~xk+2, · · · , ~xn} να είναι µια ϐάση του V. 2
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Παράδειγµα 4.2.2 Θεωρούµε τα διανύσµατα

~x = (2, 1, 4, 3), ~y = (2, 1, 2, 0)

του R4. Θα δείξουµε ότι τα ~x, ~y είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ϑα προσδιορί-
σουµε δύο διανύσµατα ~z, ~w έτσι ώστε το σύνολο {~x, ~y, ~z, ~w} να αποτελεί ϐάση
του R4.

1. ΄Εστω k~x + l~y = ~0. Τότε k(2, 1, 4, 3) + l(2, 1, 2, 0) = (0, 0, 0, 0) ⇒
(2k+ 2l, k+ l, 4k+ 2l, 3k) = (0, 0, 0, 0). Προφανώς η τελευταία σχέση δίνει ότι
k = l = 0 και εποµένως τα ~x, ~y είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

2. Θεωρούµε την κανονική ϐάση {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} του R4. Αν το ~e1 ήταν
γραµµικός συνδυασµός των ~x και ~y, τότε ϑα είχαµε µια σχέση της µορφής :

~e1 = a~x+ b~y, δηλαδή: (1, 0, 0, 0) = a(2, 1, 4, 3) + b(2, 1, 2, 0)

Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε την (1, 0, 0, 0) = (2a + 2b, 1 + b, 4a +
2b, 3a) η οποία εύκολα ϐλέπουµε ότι είναι αδύνατη. Εποµένως, από την Πρότα-
ση 4.1.5, έπεται ότι το σύνολο {~x, ~y,~e1} είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Εργαζόµε-
νοι παρόµοια ϐλέπουµε ότι το διάνυσµα ~e2 δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των
{~x, ~y,~e1}, και εποµένως το σύνολο B′ := {~x, ~y,~e1, ~e2} είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητο. Θα δείξουµε ότι το σύνολο B′ είναι µια ϐάση του R4 (Αν είχαµε αποδείξει
σ΄ αυτό το σηµείο το Θεώρηµα 4.3.8, το Ϲητούµενο ϑα ήταν άµεσο). Αρκεί να
δείξουµε ότι το B′ παράγει τον R4. Θα έχουµε :

~x− ~y = (0, 0, 2, 3) = 2~e3 + 3~e4

~x− 2~y = (−2,−1, 0, 3) = −2~e1 − ~e2 + 3~e4

΄Αρα αφαιρώντας ϑα έχουµε ~y = 2~e1 + ~e2 + 2~e3. Εποµένως :

~e3 =
1

2
~y − ~e1 −

1

2
~e2

Τότε από την πρώτη σχέση ϑα έχουµε :

~e4 =
1

3
[~x− ~y − 2~e3] =

1

3
[~x− 2~y + 2~e1 + ~e2]

Τώρα επειδή κάθε διάνυσµα ~r = (a, b, c, d) ∈ R4 είναι γραµµικός συνδυασµός
των {~e1, ~e2, ~e3, ~e4}: ~r = a~e1 + b~e2 + c~e3 + d~e4, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν τις
παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε :

~r = (a− c+
2d

3
)~e1 + (b− c

2
+
d

3
)~e2 + (

d

3
− c)~x+ (

c

2
− 2d

3
)~y

και εποµένως το σύνολο διανυσµάτων B′ παράγει τον R4. ΄Ετσι ϑέτοντας ~z = ~e1

και ~w = ~e2 έχουµε το Ϲητούµενο.
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4.3 Η ΄Εννοια της ∆ιάστασης

΄Εχοντας δείξει ότι κάθε πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώρος VK
υπεράνω ενός σώµατος K έχει τουλάχιστον µια ϐάση, προκύπτει εύλογα το
ερώτηµα αν δύο τυχούσες ϐάσεις του V έχουν κάποιες κοινές ιδιότητες. Το
Παράδειγµα 4.1.3 δείχνει ότι τα διανύσµατα δύο ϐάσεων µπορεί να είναι δια-
ϕορετικά, εποµένως δεν µπορούµε να περιµένουµε δύο τυχούσες ϐάσεις να
έχουν κοινά διανύσµατα. ΄Οπως ϑα δείξουµε παρακάτω η ιδιότητα η οποία πα-
ϱαµένει αναλλοίωτη είναι ότι δύο τυχούσες ϐάσεις περιέχουν τον ίδιο αριθµό
διανυσµάτων.

Το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα είναι το κλειδί για την απόδειξη του
αναλλοίωτου του πλήθους διανυσµάτων δύο ϐάσεων.

Λήµµα 4.3.1 [Λήµµα Ανταλλαγής] ΄Εστω G ⊆ V ένα πεπερασµένο σύνολο δια-
νυσµάτων το οποίο παράγει τον V, και F ⊆ V ένα γραµµικά ανεξάρτητο υποσύ-
νολο διανυσµάτων του V. Τότε |F| ≤ |G|.

Απόδειξη : Η απόδειξη ϑα γίνει µε εις άτοπο επαγωγή: Υποθέτουµε ότι |F| >
|G| και ϑα δείξουµε ότι αυτή η υπόθεση ϑα µας οδηγήσει σε άτοπο. ΄Εστω G =
{~x1, · · · , ~xn}. Τότε από την υπόθεση µας έχουµε ότι |F| > n. Αυτό σηµαίνει
ότι το σύνολο F περιέχει τουλάχιστον n + 1 διανύσµατα ή ισοδύναµα το F

περιέχει ένα υποσύνολο F′ := {~y1, · · · , ~yn, ~yn+1} ⊆ F το οποίο αποτελείται
από n + 1 διανύσµατα. Η στρατηγική µας είναι να αντικαταστήσουµε τα
διανύσµατα του συνόλου G µε διανύσµατα του συνόλου F′ µε τέτοιο τρόπο
ώστε το το σύνολο που ϑα προκύψει να παραµείνει σύνολο γεννητόρων του V.

Εν πρώτοις παρατηρούµε ότι επειδή το F είναι γραµµικά ανεξάρτητο, από
την Πρόταση 4.1.4 έπεται ότι και το σύνολο F′ είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Επειδή το G είναι σύνολο γεννητόρων του V, έπεται ότι το ~y1 ∈ F′ ϑα είναι
γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων του G. ΄Ετσι ϑα έχουµε ότι

~y1 = k1~x1 + k2~x2 + · · ·+ kn~xn, ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n (1)

Αν ki = 0, ∀i = 1, · · · , n, τότε ~y1 = ~0 και αυτό είναι άτοπο διότι το µονοσύνολο
{~y1} είναι υποσύνολο του γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου F′ και γνωρίζουµε
ότι το µονοσύνολο {~0} είναι γραµµικά εξαρτηµένο από το Λήµµα 4.1.3. ΄Αρα
υπάρχει i = 1, · · · , n έτσι ώστε ki 6= 0. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, εν ανάγ-
κει αλλάζοντας την αρίθµηση των ~x1, · · · , ~xn, ότι k1 6= 0. Πολλαπλασιάζοντας
και τα δυο µέλη της (1) µε k−1

1 , ϑα έχουµε ισοδύναµα τη σχέση

~x1 = k−1
1 ~y1 + (−k−1

1 k2)~x2 + · · ·+ (−k−1
1 kn)~xn (1)′
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Επειδή το σύνολο {~x1, ~x2, · · · , ~xn} παράγει τον V και το ~x1 είναι γραµµικός
συνδυασµός των ~y1, ~x2, · · · , ~xn, έπεται άµεσα ότι και το σύνολο {~y1, ~x2, · · · , ~xn}
παράγει τον V.

Εποµένως το διάνυσµα ~y2 είναι γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων
{~y1, ~x2, · · · , ~xn}, δηλαδή:

~y2 = l1~y1 + l2~x2 + · · ·+ ln~xn, li ∈ K, 1 ≤ i ≤ n (2)

Αν li = 0, ∀i = 2, · · · , n, τότε ϑα έχουµε ~y2 = l1~y1, δηλαδή τα ~y1, ~y2 εί-
ναι γραµµικά εξαρτηµένα, και αυτό είναι άτοπο διότι το σύνολο {~y1, ~y2} είναι
γραµµικά ανεξάρτητο ως υποσύνολο του γραµµικά ανεξάρτητου συνόλου F′.
΄Αρα υπάρχει i = 2, · · · , n έτσι ώστε li 6= 0. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, εν
ανάγκει αλλάζοντας την αρίθµηση των ~x2, · · · , ~xn, ότι l2 6= 0. Πολλαπλασιά-
Ϲοντας και τα δυο µέλη της (2) µε l−1

2 , ϑα έχουµε ισοδύναµα τη σχέση

~x2 = l−1
2 ~y2 + (−l−1

2 l1)~y1 + (−l−1
2 l3)~x3 + · · ·+ (−l−1

2 ln)~xn (2)′

Επειδή το σύνολο {~y1, ~x2, · · · , ~xn} παράγει τον V και το ~x2 είναι γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων ~y1, ~y2, ~x3, · · · , ~xn, έπεται άµεσα ότι και το σύ-
νολο {~y1, ~y2, ~x3, · · · , ~xn} παράγει τον V.

Μέχρι τώρα έχουµε αντικαταστήσει τα δύο πρώρα διανύσµατα ~x1, ~x2 του
συνόλου των γεννητόρων G µε τα δύο πρώτα διανύσµατα ~y1, ~y2 έτσι ώστε το
σύνολο {~y1, ~y2, ~x3, · · · , ~xn} που προκύπτει να παραµένει σύνολο γεννητόρων
του V. Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία αντικατάστασης ενός διανύσµατος
του G µε ένα διάνυσµα του F′, µετά από n ϐήµατα, καταλήγουµε να αντι-
καταστήσουµε τα διανύσµατα του G µε τα διανύσµατα του F′, και το σύνολο
{~y1, ~y2, · · · , ~yn} παραµένει σύνολο γεννητόρων του V. Εποµένως, συνεχίζον-
τας στο (n + 1) ϐήµα, το διάνυσµα ~yn+1 είναι γραµµικός συνδυασµός των
διανυσµάτων {~y1, ~y2, · · · , ~yn}, δηλαδή:

~yn+1 = m1~y1 +m2~y2 + · · ·+mn~yn, mi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n (n+ 1)

Τότε όµως από την Πρόταση 4.1.5 έπεται ότι το σύνολο F′ = {~y1, ~y2, · · · , ~yn, ~yn+1}
είναι γραµµικά εξαρτηµένο και αυτό είναι άτοπο. Στο άτοπο καταλήξαµε υ-
ποθέτοντας ότι |F| > |G|. Εποµένως ϑα έχουµε |F| ≤ |G|. 2

Πόρισµα 4.3.2 Κάθε ϐάση ενός πεπερασµένα παραγόµενου διανυσµατικού
χώρου V υπεράνω του σώµατος K περιέχει πεπερασµένο πλήθος διανυσµάτων.

Απόδειξη : ΄Εστω B µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου V, ιδιαίτερα το σύνολο
B είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Επειδή ο V είναι πεπερασµένα παραγόµενος,
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έπεται ότι ο V έχει ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων G. Τότε από το Λήµµα
Ανταλλαγής 4.3.1 ϑα έχουµε ότι |B| ≤ |G| <∞. 2

Τώρα είµαστε σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ακόλουθο
ϑεµελιώδες αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.3.3 ΄Εστω B1 και B2 δύο ϐάσεις ενός πεπερασµένα παραγόµενου
διανυσµατικού χώρου VK. Τότε |B1| = |B2|.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια του Λήµµατος Ανταλλαγής 4.3.1:
Επειδή τα σύνολα B1,B2 είναι ϐάσεις, ϑα είναι γραµµικά ανεξάρτητα σύνολα
γεννητόρων του V.

1. Επειδή το B1 είναι γραµµικά ανεξάρτητο και το B2 είναι σύνολο γεννητό-
ϱων του V, από το Λήµµα Ανταλλαγής ϑα έχουµε: |B1| ≤ |B2|.

2. Επειδή το B2 είναι γραµµικά ανεξάρτητο και το B1 είναι σύνολο γεννητό-
ϱων του V, από το Λήµµα Ανταλλαγής ϑα έχουµε: |B2| ≤ |B1|.

Εποµένως : |B1| = |B2|. 2

Το παραπάνω Θεώρηµα µας οδηγεί άµεσα στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 4.3.4 ΄Εστω VK ένας πεπερασµένα παραγόµενος διανυσµατικός χώ-
ϱος υπεράνω του σώµατοςK. Το πλήθος των διανυσµάτων µιας τυχούσας ϐάσης
B του V καλείται διάσταση του V και συµβολίζεται ως εξής :

dimK V := |B|, B είναι τυχούσα ϐάση του V

Από τώρα και στο εξής πεπερασµένα παραγόµενοι διανυσµατικοί χώροι
VK ϑα καλούνται διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης και τότε
ϑα γράφουµε dimK V <∞. Το υπόλοιπο µέρος των σηµειώσεων ϑα αφιερωθεί
στην µελέτη τους.

Σχόλιο 4.3.1 ΄Οπως έχουµε δει η έννοια της γραµµικής ανεξαρτησίας διανυ-
σµάτων ενός διανυσµατικού χώρου, και άρα και η έννοια της ϐάσης, εξαρτάται
από το σώµα υπεράνω του οποίου είναι ορισµένος ο διανυσµατικός χώρος. Επο-
µένως και η έννοια της διάστασης εξαρτάται από το σώµα υπεράνω του οποίου
είναι ορισµένος ο διανυσµατικός χώρος. Αυτή την εξάρτηση υποδηλώνει και ο
συµβολισµός dimK V.

΄Ετσι ο διανυσµατικός χώρος CC έχει dimCC = 1, διότι ο αριθµός 1 ∈ C
είναι µια ϐάση του C υπεράνω του C. Πράγµατι 1 6= 0 και άρα το 1 είναι
γραµµικά ανεξάρτητο διάνυσµα του C. Από την άλλη πλευρά κάθε µιγαδικός



4.3. Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ 83

αριθµός z γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός z = z1 του 1 µε συντελεστές από
το C. ΄Αρα το σύνολο {1}ειναι µια ϐάση του CC και εποµένως dimCC = 1.

Από την άλλη πλευρά ο διανυσµατικός χώρος CR έχει διάσταση 2 διότι το
σύνολο {1, i} είναι µια ϐάση του C υπεράνω του R. Πράγµατι όπως έχουµε
δει το σύνολο {1, i} είναι γραµµικά ανεξάρτητο υπεράνω του R. Επειδή κάθε
µιγαδικός αριθµός z γράφεται ως z = a + bi = a1 + bi, όπου a, b ∈ R, έπεται
ότι το σύνολο {1, i} παράγει τον διανυσµατικό χώρο CR και άρα αποτελεί ϐάση
του. Εποµένως dimRC = 2.

Παρατήρηση 4.3.5 [∆ιανυσµατικοί Χώροι ΄Απειρης ∆ιάστασης] ∆ιανυσµα-
τικοί χώροι VK οι οποίοι δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενοι καλούνται χώροι
άπειρης διάστασης. Γι΄ αυτούς τους χώρους ϑα γράφουµε dimK V = ∞. Η
ϑεωρία των χώρων άπειρης διάστασης, η οποία είναι αντικείµενο διαφορετικών
µαθηµάτων, π.χ. της Συναρτησιακής Ανάλυσης, δεν ϑα µας απασχολήσει στις
παρούσες σηµειώσεις παρά µόνο περιστασιακά. Ο συµβολισµός dimK V = ∞
υποδηλώνει ότι ο χώρος VK δεν είναι πεπερασµένης διάστασης, δηλαδή δεν έ-
χει ϐάση µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων ή ισοδύναµα δεν είναι πεπερασµένα
παραγόµενος.

Από την άλλη πλευρά η έννοια της ϐάσης, όπως την έχουµε ορίσει, έχει
έννοια και για άπειρα σύνολα, και εποµένως και για διανυσµατικούς χώρους
οι οποίοι δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενοι. Μπορεί κανείς να δείξει ότι δύο
τυχούσες ϐάσεις ενός τυχόντος διανυσµατικού χώρου VK, όχι κατ΄ ανάγκην πε-
περασµένα παραγόµενου, έχουν το ίδιο (ενδεχόµενα άπειρο) πλήθος στοιχείων.
Η κοινή αυτή τιµή καλείται όπως και παραπάνω διάσταση του VK. Σ΄ αυτό το
σηµείο ϑα πρέπει να είναι κανείς προσεκτικός καθώς υπάρχουν διαφορετικές
έννοιες και «ποιότητες» απείρου, και εποµένως κάποια διάκριση είναι αναγκαία.

Ενδεικτικά αναφέρουµε, χωρίς απόδειξη, τα ακόλουθα παραδείγµατα δια-
νυσµατικών χώρων άπειρης διάστασης.

1. dimQR = ∞, δηλαδή το σώµα των πραγµατικών αριθµών ϑεωρούµενο
σαν διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος των ϱητών έχει άπειρη
διάσταση.

2. dimKK[t] = ∞, δηλαδή ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων υπε-
ϱάνω του K έχει άπειρη διάσταση.

3. dimR F(S,R) = ∞, όπου S είναι ένα άπειρο σύνολο· δηλαδή ο διανυ-
σµατικός χώρος όλων των πραγµατικών συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού
ένα άπειρο σύνολο, ϐλέπε 4.3.7 έχει άπειρη διάσταση.

Τυπικά διανυσµατικοί χώροι συναρτήσεων, οι οποίοι είναι αντικείµενο της
Ανάλυσης, είναι άπειρης διάστασης.
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Στις παρούσες σηµειώσεις κυρίως ϑα µας απασχολήσουν πεπερασµένα παρα-
γόµενοι υπόχωροι διανυσµατικών χώρων άπειρης διάστασης. Τέτοιοι υπόχωροι
υπάρχουν σε αφθονία όπως δείχνει η ακόλουθη άµεση συνέπεια του Πορίσµατος
4.2.4:

Πόρισµα 4.3.6 ΄Εστω W ένας υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου V (ο οποί-
ος δεν είναι κατ΄ ανάγκην πεπερασµένης διάστασης). Αν ο W παράγεται από
πεπερασµένα το πλήθος διανύσµατα, τότε dimKW <∞.

Παράδειγµα 4.3.2 ΄Εστω K ένα σώµα και n ≥ 1.

1. dimKK = 1.

Πράγµατι : για κάθε µη-µηδενικό στοιχείο k ∈ K, το µονοσύνολο {k} είναι
ϐάση του K και εποµένως dimKK = 1.

2. dimKKn = n.

Πράγµατι : ΄Εχουµε δείξει ότι το σύνολο B = {~e1, · · · , ~en}, όπου ~ei =
(0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) (το 1 εµφανίζεται στην i συνιστώσα), είναι µια ϐά-
ση του Kn. ΄Αρα dimKKn = n.

3. dimKKn[t] = n+ 1.

Πράγµατι : ΄Εχουµε δείξει ότι το σύνολο B = {1, t, t2, · · · , tn} είναι µια
ϐάση του Kn[t], και άρα dimKKn[t] = n+ 1.

Παράδειγµα 4.3.3 ΄Εστω τα ακόλουθα υποσύνολα του R4:

V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 − x2 + x3 − x4 = 0}

W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0}

Θα υπολογίσουµε µια ϐάση και την διάσταση του υπόχωρου V ∩W.
΄Εστω (x1, x2, x3, x4) ∈ V ∩W. Προσθέτοντας και ακολούθως αφαιρώντας

τις εξισώσεις x1−x2 +x3−x4 = 0 και x1 +x2 +x3 +x4 = 0, ϑα έχουµε άµεσα
ότι x1 = −x3 και x2 = −x4. Αντίστροφα κάθε στοιχείο (x1, x2, x3, x4) ∈ R4

έτσι ώστε x1 = −x3 και x2 = −x4, ανήκει προφανώς στον υπόχωρο C ∩W.
Εποµένως :

V ∩W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 |x1 = −x3, x2 = −x4}

= {(x1, x2,−x1,−x2) ∈ R4 |x1, x2 ∈ R}

= {x1(1, 0,−1, 0) + x2(0, 1, 0,−1) ∈ R4 |x1, x2 ∈ R}
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Εποµένως V ∩W = 〈~ε1, ~ε2〉, όπου ~ε1 = (1, 0,−1, 0), και ~ε2 = (0, 1, 0,−1).
Εύκολα ϐλέπουµε ότι το σύνολο B = {~ε1, ~ε2} είναι γραµµικά ανεξάρτητο, και
άρα αποτελεί µια ϐάση του υπόχωρου V∩W. Συµπεραίνουµε ότι dimR V∩W =
2.

Πρόταση 4.3.7 ΄ΕστωV1,V2, · · · ,Vn διανυσµατικού χώροι πεπερασµένης διά-
στασης υπεράνω του σώµατος K. Τότε :

dimK(V1 × V2 × · · · × Vn) = dimK V1 + dimK V2 + · · ·+ dimK Vn

Απόδειξη : Θα δείξουµε την Ϲητούµενη σχέση όταν n = 2· η γενική περίπτωση
προκύπτει άµεσα µε επαγωγή. ΄Εστω B1 = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ϐάση του V1

και B2 = {~ε1, ~ε2, · · · , ~εm} µια ϐάση του V2. Θα δείξουµε ότι το σύνολο

B := {(~e1,~0), (~e2,~0), · · · , (~en,~0), (~0, ~ε1), (~0, ~ε2), · · · , (~0, ~εm)}

είναι µια ϐάση του V1 × V2. ∆είχνουµε πρώτα ότι το σύνολο B παράγει τον
V1 × V2. ΄Εστω (~x, ~y) ∈ V1 × V2 ένα τυχόν διάνυσµα. Επειδή ~x ∈ V1 και το
σύνολο B1 είναι µια ϐάση του V1, έπεται ότι ~x = k1~e1 + k2~e2 + · · · + kn~en,
ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Παρόµοια επειδή ~y ∈ V2 και το σύνολο B2 είναι µια ϐάση
του V2, έπεται ότι ~y = l1~ε1 + l2~ε2 + · · · + lm~εm, lj ∈ K, 1 ≤ j ≤ m. Τότε ϑα
έχουµε τη σχέση

(~x, ~y) = (k1~e1 + k2~e2 + · · ·+ kn~en, l1~ε1 + l2~ε2 + · · ·+ lm~εm) =

k1(~e1,~0) + k2(~e2,~0) + · · ·+ kn(~en,~0) + l1(~0, ~ε1) + l2(~0, ~ε2) + · · ·+ lm(~0, ~εm)

η οποία δείχνει ότι το σύνολο B παράγει τον χώρο V1 × V2. Στη συνέχεια
δείχνουµε ότι το B είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω ότι υπάρχουν αριθµοί
ki, lj ∈ K, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, έτσι ώστε :

k1(~e1,~0)+k2(~e2,~0)+· · ·+kn(~en,~0)+l1(~0, ~ε1)+l2(~0, ~ε2)+· · ·+lm(~0, ~εm) = (~0,~0)

Η τελευταία σχέση είναι ισοδύναµη µε τη σχέση

(k1~e1 + k2~e2 + · · ·+ kn~en, l1~ε1 + l2~ε2 + · · ·+ lm~εm) = (~0,~0)

από την οποία συνάγεται άµεσα ότι

k1~e1 + k2~e2 + · · ·+ kn~en = ~0, l1~ε1 + l2~ε2 + · · ·+ lm~εm = ~0

Από τη γραµµική ανεξαρτησία των συνόλων B1 και B2 έπεται ότι ki = 0,∀i =
1, 2, · · · , n και lj = 0, ∀j = 1, 2, · · · ,m. Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο B είναι
γραµµικά ανεξάρτητο, και εποµένως είναι µια ϐάση του V1 × V2. Τότε όµως

dimK(V1 × V2) = |B| = n+m = |B1|+ |B2| = dimK V1 + dimK V2

2
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Παράδειγµα 4.3.4 1. dimR(R× C) = 3.
2. Η Πρόταση 4.3.7 δίνει µια άλλη απόδειξη του τύπου 2. του Παραδείγµα-

τος 4.3.2. Πραγµατικά αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι Kn = K×K×· · ·×K
(n-παράγοντες).

΄Ασκηση 4.3.5 ΄Εστω V το σύνολο των λύσεων της γραµµικής εξίσωσης :

k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn = 0

δηλαδή:

V := {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn = 0}

όπου ki ∈ R, 1 ≤ i ≤ n. Να προσδιορισθεί µια ϐάση και η διάσταση του V.
Λύση: ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
1. Αν ki = 0, ∀i = 1, 2, · · · , n, τότε προφανώς V = Rn. Εποµένως

dimR V = n, και τυχούσα ϐάση, π.χ. η κανονική, είναι ϐάση του V.
2. ΄Εστω ότι (k1, k2, · · · , kn) 6= (0, 0, · · · , 0). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας,

υποθέτουµε ότι ki 6= 0. Τότε από την Εφαρµογή 3.2.11 έπεται ότι το σύνολο
διανυσµάτων του Rn

~λ1 := (1, 0, · · · , 0, l1, 0, · · · , 0), · · · , ~λi−1 := (0, 0, · · · , 1, li−1, 0, · · · , 0), · · ·

~λi+1 := (0, 0, · · · , 0, li+1, 1, · · · , 0), · · · , ~λn := (0, 0, · · · , 0, ln, 0, · · · , 1)

όπου οι αριθµοί lj :=
kj
ki

, ∀j 6= i, εµφανίζονται στην i-συντεταγµένη, είναι ένα
σύνολο γεννητόρων του V. Θα δείξουµε ότι το σύνολο

B = {~λ1, · · · , ~λi−1, ~λi+1, · · · , ~λn}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του V. ΄Εστω µ1
~λ1 +

µ2
~λ2 + · · · + µi−1

~λi−1 + µi+1
~λi+1 + · · · + µn~λn = ~0. Η τελευταία σχέση

είναι ισοδύναµη µε την (µ1, µ2, · · · , µi−1, µ, µi+1, · · · , µn) = (0, 0, · · · , 0), όπου
µ := µ1l1 + µ2l2 + · · · + µnln. Τετριµµένα αυτές οι σχέσεις συνεπάγουν ότι
µ1 = · · · = µn = 0, και άρα πράγµατι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Συµπεραίνουµε ότι dimR V = n− 1, διότι η ϐάση B του V έχει n− 1 στοιχεία.

Κλείνουµε την παρούσα παράγραφο µε κάποιες σηµαντικές συνέπειες των
όσων έχουµε αποδείξει µέχρι τώρα.

Θεώρηµα 4.3.8 1. Αν dimK V = n, τότε κάθε γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνο-
λο του V έχει το πολύ n στοιχεία.
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2. Αν dimK V = n, τότε κάθε σύνολο γεννητόρων του V έχει τουλάχιστον n
στοιχεία.

3. Αν dimK V = n, τότε κάθε σύνολο διανυσµάτων του V µε περισσότερα
από n στοιχεία είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

4. Αν dimK V = n, τότε κάθε σύνολο διανυσµάτων B του V το οποίο
ικανοποιεί 2 από τις ακόλουθες 3 ιδιότητες είναι ϐάση.

(a) Το B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(b) Το B παράγει τον V.

(c) Το B έχει ακριβώς n στοιχεία.

Απόδειξη : 1. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.5, κάθε γραµµικά ανεξάρτητο
υποσύνολο F του V επεκτείνεται σε µια ϐάση του V. Επειδή dimK V = n,
έπεται ότι |F| ≤ n.

2. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 4.2.4, κάθε σύνολο γεννητόρων G του V περιέ-
χει σαν υποσύνολο µια ϐάση του V. Επειδή dimK V = n, έπεται ότι |G| ≥ n.

3. Προκύπτει άµεσα από το 1.
4. Αν το υποσύνολο B ικανοποιεί τα (a), (b), τότε το B είναι εξ΄ ορισµού

ϐάση του V. Αν το υποσύνολο B ικανοποιεί τα (a), (c), τότε από το (a) και το
Πόρισµα 4.2.5, το B επεκτείνεται σε µια ϐάση B′ του V. Επειδή dimK V = n,
η ϐάση B′ έχει n το πλήθος στοιχεία. Επειδή B ⊆ B′ και |B| = n, έπεται ότι
B = B′, και άρα το σύνολο B είναι ϐάση του V. Αν το υποσύνολο B ικανοποιεί
τα (b), (c), τότε από το (b) και το Πόρισµα 4.2.4, το B περιέχει σαν υποσύνολο
µια ϐάση B′ του V. Επειδή dimK V = n, η ϐάση B′ έχει n το πλήθος στοιχεία.
Επειδή B′ ⊆ B και |B| = n, έπεται ότι B = B′, και άρα το σύνολο B είναι
ϐάση του V. 2

΄Ασκηση 4.3.6 ΄Εστω B = {~ε1, · · · , ~εn} µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου V

υπεράνω του σώµατος K. Να δείξετε ότι το σύνολο:

B′ := {~ε1, ~ε1 + ~ε2, · · · , ~ε1 + ~ε2 + · · ·+ ~εn}

είναι επίσης µια ϐάση του V.
Λύση: Επειδή |B| = |B′|, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.3.8, αρκεί να δείξουµε

ότι το σύνολο B′ είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω

k1~ε1 + k2(~ε1 + ~ε2) + · · ·+ kn(~ε1 + ~ε2 + · · ·+ ~εn) = ~0

Αυτή η σχέση είναι ισοδύναµη µε την

(k1 + k2 + · · ·+ kn)~ε1 + (k2 + · · ·+ kn)~ε2 + · · ·+ (kn−1 + kn)~εn−1 + kn~εn = ~0
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Επειδή το σύνολο {~ε1, · · · , ~εn} είναι γραµµικά ανεξάρτητο, έπεται ότι ϑα έχουµε :

k1 + k2 + · · ·+ kn = k2 + · · ·+ kn = · · · = kn−1 + kn = kn = 0

Οι τελευταίες σχέσεις προφανώς δίνουν ότι k1 = · · · = kn = 0. ΄Αρα το σύνολο
B′ είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Παράδειγµα 4.3.7 Παραδείγµατα Βάσεων στον Kn[t].
1. ΄Εστω P (t) ∈ Kn[t] ένα πολυώνυµο ϐαθµού n. Τότε το σύνολο

B := {P (t), P ′(t), P ′′(t), · · · , P (n)(t)}

είναι µια ϐάση του Kn[t], όπου P (k)(t) είναι η παράγωγος k-τάξης του P (t).
Πραγµατικά: Επειδή degP (t) = n, έπεται άµεσα ότι degP ′(t) = n − 1,

degP ′′(t) = n−2, · · · , degP (n−1)(t) = 1, degP (n)(t) = 0. Από το Παράδειγµα
4.1.5 έπεται ότι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Επειδή |B| = n + 1
επειδή από το Παράδειγµα 4.3.2 έχουµε dimKKn[t] = n+ 1, από το Θεώρηµα
4.3.8 έπεται ότι το σύνολο B είναι ϐάση του Kn[t].

2. ΄Εστω α ∈ K. Τότε το σύνολο

C := {1, (t− α), (t− α)2, · · · , (t− α)n}

είναι µια ϐάση του Kn[t].
Εργαζόµενοι όπως και στο 1., επειδή το πλήθος των διανυσµάτων του συνό-

λου C είναι n+ 1 = dimKKn[t], από το Θεώρηµα 4.3.8 έπεται ότι το σύνολο C

είναι ϐάση του Kn[t].

Ερώτηση: Ποιές είναι οι συνιστώσες του τυχόντος πολυωνύµου P (t) ∈ Kn[t]
στην παραπάνω ϐάση ;

Απάντηση: Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Taylor από τον Απειροστικό
Λογισµό, έπεται ότι το πολυώνυµο P (t) γράφεται µοναδικά ως εξής :

P (t) = P (α) +
P ′(α)

1!
(t− α) +

P ′′(α)

2!
(t− α)2 + · · ·+ P (n)(α)

n!
(t− α)n

και εποµένως οι συνιστώσες είναι : P (k)(α)
k! , 0 ≤ k ≤ n.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να εξετασθεί αν τα παρακάτω υποσύνολα του Kn[t] είναι ϐάσεις του Kn[t]:

1. {1, 1 + t, 1 + t+ t2, · · · , 1 + t+ t2 + · · ·+ tn}.

2. {1 + t, t+ t2, · · · , tn−1 + tn}.

3. {1, 1− t, (1− t)2, · · · , (1− t)n}.
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4.4 ∆ιάσταση Υπόχωρων

ΑνW είναι ένας υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου V υπεράνω του σώµατος
K, τότε όπως έχουµε δει ο W µε τους περιορισµούς των πράξεων του V είναι
ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K, και εποµένως ορίζεται η διάσταση
του W, όταν αυτός είναι πεπερασµένα παραγόµενος. Στην παρούσα ενότητα
ϑα µελετήσουµε τη συµπεριφορά της διάστασης ενός διανυσµατικού χώρου
πεπερασµένης διάστασης σε σχέση µε τους υπόχωρους του.

Αρχίζουµε µε την ακόλουθη πρόταση η οποία δείχνει ότι η ιδιότητα ενός
διανυσµατικού χώρου να είναι πεπερασµένης διάστασης κληρονοµείται στους
υπόχωρους του.

Πρόταση 4.4.1 ΄ΕστωVK ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω του σώµατος K, και έστω W ένας υπόχωρος του V.

1. Ο υπόχωρος W έχει πεπερασµένη διάσταση.

2. dimKW ≤ dimK V.

3. dimKW = dimK V αν-ν W = V.

Απόδειξη : ΄Εστω dimK V = n <∞.
1. - 2. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.3.8, κάθε σύνολο διανυσµάτων του

V, και άρα και του W, µε περισσότερα από n + 1 στοιχεία είναι γραµµικά
εξαρτηµένα. ΄Αρα το πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων του W

δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερο το n. ΄Εστω C := {~ε1, · · · , ~εm} το υποσύνολο
του W µε το µεγαλύτερο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων. Τότε
τα διανύσµατα του C είναι προφανώς γραµµικά ανεξάρτητα ϑεωρούµενα ως
διανύσµατα του V, και άρα m ≤ n. ΄Εστω ~y ∈ W· τότε το σύνολο C ∪ {~y} =
{~ε1, · · · , ~εm, ~y} έχει m + 1 στοιχεία και άρα από την κατασκευή του C είναι
γραµµικά εξαρτηµένο. Από τη Πρόταση 4.1.5 έπεται ότι το ~y είναι γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων του C, και άρα το σύνολο C είναι ένα σύνολο
γεννητόρων του W, και µάλιστα είναι µια ϐάση του W αφού είναι γραµµικά
ανεξάρτητο. Εποµένως ο W είναι πεπερασµένα παραγόµενος, και µάλιστα, η
διάσταση του είναι dimKW = m = |C| ≤ n = dimK V.

3. Προφανώς αν V = W, τότε dimKW = dimK V. Υποθέτουµε ότι
dimKW = dimK V := n και έστω C µια ϐάση του W. Τότε το σύνολο C

περιέχει n διανύσµατα τα οποία είναι γραµµικά ανεξάρτητα ως διανύσµατα
του W, άρα και ως διανύσµατα του V. Από το Θεώρηµα 4.3.8 έπεται ότι το
σύνολο C είναι και ϐάση του V. Αυτό όµως σηµαίνει ότι V = 〈C〉 = W. 2
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Σχόλιο 4.4.1 1. Σύµφωνα µε τη Πρόταση 4.4.1 υπόχωροι διανυσµατικών χώ-
ϱων πεπερασµένης διάστασης έχουν πεπερασµένη διάσταση. Από τώρα και στο
εξής ϑα χρησιµοποιούµε αυτό το σηµαντικό αποτέλεσµα χωρίς περαιτέρω ανα-
ϕορά.

2. Η διάσταση του µηδενικού υπόχωρου {~0} είναι, όπως ϑα περίµενε κανείς,
ίση µε 0. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι το κενό σύνολο ∅ είναι µια ϐάση
του {~0}. Αντίστροφα αν W είναι ένας υπόχωρος του V και dimKW = 0, τότε
W = {~0}.

Το ακόλουθο αποτέλεσµα χαρακτηρίζει το ευθύ άθροισµα υπόχωρων συ-
ναρτήσει ιδιοτήτων της διάστασης των υπόχωρων.

Πρόταση 4.4.2 ΄ΕστωVK ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω του σώµατος K, και έστω Z και W δύο υπόχωροι του V. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το άθροισµα υπόχωρων W + Z είναι ευθύ.

2. dimK(W + Z) = dimKW + dimK Z.

Απόδειξη : ΄Εστω C = {~e1, · · · , ~en} µια ϐάση του W και D = {~ε1, · · · , ~εm} µια
ϐάση του Z.

1. ⇒ 2. Επειδή το άθροισµα W + Z είναι ευθύ, έπεται εξ΄ ορισµού ότι
W∩Z = {~0}. Θα δείξουµε ότι το σύνολο C∪D = {~e1, · · · , ~en, ~ε1, · · · , ~εm}, το
οποίο είναι προφανώς υποσύνολο του W+Z, είναι µια ϐάση του W+Z. ΄Εστω
k1~e1+· · ·+kn~en+l1~ε1+· · ·+lm~εm = ~0, όπου ki, lj ∈ K, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
Τότε ϑα έχουµε ισοδύναµα τη σχέση:

k1~e1 + · · ·+ kn~en = (−l1)~ε1 + · · ·+ (−lm)~εm (†)

Το πρώτο µέλος της (†), ως γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων του W, α-
νήκει στον υπόχωροW. Παρόµοια το δεύτερο µέλος της (†), ως γραµµικός
συνδυασµός διανυσµάτων του Z, ανήκει στον υπόχωρο Z. Εποµένως και τα
δύο µέλη της †) ανήκουν στην τοµή W ∩ Z = {~0}. ΄Αρα k1~e1 + · · ·+ kn~en = ~0
και (−l1)~ε1 + · · · + (−lm)~εm = ~0. ΄Οµως τα διανύσµατα {~e1, · · · , ~en} και
{~ε1, · · · , ~εn} είναι γραµµικά ανεξάρτητα καθώς αποτελούν ϐάσεις των W και
Z αντίστοιχα. ΄Αρα k1 = · · · = kn = 0 και l1 = · · · = lm = 0. Αυτό όµως ση-
µαίνει ότι το σύνολο C∪D είναι γραµµικά ανεξάρτητο. ΄Εστω τώρα ~x ∈W+Z

ένα τυχόν διάνυσµα του υπόχωρου W+Z. Τότε υπάρχουν διανύσµατα ~w ∈W

και ~z ∈ Z έτσι ώστε ~x = ~w + ~z. Επειδή το σύνολο C είναι ϐάση του W, ϑα
έχουµε ~w = k1~e1 + · · ·+ kn~en, όπου ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Παρόµοια επειδή το
σύνολο D είναι ϐάση του Z, ϑα έχουµε ~z = l1~ε1 + · · · + lm~εm, όπου lj ∈ K,
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1 ≤ j ≤ m. Τότε ~x = ~w+ ~z = k1~e1 + · · ·+ kn~en + l1~ε1 + · · ·+ lm~εm, το οποίο
σηµαίνει ότι το σύνολο C ∪ D παράγει τον υπόχωρο W + Z. ΄Αρα το σύνολο
C ∪D αποτελεί ϐάση του W + Z και εποµένως ϑα έχουµε:

dimK(W + Z) = |C ∪D| = n+m = |C|+ |D| = dimKW + dimZ.

2. ⇒ 1. ΄Οπως και στην απόδειξη του 1. ⇒ 2. ϐλέπουµε ότι το σύνολο
C∪D παράγει τον υπόχωρο W+Z. Χρησιµοποιώντας την υπόθεση ϑα έχουµε
|C ∪D| = dimK Z + dimK Z = dimK(W + Z), και εποµένως από το Θεώρηµα
4.3.8 ϑα έχουµε ότι το σύνολο C ∪D είναι µια ϐάση του W + Z. Τώρα για να
δείξουµε το 1., αρκεί να δείξουµε ότι W∩Z = {~0}. ΄Εστω ~x ∈W ∈ Z. Τότε ~x ∈
W, και άρα επειδή το σύνολο C = {~e1, ~en} είναι µια ϐάση του W, ϑα έχουµε
~x = k1~e1 + · · ·+kn~en, όπου ki ∈ K, 1 ≤ i ≤ n. Επίσης ~x ∈ Z, και άρα επειδή
το σύνολοD = {~ε1, ~εm} είναι µια ϐάση του Z, ϑα έχουµε ~x = l1~ε1+· · ·+lm~εm,
όπου lj ∈ K, 1 ≤ j ≤ m. Τότε ~x = k1~e1 + · · · + kn~en = l1~ε1 + · · · + lm~εm ή
ισοδύναµα k1~e1 + · · · + kn~en + (−l1)~ε1 + · · · + (−lm)~εm = ~0. Επειδή, όπως
δείξαµε παραπάνω, το σύνολο {~e1, · · · , ~en, ~ε1, · · · , ~εn} είναι ϐάση του W + Z,
ϑα έχουµε ki = 0 = lj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m. Αυτό όµως σηµαίνει ότι ~x = ~0.
΄Αρα W ∩ Z = {~0}, και εποµένως το άθροισµα W + Z είναι ευθύ. 2

΄Ασκηση 4.4.2 ΄Εστω τα ακόλουθα υποσύνολα του Rn[t]:

V := {P (t) ∈ Rn[t] | P (t) = P (−t)}

W := {P (t) ∈ Rn[t] | P (t) = −P (−t)}

Να δείξετε τα υποσύνολα V και W είναι υπόχωροι και ισχύει : Rn[t] = V ⊕W.
Ποιά είναι η διάσταση του V και ποιά του W;

Το ακόλουθο Θεώρηµα περιγράφει µια σπουδαία ιδιότητα την οποία ικα-
νοποιούν οι διανυσµατικοί χώροι, και η οποία δείχνει ότι κάθε υπόχωρος έχει
έναν «συµπληρωµατικό» υπόχωρο ως προς το ευθύ άθροισµα υπόχωρων.

Θεώρηµα 4.4.3 ΄Εστω VK ένας πεπερασµένα παραγόµενα δανυσµατικός χώ-
ϱος υπεράνω του σώµατος K. Τότε για κάθε υπόχωρο W του V, υπάρχει (του-
λάχιστον ένας) υπόχωρος Z του V έτσι ώστε : V = W⊕ Z.

Απόδειξη : ΄Εστω dimK V = n < ∞. Από την Πρόταση 4.4.1 έπεται ότι ο
υπόχωρος W έχει πεπερασµένη διάσταση dimKW = m ≤ n = dimK V. ΄Εστω
C = {~ε1, · · · , ~εm} µια ϐάση τουW. Από το Πόρισµα 4.2.5 έπεται ότι υπάρχει
ένα σύνολο διανυσµάτων D := {~εm+1, · · · , ~εn} του V, έτσι ώστε το σύνολο
B := C ∪D = {~ε1, · · · , ~εm, ~εm+1, · · · , ~εn} να είναι µια ϐάση του V. Θέτουµε
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Z := 〈D〉 = 〈~εm+1, · · · , ~εn〉. Επειδή το σύνολο D είναι γραµµικά ανεξάρτητο
υποσύνολο του V (ως υποσύνολο της ϐάσης B), έπεται ότι το D είναι µια ϐάση
του Z. Θα δείξουµε ότι V = W ⊕ Z. ΄Εστω ~x ∈ V. Επειδή το σύνολο B είναι
ϐάση του V, έπεται ότι ~x = k1~ε1+· · ·+km~εm+km+1~εm+1+· · ·+kn~εn. Θέτοντας
~w = k1~ε1 + · · ·+ km~εm και ~z = km+1~εm+1 + · · ·+ kn~εn, και χρησιµοποιώντας
ότι W = 〈~ε1, · · · , ~εm〉 και Z = 〈~εm+1, · · · , ~εn〉, έπεται ότι ~w ∈ W και ~z ∈ Z.
Εποµένως το τυχόν διάνυσµα ~x ∈ V γράφεται ως ~x = ~w + ~z, όπου ~w ∈ W

και ~z ∈ Z. ΄Αρα V = W + Z. Επειδή dimK V = |B| = n + m = |C| + |D| =
dimKW + dimZ, από την Πρόταση 4.4.2 έπεται ότι το άθροισµα W + Z είναι
ευθύ. Εποµένως ϑα έχουµε V = W⊕ Z. 2

Παρατήρηση 4.4.4 Ο υπόχωρος Z που µας εξασφαλίζει το Θεώρηµα 4.4.3
δεν είναι κατ΄ ανάγκη µοναδικός. Το ακόλουθο παράδειγµα δείχνει ότι εν
γένει υπάρχουν άπειροι το πλήθος διαφορετικοί υπόχωροι Z που ικανοποιούν
το Θεώρηµα.

΄Εστω V = R2 και έστω W = {(x, 0) ∈ R2 | x ∈ R} ο υπόχωρος του R2 που
παράγεται από το διάνυσµα (1, 0). Είναι εύκολο να δειχθεί ότι τα ακόλουθα
σύνολα Zn := {(x, nx) ∈ R2 |x ∈ R}, n ≥ 1, είναι ανά δύο διαφορετικοί
υπόχωροι του R2 και επιπρόσθετα : R2 = W⊕ Z1 = W⊕ Z2 = W⊕ Z3 = · · ·
(Να το δειξετε σαν Ασκηση).

Πρόχειρη ∆οκιµασία

΄Εστω VK ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του
σώµατος K, και έστω W1,W2, · · · ,Wn υπόχωροι του V. Να δείξετε ότι τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το άθροισµα υπόχωρων W1 + W2 + · · ·+ Wn είναι ευθύ.

2. dimK(W1 + W2 + · · ·+ Wn) = dimKW1 + dimKW2 + · · ·+ dimKWn.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Αν V1 και V2 είναι δύο υπόχωροι διάστασης 2 ενός διανυσµατικού χώρου E,
διάστασης 3, να δείξετε ότι V1 ∩ V2 6= {~0}.

Εάν το άθροισµα δύο υπόχωρων δεν είναι ευθύ, ο τύπος 2. στην Πρόταση
4.4.2 δεν ισχύει (Να βρειτε αντιπαραδειγµα). Ο τύπος που συνδέει τις διαστά-
σεις δύο υπόχωρων σε σχέση µε τις διαστάσεις του αθροίσµατος και της τοµής
τους δίνεται από το ακόλουθο Θεώρηµα, το οποίο γενικεύει την Πρόταση 4.4.2.
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Θεώρηµα 4.4.5 ΄Εστω VK ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστα-
σης υπεράνω του σώµατοςK, και έστω Z καιW δύο υπόχωροι του V. Τότε ισχύει
ο εξής τύπος :

dimK(W + Z) = dimKW + dimK Z− dimK(W ∩ Z)

Απόδειξη : ΄Εστω C = {~f1, · · · , ~fk} µια ϐάση του υπόχωρου W ∩ Z. Επειδή ο
W∩Z είναι υπόχωρος του W, από το Πόρισµα 4.2.5, το γραµµικά ανεξάρτητο
σύνολο C επεκτείνεται σε µια ϐάση του W: υπάρχουν διανύσµατα {~e1, · · ·~en}
του W έτσι ώστε το σύνολο D := {~f1, · · · , ~fk, ~e1, · · ·~en} να είναι ϐάση του W.
Παρόµοια επειδή ο W ∩ Z είναι και υπόχωρος του Z, από το Πόρισµα 4.2.5,
το γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο C επεκτείνεται σε µια ϐάση του Z: υπάρχουν
διανύσµατα {~ε1, · · · ~εm} του Z έτσι ώστε το σύνολο E := {~f1, · · · , ~fk, ~ε1, · · · ~εm}
να είναι ϐάση του Z. Σηµειώνουµε ότι µε τις παραπάνω κατασκευές και
επιλογές ϑα έχουµε:

1. dimK(W ∩ Z) = |C| = k.

2. dimKW = |D| = k + n.

3. dimK Z = |E| = k +m.

4. dimKW + dimK Z− dimK(W ∩ Z) = (k + n) + (k +m)− k = k + n+m.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι το σύνολο

B := {~f1, · · · , ~fk, ~e1, · · ·~en, ~ε1, · · · ~εm}

είναι µια ϐάση του W + Z, διότι τότε ϑα έχουµε: dimK(W + Z) = |B| =
k + n + m = dimKW + dimK Z − dimK(W ∩ Z) η οποία είναι η σχέση που
ϑέλουµε να δείξουµε.

΄Εστω ότι για κάποιους αριθµούς λi, µj , νr ∈ K, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n,
1 ≤ r ≤ m, ισχύει η ακόλουθη σχέση:

λ1
~f1 + · · ·+ λk ~fk + µ1~e1 + · · ·+ µn~en + ν1~ε1 + · · ·+ νm~εm = ~0 (1)

Τότε ϑα έχουµε ισοδύναµα τη σχέση

µ1)~e1 + · · ·+µn~en = (−λ1)~f1 + · · ·+(−λk)~fk+(−ν1)~ε1 + · · ·+(−νm)~εm (2)

Το πρώτο µέλος της (2) ανήκει στον υπόχωρο W και το δεύτερο µέλος ανήκει
στον υπόχωρο Z. ΄Αρα και τα δύο (ίσα) µέλη ανήκουν στην τοµή W ∩ Z.
Επειδή το σύνολο {~f1, · · · , ~fk} είναι µια ϐάση του υπόχωρου W ∩ Z, έπεται
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ότι υπάρχουν αριθµοί ρ1, · · · , ρk ∈ K έτσι ώστε : µ1)~e1 + · · ·+ µn~en = ρ1
~f1 +

· · ·+ ρk ~fk. Ισοδύναµα ϑα έ·χουµε τη σχέση:

ρ1
~f1 + · · ·+ ρk ~fk + (−µ1)~e1 + · · ·+ (−µn)~en = ~0 (3)

Επειδή εκ΄ κατασκευής το σύνολο {~f1, · · · , ~fk, ~e1, · · ·~en} είναι µια ϐάση του
W, έπεται ότι ρi = 0 = µj , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n. Τότε όµως από τη σχέση (1)
ϑα έχουµε

λ1
~f1 + · · ·+ λk ~fk + ν1~ε1 + · · ·+ νm~εm = ~0 (4)

Επειδή εκ΄ κατασκευής το σύνολο {~f1, · · · , ~fk, ~ε1, · · · ~εm} είναι µια ϐάση του
Z, από τη σχέση (4) έπεται ότι λi = 0 = νj , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m.
Καταλήγουµε ότι όλοι οι συντελεστές λi, µj , νr είναι ίσοι µε 0 και άρα το σύνολο
B είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Μένει να δείξουµε ότι το σύνολο B παράγει τον
υπόχωρο W + Z. Αυτό προκύπτει άµεσα, καθώς όπως δείξαµε στην απόδειξη
της Πρότασης 4.4.2, η ένωση µιας ϐάσης του W και µιας ϐάσης του Z είναι
ένα σύνολο γεννητόρων του υπόχωρου W + Z. 2

΄Ασκηση 4.4.3 ΄Εστω EK ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
µε dimK = 4, και έστω V,W δύο υπόχωροι του E για τους οποίους ισχύει
dimK V = 2 και dimKW = 3. Να υπολογισθούν οι πιθανές τιµές της διάστασης
dimK(V ∩W) και να δειχθεί ότι : V ⊆W αν-ν dimK(V ∩W) = 2.

Λύση: Από την εξίσωση

dimK(V + W) = dimK V + dimKW− dimK(V ∩W)

του Θεωρήµατος 4.4.5, ϑα έχουµε : dimK(V + W) = 2 + 3 − dimK(V ∩W) =
5 − dimK(V ∩W). ΄Οµως το σύνολο V + W είναι υπόχωρος του R4, και άρα
dimK(V + W) = dimRR4 = 4. Εποµένως dimR(V ∩W) ≥ 5− 4 = 1. Από την
άλλη πλευρά το σύνολο V∩W είναι υπόχωρος του V, και άρα dimR(V∩W) ≤
dimR V = 2. ΄Ετσι ϑα έχουµε : 1 ≤ dimR(V ∩W) ≤ 2. Εάν dimR(V ∩W) = 2,
τότε επειδή dimR V = 2 και V∩W ⊆ V, ϑα έχουµε V∩W = V, το οποίο σηµαίνει
ότι V ⊆ W. Αντίστροφα αν V ⊆ W, τότε προφανώς V ∩W = V και εποµένως
dimR(V ∩W) = dimR V = 2.

΄Ασκηση 4.4.4 ΄Εστω EK ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
µε dimK = 7, και έστω V,W δύο υπόχωροι του E για τους οποίους ισχύει
dimK V = 4 και dimKW = 5. Να υπολογισθούν οι πιθανές τιµές της διάστασης
dimK(V ∩W) και να δειχθεί ότι : V ⊆W αν-ν dimK(V ∩W) = 4.

΄Ασκηση 4.4.5 ΄Εστω EK ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω του σώµατος K, και έστω V,W,Z τρεις υπόχωροι του E. Να δείξετε ότι
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ισχύει ο ακόλουθος τύπος :

dimK(V ∩W ∩ Z) ≤ dimK V + dimKW + dimK Z−

−dimK(V ∩W)− dimK(V ∩ Z)− dimK(W ∩ Z) + dimK(V ∩W ∩ Z).

4.5 Βαθµίδα ∆ιανυσµάτων

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε µεθόδους υπολογισµού της διάστασης
του υπόχωρου ο οποίος παράγεται από ένα πεπερασµένο σύνολο δοθέντων
διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου.

΄Εστω K ένα σώµα και E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος
K. Υποθέτουµε ότι dimK E = n, και έστω

B := {~e1, ~e2, · · · , ~en}

µια ϐάση του E.
Θεωρούµε ένα πεπερασµένο σύνολο X διανυσµάτων του E:

X := {~x1, ~x2, · · · , ~xm} ⊆ E

και ϑεωρούµε τον υπόχωρο 〈X〉 := 〈~x1, ~x2, · · · , ~xm〉 του E ο οποίος παράγεται
από τα διανύσµατα αυτά.

Ορισµός 4.5.1 Η ϐαθµίδα r(~xi) των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm του E ο-
ϱίζεται να είναι η διάσταση του υπόχωρου του E ο οποίος παράγεται από τα
διανύσµατα αυτά :

r(~xi) := dimK〈~x1, ~x2, · · · , ~xm〉

Με άλλα λόγια η ϐαθµίδα r(~xi) των διανυσµάτων {~x1, ~x2, · · · , ~xm} µετρά
το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων διανυσµάτων τα οποία ανήκουν στο
σύνολο διανυσµάτων {~x1, ~x2, · · · , ~xm}. Επειδή dimK E = n και το σύνολο
〈~x1, ~x2, · · · , ~xm〉 είναι υπόχωρος του E, έπεται ότι :

r(~xi) ≤ n = dimK E

Παρατήρηση 4.5.2 Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε την Πρόταση ; η ϐαθµίδα
r(~xi) του συνόλου των διανυσµάτων X = {~x1, ~x2, · · · , ~xm} δεν αλλάζει αν
εκτελέσουµε στο σύνολο X µια από τις στοιχειώδεις πράξεις (ΣΠ1), (ΣΠ2), και
(ΣΠ3) ή τυχόντα συνδυασµό τους.
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Επειδή το σύνολο B := {~e1, ~e2, · · · , ~en} είναι ϐάση του E, τα διανύσµατα
του συνόλου X γράφονται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός
των στοιχείων της ϐάσης B:

~x1 = a11~e1 + a12~e2 + · · ·+ a1n~en

~x2 = a21~e1 + a22~e2 + · · ·+ a2n~en

· · · · · · · · · · · · · · · · · · (∗)

~xm = am1~e1 + am2~e2 + · · ·+ amn~en

Το ακόλουθο κριτήριο είναι πολύ χρήσιµο για τον υπολογισµό της ϐαθµί-
δας διανυσµάτων.

Πρόταση 4.5.3 ∆ιατηρώντας τους παραπάνω συµβολισµούς, υποθέτουµε επι-
πλέον ότι ισχύει η ακόλουθη συνθήκη:

aii 6= 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m και aij = 0, ∀i > j.

Τότε τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xm είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ιδιαίτερα :
r(~xi) = m.

Απόδειξη : ΄Εστω λ~x1 + λ2~x2 + · · · + λm~xm = ~0. Τότε από τις σχέσεις (∗) ϑα
έχουµε: λ1(a11~e1 + a12~e2 + · · ·+ a1n~en) + λ2(a21~e1 + a22~e2 + · · ·+ a2n~en) +
· · · + λm(am1~e1 + am2~e2 + · · · + amn~en) = ~0. Η τελευταία σχέση γράφεται
ισοδύναµα

(λ1a11 + λ2a21 + · · ·+ λmam1)~e1+

(λ1a12 + λ2a22 + · · ·+ λmam2)~e2+

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(λ1a1n + λ2a2n + · · ·+ λmamn)~en = ~0.

Από τη γραµµική ανεξαρτησία των ~e1, ~e2, · · · , ~en, ϑα έχουµε τις σχέσεις :

λ1a11 + λ2a21 + · · ·+ λmam1 = 0

λ1a12 + λ2a22 + · · ·+ λmam2 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ1a1n + λ2a2n + · · ·+ λmamn = 0

Από την υπόθεση όµως οι παραπάνω σχέσεις γράφονται ως εξής :

λ1a11 = 0
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λ1a12 + λ2a22 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ1a1n + λ2a2n + · · ·+ λmamm = 0

Χρησιµοποιώντας ότι aii 6= 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m, από τις παραπάνω σχέσεις ϑα
έχουµε άµεσα ότι : λ1 = λ2 = · · · = λm = 0. ΄Αρα το σύνολο {~x1, ~x2, · · · , ~xm}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και εποµένως r(~xi) = m. 2

Σηµείωση 4.5.1 Η παραπάνω Πρόταση 4.5.3 ισχύει και µε την υπόθεση :

aii 6= 0, ∀i = 1, 2, · · · ,m και aij = 0, ∀i < j.

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη της Πρότασης 4.5.3.

Παράδειγµα 4.5.2 Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο E διάστασης 5 υπερά-
νω του σώµατος K και έστω B = {~e1, ~e2, ~e3, ~e4, ~e5} µια ϐάση του E. Θεωρούµε
τα ακόλουθα διανύσµατα του E:

A1 = ~e1 + 2~e2 − 4~e3 + 3~e4 + ~e5

A2 = 2~e1 + 5~e2 − 3~e3 + 4~e4 + 8~e5

A3 = 6~e1 + 17~e2 − 7~e3 + 10~e4 + 22~e5

A4 = ~e1 + 3~e2 − 3~e3 + 2~e4

Χρησιµοποιώντας την Πρόταση 4.5.3 ϑα προσδιορίσουµε την ϐαθµίδα r(Ai)
αυτών των διανυσµάτων.

Σχηµατίζουµε τον ακόλουθο πίνακα ο οποίος περιγράφει τις συνιστώσες των
διανυσµάτων στην ϐάση B:

A1 A2 A3 A4

1 2 6 1
2 5 17 3
-4 -3 -7 -3
3 4 10 2
1 8 22 0

Εκτελώντας διαδοχικά τις στοιχειώδεις πράξεις όπως ϕαίνεται στο παρακάτω
σχήµα
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A1 A′2 = A2 − 2A1 A′3 = A3 − 6A1 A′4 = A4 −A1

1 0 0 0
2 1 5 1
-4 5 17 1
3 -2 -8 -1
1 6 16 -1

A1 A′2 A′′3 = A′3 − 5A′2 A′′4 = A′4 −A′2
1 0 0 0
2 1 0 0
-4 5 -8 -4
3 -2 2 1
1 6 -14 -7

A1 A′2 A′′3 A′′′4 = A′′4 − 1
2A
′′
3

1 0 0 0
2 1 0 0
-4 5 -8 0
3 -2 2 0
1 6 -14 0

και χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 4.5.2 ϐλέπουµε ότι :

r(A1, A2, A3, A4) = r(A1, A
′
2, A

′′
3)

΄Οµως τα διανύσµατα

A1 = ~e1 + 2~e2 − 4~e3 + 3~e4 + ~e5

A′2 = ~e2 + 5~e23 − 2~e4 + 6~e5

A′′3 = −8~e3 + 2~e4 − 14~e5

ικανοποιούν τις πρϋποθέσεις της Πρότασης 4.5.3, και εποµένως r(A1, A
′
2, A

′′
3) =

3. Αρα:
r(A1, A2, A3, A4) = 3

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να προσδιορίσετε την ϐαθµίδα των διανυσµάτων:

~X1 = (1, 4,−1, 3), ~X2 = (2, 1,−3,−1), ~X3 = (0, 2, 1,−5)

του R4.
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΄Ασκηση 4.5.3 Να προσδιοριθεί η ϐαθµίδα των ακόλουθων διανυσµάτων του
C4:

A1 = (1, i, 1 + i,−i)

A2 = (−i, 0, 2− i, 1 + i)

A3 = (0,−1, 0, 1)

A4 = (3i,−2− i,−4 + 3i,−i)

4.6 Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.6.1 Είναι τα παρακάτω σύνολα διανυσµάτων γραµµικά ανεξάρτη-
τα ; Σε κάθε περίπτωση δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

1. {1, π} ⊆ R υπεράνω του Q.

Σωστό Λάθος

2. {1, i} ⊆ C υπεράνω του R.

Σωστό Λάθος

3. {1, i} ⊆ C υπεράνω του C.

Σωστό Λάθος

4. {~x2, ~x4, ~x6} ⊆ VK όταν γνωρίζουµε ότι το σύνολο {~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5, ~x6} ⊆
VK είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Σωστό Λάθος

5. {~x1, ~x2, ~x2, ~x4} ⊆ VK όταν γνωρίζουµε ότι dimK V = 3.

Σωστό Λάθος

΄Ασκηση 4.6.2 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος C
των µιγαδικών αριθµών, και έστω {~ε1, · · · , ~εn} µια ϐάση του VC. Να δείξετε ότι ο
V µπορεί να ϑεωρηθεί και ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R, και µάλιστα
το σύνολο {~ε1, · · · , ~εn, i~ε1, · · · , i~εn} είναι µια ϐάση του VR. Να συµπεράνετε
ότι :

dimR V = 2 dimC V

΄Ασκηση 4.6.3 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K.
Να δείξετε ότι ο V ακριβώς δύο υπόχωρους αν και µόνον αν dimK V = 1.
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΄Ασκηση 4.6.4 ΄Εστω V ο υπόχωρος του R4 ο οποίος παράγεται από τα διανύ-
σµατα :

~x1 = (1, 1, 2, 4), ~x2 = (2,−1,−5, 2), ~x3 = (1,−1,−4, 0), ~x4 = (2, 1, 1, 5),

Να προσδιορίσετε µια ϐάση του V την οποία να επεκτείνετε σε µια ϐάση του R4.

΄Ασκηση 4.6.5 Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύ·νολο του R3:

V = {(x, y, z) ∈ R3 | y = z}

Να δείξετε ότι το V είναι ένας υπόχωρος του R3 και να προσδιορισθεί υπόχωρος
W του R3 έτσι ώστε : R3 = V⊕W. Είναι ο υπόχωρος W µοναδικός ;

΄Ασκηση 4.6.6 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K.
Να δείξετε ότι αν {~e1, · · · , ~ei, · · · , ~en} είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο υποσύ-
νολο του V, τότε και το σύνολο {~e1, · · · , ~ei + λ~ej , · · · , ~en} είναι ένα γραµµικά
ανεξάρτητο υποσύνολο του V, για κάθε λ ∈ K και i 6= j.

΄Ασκηση 4.6.7 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K.
Να δείξετε ότι αν {~e1, · · · , ~ei, · · · , ~en} είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνο-
λο του V. Να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το σύνολο
{~e1 + ~e2, ~e2 + ~e3, · · · , ~en−1 + ~en, ~en + ~e1}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

2. Το n είναι περιττός.

΄Ασκηση 4.6.8 Θεωρούµε τους ακόλουθους υπόχωρους του R4:

V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 − 2x3 + x4 = 0}

W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 = x4 και x2 = 2x3}

Z = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 |x2 + x3 + x4 = 0}

X = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 = 0 και x2 = 2x4}

Να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων: V ∩W και Z ∩ X.

΄Ασκηση 4.6.9 Να προσδιορισθεί, για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R, η ϐαθµίδα
των διανυσµάτων:

~x = (−1, 1, 3), ~y = (5,−2, 9), ~z = (1,−λ, 2λ)
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΄Ασκηση 4.6.10 ΄Εστω M(2×2(C) ο διανυσµατικός χώρος των 2 × 2 πινάκων
υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών. Να εξετασθεί αν το ακόλουθο
σύνολο πινάκων {A,B,C,D} είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

A =

(
1 i

1 + i −i

)
, B =

(
−i 0

2− i 1 + i

)

C =

(
0 −1
0 1

)
, D =

(
3i −2− i

−5 + 3i −i

)
΄Ασκηση 4.6.11 1. Να προσδιορισθεί η τιµή του λ ∈ R, έτσι ώστε τα διανύ-

σµατα του R3

~x1 = (λ,−1

2
,−1

2
), ~x2 = (−1

2
, λ,−1

2
), ~x3 = (−1

2
,−1

2
, λ)

να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

2. Για ποιές τιµές των λ, µ ∈ R τα ακόλουθα διανύσµατα του R4 είναι γραµ-
µικά εξαρτηµένα ;

(α΄)
~x1 = (3,−2,−1, 3), ~x2 = (1, 0, 2, 4), ~x3 = (1,−3, λ, µ)

(ϐ΄)
~x1 = (1, 2, λ, 1), ~x2 = (λ, 1, 2, 3), ~x3 = (0, 1, µ, 0)

3. Να προσδιορισθεί η τιµή του λ ∈ R, έτσι ώστε τα διανύσµατα του R3[t]

P1(t) = 3t3 + t2 − 4t+ 6, P2(t) = t3 + t2 + 4t+ 4, P3(t) = t3 − 4t+ λ

να είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

4. Να προσδιορισθεί η τιµή του λ ∈ R, έτσι ώστε τα διανύσµατα του M2×2(R)

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
, C =

(
−2 1
−4 λ

)
να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 4.6.12 Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3:

~x = (1,−1, 2), ~y = (3, 1,−2)

Να δείξετε ότι τα διανύσµατα αυτά είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ακολούθως
να προσδιορισθεί ο πραγµατικός αριθµός µ έτσι ώστε το σύνολο {~x, ~y, ~z}, όπου
~z = (1, µ, 1), να είναι µια ϐάση του R3.
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΄Ασκηση 4.6.13 1. Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V του
R4, όπου

V := {(x1, x2, x3, x4 ∈ R4 |x1 = x3}

2. Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V του R4, όπου

V := {(x1, x2, x3, x4 ∈ R4 |x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0}

΄Ασκηση 4.6.14 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατοςK.
΄Εστω X := {~x1, ~x2, · · · , ~xn} ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων
του V.

1. Να δείξετε ότι το σύνολο

{~x1 + ~x2, ~x2 + ~x3, · · · , ~xn−1 + ~xn, ~xn + ~x1}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
2. Να δείξετε ότι το σύνολο

{~x1, k2~x1 + ~x2, k3~x1 + ~x3, · · · , kn−1~x1 + ~xn, kn~x1 + ~xn}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο, ∀ki ∈ K, 2 ≤ i ≤ n. Να εξετασθεί εάν ισχύει το
αντίστροφο.

΄Ασκηση 4.6.15 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω ενός σώµατος K. Αν W είναι ένας υπόχωρος του V µε dimKW + 1 <
dimK V, να δείξετε ότι υπάρχει ένας υπόχωρος Z του V έτσι ώστε : W ⊆ Z ⊆ V

και W 6= Z 6= V.

΄Ασκηση 4.6.16 ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος
K. Το µήκος µια αλυσίδας υπόχωρων

W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wk−1 ⊂Wk

ορίζεται να είναι ο αριθµός k. Να δείξετε ότι ο V είναι πεπερασµένης διάστα-
σης αν και µόνον αν υπάρχει µέγιστο στα µήκη όλων των δυνατών αλυσίδων
υπόχωρων του V.

΄Ασκηση 4.6.17 Να εξετάσετε εάν τα ακόλουθα πολυώνυµα

P (t) = t3 − t2 + 3, Q(t) = 2t3 − 5t2 + 3t+ 10, R(t) = 3t3 + 3t2 + t+ 1

είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον διανυσµατικό χώρο R3[t].
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΄Ασκηση 4.6.18 Να προσδιορισθεί µια ϐάση του υπόχωρου του M2×2(R) ο
οποίος παράγεται από τους πίνακες

A =

(
1 −5
−4 2

)
, B =

(
1 1
−1 5

)

C =

(
2 −4
−5 7

)
, D =

(
1 −7
−5 1

)
΄Ασκηση 4.6.19 να δείξετε ότι το σύνολο πολυωνύµων:

P0(t) = 1, P1(t) = 1 + t, P2(t) = 1 + t+ t2, · · · , Pn(t) = 1 + t+ t2 + · · ·+ tn

είναι µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου Kn[t]. Ακολούθως να ϐρεθούν οι
συνιστώσες του τυχόντος πολυωνύµου P (t) = a0 +a1t+ · · ·+ant

n ως προς την
παραπάνω ϐάση.

΄Ασκηση 4.6.20 Να προσδιορισθεί η διάσταση του υπόχωρου του Rn ο οποίος
παράγεται από τα διανύσµατα :

~x1 = (1, 1, 0, · · · , 0, 0, 0), ~x2 = (0, 1, 1, · · · , 0, 0, 0), · · ·

~xn−1 = (0, 0, 0, · · · , 0, 1, 1), ~xn = (1, 0, 0, · · · , 0, 0, 1)

΄Ασκηση 4.6.21 ΄Εστω V το σύνολο όλων των 3× 3 πινάκων υπεράνω του R,
της µορφής :

A =

 0 b c
−b 0 e
−c −e 0


Να δείξετε ότι το V είναι ένας υπόχωρος του M3×3(R), και αφού προσδιορίσετε
µια ϐάση του, να υπολογίσετε την διάσταση του.

΄Ασκηση 4.6.22 ΄Εστω V το σύνολο όλων των 3× 3 πινάκων υπεράνω του R,
της µορφής :

A =

 a 2c 2b
b a 2c
c b a


Να δείξετε ότι το V είναι ένας υπόχωρος του M3×3(R), και αφού προσδιορί-

σετε µια ϐάση του, να υπολογίσετε την διάσταση του.
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΄Ασκηση 4.6.23 ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο µε n στοιχεία. Θεωρούµε
τον διανυσµατικό χώρο F(S,R) υπεράνω του R όλων των συναρτήσεων f : S −→
R. Για κάθε στοιχείο s ∈ S ϑεωρούµε την χαρακτηριστική συνάρτηση

χs : S −→ R, t 7→ χs(t) =

{
1, αν t = s
0, αν t 6= s

}
Να δείξετε ότι το σύνολο B := {χs | s ∈ S} είναι µια ϐάση του F(S,R). Ποιά
είναι η διάσταση του διανυσµατικού χώρου F(S,R);

΄Ασκηση 4.6.24 Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο A(R) των ακολουθιών µε
στοιχεία πραγµατικούς αριθµούς, και έστω p, q ∈ R µε q 6= 0. ΄Εστω

V = {(xn)n≥0 ∈ A(R) |xn = pxn−1 + qxn−2}

ο υπόχωρος των αναγωγικών ακολουθιών. Να δείξετε προσδιορίσετε µια ϐάση
και την διάσταση του V.



Κεφάλαιο 5

Γραµµικες Απεικονισεις

Στην άλγεβρα, και γενικότερα στα Μαθηµατικά, σπουδαίο ϱόλο στην µελέτη
µιας έννοιας ή ενός αντικειµένου διαδραµατίζει η σύγκριση της µε οµοειδείς
έννοιες ή οµοειδή αντικείµενα. Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε τρόπους
σύγκρισης δύο διανυσµατικών χώρων υπεράνω ενός σώµατος K. ΄Οπως είδα-
µε η ϐασική δοµή ενός διανυσµατικού χώρου καθορίζεται από την πράξη της
πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού. Εποµένως είναι ϕυσικό να
προσπαθήσουµε να συγκρίνουµε δύο διανυσµατικούς χώρους µέσω µιας α-
πεικόνισης η οποία απαιτούµε να διατηρεί την ϐασική δοµή τους, δηλαδή την
πρόσθεση και τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό. ΄Ετσι οδηγούµαστε στην έννοια
της γραµµικής απεικόνισης µέσω της οποίας συσχετίζουµε και συγκρίνουµε
δυο διανυσµατικούς χώρους υπεράνω ενός σώµατος, αν και ενδεχόµενα τα
στοιχεία τους είναι διαφορετικής ϕύσης.

5.1 Ορισµός - Βασικές Ιδιότητες - Παραδείγµατα

Από τώρα και στο εξής ϑεωρούµε ένα σώµα K και δύο διανυσµατικούς χώρους
E και F υπεράνω του σώµατος K.

Ορισµός 5.1.1 Μια απεικόνιση f : E −→ F καλείται γραµµική αν ικανοποιεί
τα ακόλουθες συνθήκες :

1. ∀~x, ~y ∈ E: f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y).

2. ∀~x ∈ E, ∀k ∈ K: f(k~x) = kf(~x).

Πρίν περάσουµε σε παραδείγµατα γραµµικών απεικονίσεων, ϑα δούµε κά-
ποιες στοιχειώδεις ιδιότητες των γραµµικών απεικονίσεων οι οποίες απορρέουν
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σχετικά άµεσα από το ορισµό. Η παρακάτω πρόταση δείχνει ότι µια γραµµική
απεικόνιση διατηρεί όλες τις έννοιες και κατασκευές οι οποίες απορρέουν από
τον ορισµό του διανυσµατικού χώρου.

Πρόταση 5.1.2 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διαν-
σµατικών χώρων EK και FK.

1. f(~0) = ~0.

2. f(−~x) = −f(~x), ∀~x ∈ E.

3. f(~x− ~y) = f(~x)− f(~y), ∀~x, ~y ∈ E.

4. ∀n ≥ 1, ∀~x1, · · · , ~xn ∈ E, ∀λ1, · · · , λn ∈ K:

f(λ1~x1 + · · ·+ λn~xn) = λ1f(~x1) + · · ·+ λnf(~xn).

Απόδειξη : 1. Επειδή ~0 + ~0 = ~0, από τη γραµµικότητα της f έπεται ότι
f(~0) = f(~0 +~0) = f(~0) + f(~0). Εποµένως ~0 = f(~0)− f(~0) = [f(~0) + f(~0)]−
f(~0) = f(~0) + [f(~0)− f(~0)] = f(~0) +~0 = f(~0).

2. Χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα της f ϑα έχουµε: f(−~0) = f((−1)~0) =
(−1)f(~0) = −f(~0).

3. Χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα της f και το 2. ϑα έχουµε: f(~x −
~y) = f(~x+ (−~y)) = f(~x) + f(−~y) = f(~x)− f(~y).

4. Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο πλήθος n ≥ 1 των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn.
Η περίπτωση n = 1 συµπίπτει µε το 2. του ορισµού 5.1.1. Αν n = 2, τότε
απο τον ορισµό 5.1.1 ϑα έχουµε: f(λ1~x1 + λ2~x2) = f(λ1~x1) + f(λ2~x2) =
λ1f(~x1) + λ2f(~x2). Υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για n ≥ 2 το πλή-
ϑος διανύσµατα. Τότε, χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση, ϑα έχουµε
f(λ1~x1 + · · · + λn~xn + λn+1~xn+1) = f((λ1~x1 + · · · + λn~xn) + λn+1~xn+1) =
f(λ1~x1 + · · ·+λn~xn) + f(λn+1~xn+1) = λ1f(~x1) +λ2f(~x2) + · · ·+λnf(~xn) +
λn+1f(~xn+1). Εποµένως ο ισχυρισµός 4. ισχύει για κάθε n ≥ 1. 2

Πόρισµα 5.1.3 ΄Εστω E, F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος K.
Μια απεικόνιση f : E −→ F είναι γραµµική αν και µόνον αν :

f(λ~x+ µ~y) = λf(~x) + µf(~y), ∀~x, ~y ∈ E, ∀λ, µ ∈ K

Απόδειξη : Αν η f είναι γραµµική, τότε η Ϲητούµενη σχέση προκύπτει από
την Πρόταση 5.1.2. Αν η παραπάνω σχέση ισχύει, τότε η γραµµικότητα της f
προκύπτει ϑέτοντας διαδοχικά λ = µ = 1 και µ = 0 στην παραπάνω σχέση.
2
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Παράδειγµα 5.1.1 ΄Εστω E, F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος
K.

1. Η µηδενική απεικόνιση OE,F : E −→ F, η οποία ορίζεται ως εξής : OE,F(~x) =
~0, είναι τετριµµένα γραµµική.

2. Η ταυτοτική απεικόνιση IdE : E −→ E, η οποία ορίζεται ως εξής : IdE(~x) = ~x,
είναι τετριµµένα γραµµική.

3. ΄Εστω r ∈ K ένας σταθερός αριθµός. Οµοθεσία µε λόγο r επί του E

καλείται η απεικόνιση fr : E −→ E, ~x 7→ fr(~x) = r~x. Προφανώς η fr είναι µια
γραµµική απεικόνιση.

Παρατηρούµε ότι για r = 1 έχουµε f1 = IdE, και για r = 0 έχουµε f0 =
OE,E.

4. ΄Εστω η απεικόνιση f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (x+ y, z). Τότε η f είναι
γραµµική.

5. Θεωρούµε την απεικόνιση f : C −→ R η οποία ορίζεται ως εξής : f(a +
bi) = a, όπου a, b ∈ R. Τότε η f είναι γραµµική.

6. ΄Εστω n ≥ 1 ένας ϕυσικός αριθµός και έστω Kn[t] ο διανυσµατικός
χώρος των πολυωνύµων µε ϐαθµό ≤ n υπεράνω του K. Τότε η απεικόνιση
f : Kn+1 −→ Kn[t] η οποία ορίζεται ως εξής

f(a0, a1, · · · , an) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n

είναι γραµµική.
7. Η απεικόνιση D : R[t] −→ R[t] η οποία στέλνει κάθε πολυώνυµο P (t) =

a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n στην παράγωγο του D(P (t)) = a1 + 2a2t+ · · ·+
nant

n−1 είναι γραµµική απεικόνιση. Προφανώς η D µπορεί να ϑεωρηθεί και
ως γραµµική απεικόνιση Rn[t] −→ Rn[t] ή ως γραµµική απεικόνιση Rn[t] −→
Rn−1[t].

8. ΄Εστω θ ∈ [0, 2π] µια σταθερή γωνία, και έστω η απεικόνιση

fθ : R2 −→ R2, (x, y) 7→ fθ(x, y) = (x cos(θ)− y sin(θ), x sin(θ) + y(cos(θ))

Τότε η απεικόνιση fθ, η οποία αναπαριστά στροφή επιπέδου κατά γωνία θ, είναι
γραµµική.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Αποδείξτε ότι οι απεικονίσεις του Παραδείγµατος 5.1.1 είναι πράγµατι γραµ-
µικές.

Πρόχειρη ∆οκιµασία
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Θεωρούµε την απεικόνιση f : R3 −→ R2, f(x, y, z) := (x + 1, y). Είναι η f
γραµµική ;

Σχόλιο 5.1.2 ΄Οπως έχουµε δει υπάρχουν σύνολα τα οποία είναι διανυσµα-
τικοί χώροι υπεράνω δύο διαφορετικών σωµάτων. Το παρακάτω παράδειγµα
δείχνει ότι η έννοια της γραµµικής απεικόνισης εξαρτάται από το σώµα υπεράνω
του οποίου είναι ορισµένοι οι διανυσµατικοί χώροι.

Θεωρούµε την απεικόνιση f : C −→ C, f(a + bi) = b + ai, όπου a, b ∈ R.
Αν ϑεωρήσουµε το C σαν διανυσµατικό χώρο υπεράνω του R, τότε η f είναι
γραµµική. Πραγµατικά: έστω z = a1 + b1i και w = a2 + b2i δύο µιγαδικοί
αριθµοί. Τότε f(z+w) = f

(
(a1 +b1i)+(a2 +b2i)

)
= f

(
(a1 +a2)+(b1 +b2)i

)
=

(b1 +b2)+(a1 +a2)i = (b1 +a1i)+(b2 +a2i) = f(z)+f(w). Επίσης αν r ∈ R,
τότε f(rz) = f

(
r(a1+b1i)

)
= f(ra1+rb1i) = rb1+ra1i = r(b1+a1i) = rf(z).

΄Αρα η f : CR −→ CR είναι γραµµική. Η f όµως δεν είναι γραµµική όταν το C
ϑεωρηθεί ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του εαυτού του. Πραγµατικά για να
είναι η f : CC −→ CC γραµµική ϑα πρέπει να ισχύει f(zw) = zf(w), ∀z, w ∈ C.
΄Οµως f(zw) = f

(
(a1 + b1i)(a2 + b2i)

)
= f

(
(a1a2−+b1b2) +(a1b2 + b1a2)i

)
=

(a1b2+b1a2)+(a1a2+b1b2)i, και zf(w) = (a1+b1i)(b2+a2i) = (a1b2−b1a2)+
(a1a2 + b1b2)i. Ιδιαίτερα διαλέγοντας z = w = i ϐλέπουµε ότι f(zw) 6= zf(w)
και εποµένως η f δεν είναι γραµµική.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να δείξετε ότι η απεικόνιση f : C2 −→ C, f(z1, z2) = z1+z2, όπου z συµβολίζει
τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού z, είναι γραµµική όταν τα σύνολα C2 και C
ϑεωρηθούν ως διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του C, αλλά δεν είναι γραµµική
όταν τα σύνολα C2 και C ϑεωρηθούν ως διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του R.

΄Οπως έχουµε δει κάθε σώµα K µπορεί να ϑεωρηθεί σαν διανυσµατικός
χώρος υπεράνω του εαυτού του. Αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω
του K, τότε οι γραµµικές απεικονίσεις E −→ K έχουν ιδιαίτερη σηµασία και ϑα
µας απασχολήσουν στο επόµενο Κεφάλαιο. Προς το παρόν αναφέρουµε τον
ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 5.1.4 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K.
Μια γραµµική απεικόνιση f : E −→ K καλείται γραµµική µορφή επί του E.

Το σύνολο όλων των γραµµικών µορφών επί του E συµβολίζεται µε E?.

Οι ακόλουθες δύο προτασεις µας εφοδιάζουν µε µια µεγάλη ποικιλία πα-
ϱαδειγµάτων γραµµικών απεικονίσεων.
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Πρόταση 5.1.5 ΄Εστω K ένα σώµα.
1. ΄Εστω a1, a2, · · · , an σταθεροί αριθµοί από το σώµα K. Τότε η απεικόνιση

f : Kn −→ K, ~x = (x1, x2, · · · , xn) 7→ f(~x) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

είναι γραµµική, δηλαδή είναι µια γραµµική µορφή.
2. Αντίστροφα αν f : Kn −→ K είναι µια γραµµική µορφή, τότε υπάρχουν (µο-

ναδικοί) αριθµοί a1, a2, · · · , an από το σώµα K, έτσι ώστε : f(x1, x2, · · · , xn) =
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn, ∀(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn.

Απόδειξη : 1. ΄Εστω ~x = (x1, x2, · · · , xn), ~y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Kn. Τό-
τε : f(~x + ~y) = f((x1, x2, · · · , xn) + (y1, y2, · · · , yn)) = f(x1 + y1, x2 +
y2, · · · , xn + yn) = a1(x1 + y1) + a2(x2 + y2) + · · ·+ an(xn + yn) = (a1x1 +
a2x2 + · · · + anxn) + (a1y1 + a2y2 + · · · + anyn) = f(~x) + f(~y). ΄Αρα ι-
σχύει η συνθήκη 1. του ορισµού 5.1.1. Επίσης αν λ ∈ K, τότε : f(λ~x) =
f(λ(x1, x2, · · · , xn)) = f(λx1, λx2, · · · , λxn) = a1λx1 + a2λx2 + · · · anλxn =
λ(a1x1 + a2x2 + · · · + anxn) = λf(~x). ΄Αρα ισχύει και η συνθήκη 2. του
ορισµού 5.1.1, και εποµένως η f είναι γραµµική.

2. ΄Εστω f : Kn −→ K µια γραµµική απεικόνιση. Θέτουµε a1 := f(~e1), a2 :=
f(~e2), · · · , an := f(~en), όπου ~e1 = (1, 0, · · · , 0), ~e2 = (0, 1, · · · , 0), · · · , ~en =
(0, 0, · · · , 1) είναι η κανονική ϐάση τουKn. Τότε για κάθε ~x = (x1, x2, · · · , xn) ∈
Kn, ϑα έχουµε ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · · + xn~en. Εποµένως, χρησιµοποιώντας
την γραµµικότητα της f , ϑα έχουµε: f(~x) = f(x1~e1 + x2~e2 + · · · + xn~en) =
x1f(~e1)+x2f(~e2)+ · · ·+xnf(~en) = a1x1 +a2x2 + · · ·+anxn. Από τον ορισµό
τους οι αριθµοί a1, a2, · · · , an είναι µοναδικοί. 2

Παράδειγµα 5.1.3 Η απεικόνιση f : R3 −→ R, f(x, y, z) := 3x+ 2y− 5z είναι
γραµµική.

Πρόταση 5.1.6 ΄Εστω K ένα σώµα και n,m ∈ N. Αν f : Kn −→ Km είναι µια
απεικόνιση, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η f είναι γραµµική.

2. Υπάρχουν m το πλήθος γραµµικές µορφές f1, · · · , fm : Kn −→ K έτσι
ώστε :

f(~x) =
(
f1(~x), f2(~x), · · · , fm(~x)

)
.

3. Υπάρχουν nm το πλήθος αριθµοί {aij}1≤i≤m1≤j≤n από το σώµα K, έτσι ώστε,
∀~x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn:

f(x1, x2, · · · , xn) = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, · · · , am1x1 + · · ·+ amnxn)
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Απόδειξη : 1. ⇒ 2. Η απεικόνιση f προσδιορίζει µοναδικά m απεικονίσεις
fi : Kn −→ K, όπου fi(~x) = η i-οστή συνιστώσα του διανύσµατος f(~x). Θα
δείξουµε ότι η fi είναι γραµµική, ∀i = 1, 2, · · · ,m. ΄Εστω ~x, ~y ∈ Kn και
λ, µ ∈ K. Τότε f(λ~x + µ~y) =

(
f1(λ~x + µ~y), f2(λ~x + µ~y), · · · , fm(λ~x + µ~y)

)
.

Επειδή η f είναι γραµµική ϑα έχουµε

f(λ~x+ µ~y) = λf(~x) + µf(~y)

= λ(f1(~x), f2(~x), · · · , fm(~x)) + µ(f1(~y), f2(~y), · · · , fm(~y))

= (λf1(~x), λf2(~x), · · · , λfm(~x)) + (µf1(~y), µf2(~y), · · · , µfm(~y))

= (λf1(~x) + µf1(~y), λf2(~x) + µf2(~y), · · · , λfm(~x) + µfm(~y))

Εποµένως fi(λ~x+µ~y) = λfi(~x)+µf1(~y), ∀i = 1, 2, · · · ,m, και άρα η fi είναι
γραµµική.

2. ⇔ 3. Προκύπτει άµεσα από την Πρόταση 5.1.5.
2. ⇒ 1. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό των πράξεων του διανυσµατικού

χώρου Km και την γραµµικότητα των απεικονίσεων fi, 1 ≤ i ≤ m, έπεται
άµεσα ότι η f είναι γραµµική. 2

Παράδειγµα 5.1.4 Θεωρούµε τις απεικονίσεις

f : R5 −→ R3, (x1, · · · , x5) 7→ f(x1, · · · , x5) = (x1−2x3, 4x5+8x4, x2−3x5+6x1+5x3)

g : C3 −→ C3, (x, y, z) 7→ g(x, y, z) = (x+ iz, 3ix− 2y + iz, 4y + 5iz)

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.6 οι απεικονίσεις f, g είναι γραµµικές.

΄Ασκηση 5.1.5 ΄ΕστωA ένας σταθερός n×n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα
K. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο Mn×n(K) των m × n πινάκων υπεράνω
του K και ορίζουµε απεικόνιση

f : Mn×n(K) −→Mn×n(K), M 7→ f(M) := MA−AM

Να εξετασθεί εάν η f είναι γραµµική.
Λύση: Χρησιµοποιώντας τις στοιχειώδεις ιδιότητες πινάκων από το Κεφά-

λαιο 2, ϑα έχουµε f(M1 + M2) = (M1 + M2)A − A(M1 + M2) = M1A +
M2A − AM1 − AM2 = (M1A − AM1) + (M2A − AM2) = f(M1) + f(M2).
Επίσης αν r ∈ K, τότε : f(rM) = (rM)A − A(rM) = r(MA) − (Ar)M =
r(MA)− r(AM) = r(MA−AM) = rf(M). ΄Αρα η f είναι γραµµική.

Πρόχειρη ∆οκιµασία
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΄Εστω A ένας σταθερόςm×n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Θεωρούµε
τους διανυσµατικούς χώρους Kn και Km των στηλών µε n και m στοιχεία
αντίστοιχα, από το σώµα K. Ορίζουµε µια απεικόνιση

fA : Kn −→ Km, ~X 7→ fA( ~X) := A ~X

Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική.

5.2 Πυρήνας και Εικόνα Γραµµικής Απεικόνισης

΄Οπως είδαµε στην Πρόταση 5.1.2 µια γραµµική απεικόνιση διατηρεί γραµ-
µικούς συνδυασµούς διανυσµάτων. Στην παρούσα παράγραφο ϑα δούµε ότι
γενικότερα µια γραµµική απεικόνιση διατηρεί υπόχωρους. Επίσης ϑα µελε-
τήσουµε ειδικού τύπου γραµµικές απεικονίσεις.

Ορισµός 5.2.1 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των δια-
νυσµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K. ΄Εστω V ⊆ E και W ⊆ F

τυχόντα υποσύνολα.

1. Η εικόνα f(V) του υποσυνόλου V µέσω της f ορίζεται να είναι το υποσύ-
νολο :

f(V) := {~y ∈ F | ∃~x ∈ V : f(~x) = ~y}

2. Η αντίστροφη εικόνα f−1(W) του υποσυνόλου W µέσω της f ορίζεται
να είναι το υποσύνολο:

f−1(W) := {~x ∈ E | f(~x) ∈W}

Επειδή, όπως ϑα δούµε σε λίγο, οι υπόχωροι f−1({~0}) και f(E) παρου-
σιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον, αξίζουν ιδιαίτερη µνεία και γι΄ αυτό δίνουµε τον
ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 5.2.2 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Η εικόνα Im(f) της f ορίζεται να είναι η εικόνα του E µέσω της f , δηλα-
δή :

Im(f) := f(E) = {~y ∈ F | ∃~x ∈ E : f(~x) = ~y}

2. Ο πυρήνας Ker(f) της f ορίζεται να είναι η αντίστροφη είκόνα f−1({~0})
του µηδενικού υπόχωρου {~0} του F µέσω της f , δηλαδή:

Ker(f) := f−1({~0}) = {~x ∈ E | f(~x) = ~0}
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Παράδειγµα 5.2.1 Θεωρούµε την απεικόνιση

f : R3 −→ R2, (x, y, z) 7→ f(x, y, z) := (x+ y, y)

Σύµφωνα µε την Πρόταση 5.1.6 η f είναι γραµµική. Θα προσδιορίσουµε την
εικόνα Im(f) και τον πυρήνα Ker(f) της f . ΄Εστω (x, y, z) ∈ Ker(f). Τότε
f(x, y, z) = (0, 0) και εποµένως (x + y, y) = (0, 0). Αυτό σηµαίνει ότι x = −y
και y = 0, και άρα x = y = 0. Εποµένως Ker(f) = {(x, y, z) ∈ R3 |x = y =
0} = {(0, 0, z) ∈ R3 | z ∈ R}. Προφανώς ο Ker(f) είναι ο υπόχωρος του R3 ο
οποίος παράγεται από το διάνυσµα (0, 0, 1) το οποίο αποτελεί ϐάση του. Από την
άλλη πλευρά έστω (a, b) ∈ Im(f). Τότε υπάρχει ένα διάνυσµα (x, y, z) ∈ R3

έτσι ώστε f(x, y, z) = (a, b), δηλαδή (x+y, y) = (a, b). Εποµένως x+y = a και
y = b, το οποίο συνεπάγεται ότι x = a−b. ΄Ετσι Im(f) = {(a−b, b) ∈ R2 | a, b ∈
R} = {a(1, 0)−b(1, 1) | a, b ∈ R}. Προφανώς η εικόνα Im(f) είναι ο υπόχωρος
του R2 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~e = (1, 0) και ~ε = (1, 1) τα οποία
αποτελούν ϐάση του. ΄Αρα dimR Im(f) = 2 και επειδή dimRR2 = 2, ϑα έχουµε
Im(f) = R2 (ϕυσικά αυτό µπορεί να διαπιστωθεί και άµεσα).

Πρόταση 5.2.3 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε η εικόνα f(V) του V µέσω της f
είναι ένας υπόχωρος του F.

2. Αν W είναι ένας υπόχωρος του F, τότε η αντίστροφη εικόνα f−1(W) του
W µέσω της f είναι ένας υπόχωρος του E.

Απόδειξη : 1. Παρατηρούµε ότι επειδή ο V είναι υπόχωρος του E, ϑα έχουµε
~0 ∈ V. Επίσης επειδή η f είναι γραµµική, ϑα έχουµε f(~0) = ~0. ΄Αρα ~0 ∈ f(V)
και εποµένως το σύνολο f(V) είναι µη-κενό. ΄Εστω ~z, ~w ∈ f(V), και λ, µ ∈ K.
Τότε υπάρχουν ~x, ~y ∈ V έτσι ώστε f(~x) = ~z και f(~y) = ~w. Επειδή το σύνολο
V είναι υπόχωρος του E, έπεται ότι λ~x + µ~y ∈ V. Τότε f(λ~x + µ~y) ∈ f(V),
και εποµέ·νώς επειδή η f είναι γραµµική ϑα έχουµε: f(λ~x+ µ~y) = λf(~x) +
µf(~y) = λ~z + µ~w ∈ f(V). Συµπεραίνουµε ότι το σύνολο f(V) είναι ένας
υπόχωρος του F.

2. Επειδή η f είναι γραµµική ϑα έχουµε f(~0) = ~0, και επειδή ο W

είναι υπόχωρος του E ϑα έχουµε ~0 ∈ W. ΄Αρα ~0 ∈ f−1(W) και εποµένως το
σύνολο f−1(W) είναι µη-κενό. ΄Εστω τώρα ~x, ~y ∈ f−1(W) και λ, µ ∈ K. Τότε
f(~x), f(~y) ∈ W, και επειδή ο W είναι υπόχωρος του F, έπεται ότι λf(~x) +
µf(~y) ∈ W. ΄Οµως επειδή η f είναι γραµµική ϑα έχουµε λf(~x) + µf(~y) =
f(λ~x + µ~y) ∈ W, το οποίο σηµαίνει ότι λ~x + µ~y ∈ f−1(W). ΄Αρα το σύνολο
f−1(W) είναι ένας υπόχωρος του E. 2
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Επειδή το µονοσύνολο {~0} είναι υπόχωρος του F και ο χώρος E είναι
υπόχωρος του εαυτού του, από την παραπάνω πρόταση έχουµε την ακόλουθη
συνέπεια.

Πόρισµα 5.2.4 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Ο πυρήνας Ker(f) της f είναι ένας υπόχωρος του E.

2. Η εικόνα Im(f) της f είναι ένας υπόχωρος του F.

Θα δούµε τώρα ότι µια γραµµική απεικόνιση f : E −→ F επάγει µια 1-1
και επί αντιστοιχία ανάµεσα σε κάποια διακεκριµένα σύνολα υπόχωρων των
διανυσµατικών χώρων E και F.

Πρόταση 5.2.5 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K. Τότε η απεικόνιση συνόλων

F :
{
υπόχωροι V του E έτσι ώστε Ker(f) ⊆ V

}
−→

{
υπόχωροι W του Im(f)

}
η οποία ορίζεται ως F(V ) := f(V) είναι 1-1 και επί. Η αντίστροφη της F είναι
η απεικόνιση F−1(W) := f−1(W).

Απόδειξη : Αν V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε από τη Πρόταση 5.2.3 έπεται
ότι f(V) είναι ένας υπόχωρος του F, και προφανώς ϑα έχουµε f(V) ⊆ Im(f) =
f(E). Εποµένως η απεικόνιση F είναι καλά ορισµένη. ΄Εστω V1,V2 δύο
υπόχωροι του E οι οποίοι περιέχουν τον πυρήνα Ker(f): Ker(f) ⊆ Vi, i = 1, 2,
και υποθέτουµε ότι ισχύει : F(V1) = F(V2), δηλαδή f(V1) = f(V2). Θα
δείξουµε ότι V1 = V2. ΄Εστω ~x ∈ V1. Τότε f(~x) ∈ f(V1) = f(V2). ΄Αρα
υπάρχει ~y ∈ V2 έτσι ώστε f(~x) = f(~y), και εποµένως f(~x − ~y) = ~0· δηλαδή
~x − ~y ∈ Ker(f). Επειδή Ker(f) ⊆ V2, έπεται ότι ~z := ~x − ~y ∈ V2. Τότε
όµως το διάνυσµα ~x = ~z + ~y ανήκει στον υπόχωρο V2. Εποµένως V1 ⊆ V2.
∆ουλεύοντας ανάλογα ϑα έχουµε V2 ⊆ V1. ΄Αρα V1 = V2 και η απεικόνιση F
είναι 1-1. ΄Εστω τώρα W ένας υπόχωρος του F έτσι ώστε W ⊆ Im(f) = f(E).
Θέτουµε V := f−1(W). Από τη Πρόταση 5.2.3 έπεται ότι ο V είναι ένας
υπόχωρος του E. Θα δείξουµε ότι Ker(f) ⊆ V και F(V) = W. Αν ~x ∈ Ker(f),
τότε f(~x) = ~0 ∈W. ΄Αρα ~x ∈ f−1(W) = V και εποµένως Ker(f) ⊆ V. Από την
άλλη πλευρά, εξ΄ ορισµού προκύπτει άµεσα ότι f(V) = F (f−1(W)) ⊆ W. Αν
~w ∈W, τότε ~w ∈ Im(f) = f(E) και άρα ~w = f(~x) για κάποιο ~x ∈ E. Τότε εξ΄
ορισµού το ~x ανήκει στο f−1(W) = V και άρα ~w = f(~x) ∈ f(f−1(W)) = f(V).
Εποµένως W = f(f−1(W)) = f(V) και αυτό σηµαίνει ότι F(V) = W, δηλαδή
η απεικόνιση F είναι επί. 2

Θα µελετήσουµε τώρα κάποιους ειδικούς τύπους γραµµικών απεικονίσεων
οι οποίοι ϑα διαδραµατίσουν σπουδαίο ϱόλο στη συνέχεια.
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Ορισµός 5.2.6 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Η f καλείται µονοµορφισµός αν η f είναι 1-1, δηλαδή:

∀~x, ~y ∈ E : f(~x) = f(~y) =⇒ ~x = ~y

2. Η f καλείται επιµορφισµός αν η f είναι απεικόνιση επί :

∀~y ∈ F, ∃ ~x ∈ E : f(~x) = ~y

3. Η f καλείται ισοµορφισµός αν η f είναι 1-1 και επί.

Ορισµός 5.2.7 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος
K. Οι E και F καλούνται ισόµορφοι αν υπάρχει ένας ισοµορφισµός f : E −→ F.
Σε αυτή την περίπτωση ϑα γράφουµε E ∼= F.

Προφανώς οι διανυσµατικοί χώροι E και F είναι ισόµορφοι αν-ν υπάρχει
ένας ισοµορφισµός g : F −→ E. Επιπλέον η σχέση ισοµορφίας ∼= στο σύνολο
των διανυσµατικών χώρων υπεράνω του K είναι µια σχέση ισοδυναµίας όπως
δείχνει η ακόλουθη άσκηση.

΄Ασκηση 5.2.2 ΄Εστω ότι E, F και G είναι διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του
σώµατος K. Τότε να δείξετε τα ακόλουθα:

1. E ∼= E.
2. E ∼= F αν και µόνον αν F ∼= E.
3. Αν E ∼= F και F ∼= G, τότε E ∼= G.
Να συµπεράνετε ότι η σχέση ισοµορφίας ∼= στο σύνολο των διανυσµατικών

χώρων υπεράνω του K είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

Συµβολισµός 5.2.3 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των
διανυσµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Αν η f είναι µονοµορφισµός, αυτό ϑα το συµβολίζουµε ως εξής : f : E�
F.

2. Αν η f είναι επιµορφισµός, αυτό ϑα το συµβολίζουµε ως εξής : f : E� F.

3. Αν η f είναι ισοµορφισµός, αυτό ϑα το συµβολίζουµε ως εξής : f : E
∼=−→ F.

Λήµµα 5.2.8 ΄Εστω f : E −→ F και g : F −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις
µεταξύ των διανυσµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K. Αν ισχύει
f ◦ g = IdF, τότε η g είναι µονοµορφισµός και η f είναι επιµορφιρµός.
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Απόδειξη : ΄Εστω ~x, ~y ∈ F και υποθέτουµε ότι g(~x) = g(~y). Τότε f(g(~x) =
f(g(~y)), και άρα επειδή f ◦ g = IdF, ϑα έχουµε ~x = (f ◦ g)(~x) = f(g(~x)) =
f(g(~y)) = (f ◦ g)(~y) = ~y. ΄Αρα η g είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω τώρα ~y ∈ F.
Εφαρµόζοντας το διάνυσµα ~y στη σχέση f ◦ g = IdF, ϑα έχουµε (f ◦ g)(~y) =
f(g(~y)) = ~y. Εποµένως η f είναι επιµορφισµός. 2

Πρόταση 5.2.9 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος K.

1. Η f είναι µονοµορφισµός αν-ν Ker(f) = {~0}.

2. Η f είναι επιµορφισµός αν-ν Im(f) = F.

3. Η f είναι ισοµορφισµός αν-ν υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : F −→ E

έτσι ώστε : f ◦g = IdF και g◦f = IdE. Σε αυτή τη περίπτωση η απεικόνιση
f είναι αντιστρέψιµη και g = f−1.

Απόδειξη : 1. ΄Εστω ότι η f είναι µονοµορφισµός, και έστω ~x ∈ Ker(f).
Τότε f(~x) = ~0, και επειδή f(~0) = ~0, ϑα έχουµε f(~x) = f(~0). ΄Οµως η
f είναι 1-1 και άρα ~x = ~0. Επειδή πάντοτε ~0 ∈ Ker(f) συµπεραίνουµε
ότι Ker(f) = {~0}. Αντίστροφα αν Ker(f) = {~0}, και ~x, ~y ∈ E έτσι ώστε
f(~x) = f(~y), τότε f(~x − ~y) = ~0, και άρα ~x − ~y ∈ Ker(f) = {~0}. Εποµένως
~x = ~y και άρα η f είναι µονοµορφισµός.

2. Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό.
3. Υποθέτουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός. Τότε, επειδή η f είναι 1-1

και επί, υπάρχει η αντίστροφή της απεικόνιση g := f−1 : F −→ E η οποία
ικανοποιεί τις σχέσεις : f ◦ g = IdF και g ◦ f = IdE. Αρκεί να δείξουµε ότι
η g είναι γραµµική. ΄Εστω ~y1, ~y2 ∈ F, και k1, k2 ∈ K. Επειδή η f είναι
ισοµορφισµός, για τα διανύσµατα ~y1, ~y2, k1~y1 + k2~y2 ∈ F υπάρχουν µοναδικά
διανύσµατα ~x1, ~x2, ~x3 ∈ E έτσι ώστε :

f(~x1) = ~y1, f(~x2) = ~y2, f(~x3) = k1~y1 + k2~y2 (1)

Εφαρµόζοντας την g στις δύο πρώτες σχέσεις ϑα έχουµε:

~x1 = g(f(~x1)) = g(~y1), ~x2 = g(f(~x2)) = g(~y2) (2)

Τότε k1f(x1) = k1~y1 και k2f(x2) = k2~y2. Επειδή η f είναι γραµµική, προσθέ-
τοντας τις τελευταίες σχέσεις ϑα έχουµε f(k1~x1 + k2~x2) = k1~y1 + k2~y2. Εφαρ-
µόζοντας την g, ϑα έχουµε g(f(k1~x1 +k2~x2)) = k1~x1 +k2~x2 = g(k1~y1 +k2~y2).
Λαµβάνοντας υπ΄ όψιν την (2), η τελευταία σχέση γράφεται

k1g(~y1) + k2g(~y2) = g(k1~y1 + k2~y2) (3)
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Η σχέση (3) δείχνει ότι η απεικόνιση g είναι γραµµική.
Αντίστροφα αν υπάρχει γραµµική απεικόνιση g : F −→ E η οποία ικανο-

ποιεί τις σχέσεις : f ◦ g = IdF και g ◦ f = IdE, τότε η f είναι ισοµορφισµός
όπως προκύπτει απο το Λήµµα 5.2.8. 2

΄Ασκηση 5.2.4 Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x1, x2, x3) := (x1, x1 + x2, x1 + x2 + x3)

Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός.
Λύση: ΄Εστω ~x = (x1, x2, x3) ∈ Ker(f). Τότε f(~x) = ~0, δηλαδή f(x1, x2, x3) =

(0, 0, 0) ή ισοδύναµα: (x1, x1 + x2, x1 + x2 + x3) = (0, 0, 0). Η τελευταία
σχέση δίνει : x1 = 0, x1 + x2 = 0, x1 + x2 + x3 = 0 η οποία είναι ισοδύ-
ναµη µε την xi = 0, i = 1, 2, 3. ΄Αρα ~x = ~0, και εποµένως Ker(f) = {~0},
δηλαδή η f είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω ~y = (y1, y2, y3) ∈ R3. Θέτοντας
~x := (y1, y2 − y1, y3 − y2) ∈ R3, ϑα έχουµε : f(~x) = f(y1, y2 − y1, y3 − y2) =
(y1, y1 + y2 − y1, y1 + y2 − y1 + y3 − y2) = (y1, y2, y3) = ~y. ΄Αρα η f εί-
ναι επιµορφισµός και εποµένως η f είναι ισοµορφισµός. Παρατηρείστε ότι η
f−1 : R3 −→ R3 ορίζεται ως εξής : f−1(y1, y2, y3) = (y1, y2 − y1, y3 − y2).

Πρόχειρη ∆οκιµασία

1. Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (4x− 2y − z, 3x− 4y + z)

είναι επιµορφισµός αλλά όχι µονοµορφισµός.
2. Να δείξετε ότι η γραµµική απεικόνιση

f : R2 −→ R3, f(x, y, z) = (2x− y, x+ 2y, 0)

είναι µονοµορφισµός αλλά όχι επιµορφισµός.

5.3 Το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης

Το ακόλουθο ϑεώρηµα, το οποίο εν συντοµία υποστηρίζει ότι µια γραµµική α-
πεικόνιση καθορίζεται πλήρως από τις τιµές της σε µια ϐάση, είναι ϑεµελιώδες
καθώς από τη µια πλευρά δίνει µια ισχυρή µέθοδο κατασκευής γραµµικών α-
πεικονίσεων και από την άλλη περιγράφει µια από τις σπουδαιότερες ιδιότητες
των διανυσµατικών χώρων. Αυτό το αποτέλεσµα ϑα χρησιµοποιείται συνεχώς
στα επόµενα εδάφια.



5.3. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗΣ 117

Θεώρηµα 5.3.1 [Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης] ΄Εστω f : E −→ F µια γραµ-
µική απεικόνιση µεταξύ των διανυσµατικών χώρων E,F υπεράνω του σώµατος
K.

΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ϐάση του E και έστω C = {~w1, ~w2, · · · , ~wn}
ένα σύνολο διανυσµάτων του F. Τότε υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση
f : E −→ F έτσι ώστε :

f(~ei) = ~wi, ∀i = 1, 2, · · · , n. (∗)

Απόδειξη : ΄Εστω ~x ∈ E ένα τυχόν διάνυσµα του E. Επειδή το σύνολο B είναι
µια ϐάση του E, κατά τα γνωστά, υπάρχουν µοναδικοί αριθµοί x1, x2, · · · , xn ∈
K έτσι ώστε :

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en (1)

Ορίζουµε µια απεικόνιση f : E −→ F ως εξής

f : E −→ F, ~x 7→ f(~x) := x1 ~w1 + x2 ~w2 + · · ·+ xn ~wn (2)

Θα δείξουµε ότι η f είναι µια καλά ορισµένη γραµµική, και είναι η µοναδική
γραµµική απεικόνιση f : E −→ F η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις (∗).

Κατ΄ αρχήν από την µοναδικότητα της γραφής ενός διανύσµατος του E ως
γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης B, έπεται άµεσα ότι η f είναι καλά ορισµένη
απεικόνιση. Επιπλέον η f ικανοποιεί τις σχέσεις (∗). Πράγµατι ϑα έχουµε:
~ei = 0~e1 +0~e2 + · · ·+1~ei+ · · ·+0~en, ∀i = 1, 2, · · · , n. ΄Ετσι από τον ορισµό της
f έπεται ότι : f(~ei) = ~wi, 1 ≤ i ≤ n. ΄Εστω τώρα ~x, ~y ∈ E και k, l ∈ K. Τότε τα
διανύσµατα ~x, ~y και k~x + l~y γράφονται µοναδικά ως γραµµικός συνδυασµός
των διανυσµάτων της ϐάσης B:

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en (3)

~y = y1~e1 + y2~e2 + · · ·+ yn~en (4)

k~x+ l~y = z1~e1 + z2~e2 + · · ·+ zn~en (5)

Από τις (3) και (4) έπεται άµεσα ότι k~x+ l~y = (kx1 + ly1)~e1 + (kx2 + ly2)~e2 +
· · · + (kxn + lyn)~en, και άρα από τη µοναδικότητα της γραφής έχουµε: zi =
kxi + lyi, 1 ≤ i ≤ n. Από την άλλη πλευρά, σύµφωνα µε τον ορισµό της f , ϑα
έχουµε:

f(~x) = x1 ~w1 + x2 ~w2 + · · ·+ xn ~wn

f(~y) = y1 ~w1 + y2 ~w2 + · · ·+ yn ~wn

f(k~x+ l~x) = (kx1 + ly1)~w1 + (kx2 + ly2)~w2 + · · ·+ (kxn + lyn)~wn
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Προσθέτοντας τις δύο πρώτες ϑα έχουµε

kf(~x)+ lf(~y) = k(x1 ~w1 +x2 ~w2 + · · ·+xn ~wn)++l(y1 ~w1 +y2 ~w2 + · · ·+yn ~wn)

Εποµένως f(k~x+ l~y) = kf(~x) + lf(~y), και άρα η f είναι γραµµική.
΄Εστω τώρα g : E −→ F µια άλλη γραµµική απεικόνιση η οποία ικανοποιεί

τις σχέσεις (∗). Εποµένως ϑα έχουµε f(~ei) = ~wi = g(~ei), 1 ≤ i ≤ n. Τότε
λόγω της γραµµικότητας της g, από την σχέση (1) ϑα έχουµε: g(~x) = g(x1~e1+
x2~e2 + · · ·+xn~en) = x1g(~e1)+x2g(~e2)+ · · ·+xng(~en) = x1 ~w1 +x2 ~w2 + · · ·+
xn ~wn = f(~x), δηλαδή f(~x) = g(~x). Επειδή το ~x ∈ E είναι τυχόν, έπεται ότι
f = g. ΄Αρα η f είναι η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : E −→ F η οποία
ικανοποιεί τις σχέσεις (∗). 2

Παράδειγµα 5.3.1 Στον διανυσµατικό χώρο R3 υπεράνω του R, ϑεωρούµε τα
διανύσµατα ~ε1 = (1, 1, 0),~ε2 = (1, 0, 4),~ε3 = (0, 0,−1). Είναι εύκολο να
δεί κανείς ότι το σύνολο B = {~ε1,~ε2, ~e3} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα
αποτελεί µια ϐάση του R3. Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.3.1 ϑα δείξουµε
ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R έτσι ώστε f(~ε1) =
2, f(~ε2) = −7, και f(~ε3) = −1.

΄Εστω ~x = (x1, x2, x3 ∈ R3. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης
για να υπολογίσουµε την τιµή f(x1, x2, x3) ϑα πρέπει να γράψουµε το ~x ως
γραµµικό συνδυασµό της ϐάσης B. Εύκολα ϐλέπουµε ότι :

~x = (x1, x2, x3 = x2~ε1 + (x1 − x2)~ε2 + (4x1 − 4x2 − x3~ε3

Εποµένως σύµφωνα µε την απόδειξη του Θεώρηµατος 5.3.1, ϑα έχουµε : f(x1, x2, x3 =
2x2 + (−7)(x1−x2) + (−1)(4x1− 4x2−x3) = −11x1 + 13x2 +x3. Εποµένως
η Ϲητούµενη γραµµική απεικόνιση είναι f(x1, x2, x3) = −11x1 + 13x2 + x3.

Πόρισµα 5.3.2 ΄Εστω f, g : E −→ F δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου E,F
είναι διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K.
Τότε f = g αν και µόνον αν f(~ei) = g(~ei), ∀i = 1, · · · , n, όπου {~e1, · · · , ~en}
είναι µια τυχούσα ϐαση του E.

Ιδιαίτερα f = OE,F, δηλαδή η f είναι η µηδενική γραµµικη απεικόνιση, αν
και µόνον αν f(~ei) = ~0, ∀i = 1, · · · , n.

Σχόλιο 5.3.2 Σύµφωνα µε το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης, µια γραµµική
απεικόνιση f : E −→ F καθορίζεται µοναδικά από τις τιµές της στα διανύσµατα
µιας, τυχούσας αλλά σταθερής, ϐάσης του E. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί
πολλές ϕορές στο να ορίζουµε µε γραµµική απεικόνιση περιγράφοντας τις τιµές
της στα διανύσµατα της ϐάσης.

Στα επόµενα εδάφια ϑα δούµε πολλές σηµαντικές εφαρµογές του Θεωρή-
µατος Γραµµικής Επέκτασης.
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5.4 Η Θεµελιώδης Εξίσωση ∆ιαστάσεων

Στην παρούσα ενότητα ϑα αποδείξουµε την ϑεµελιώδη εξίσωση διαστάσεων
η οποία συνοδεύει µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ διανυσµατικών χώρων
πεπερασµένης διάστασης, και ϑα µελετήσουµε κάποιες σπουδαίες συνέπειες
της.

Ορισµός 5.4.1 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E και F υπεράνω του σώµατος K. Αν οι χώροι E και F έχουν
πεπερασµένη διάσταση, τότε η ϐαθµίδα της f ορίζεται να είναι η διάσταση του
υπόχωρου Im(f) και συµβολίζεται µε r(f):

r(f) := dimK Im(f)

Θεώρηµα 5.4.2 [Θεµελιώδης Εξίσωση ∆ιαστάσεων ] ΄Εστω E και F δύο διανυ-
σµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Αν f : E −→
F είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε ισχύει η ακόλουθη εξίσωση:

dimK E = dimK Ker(f) + r(f)

Απόδειξη : Επειδή ο χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση και ο πυρήνας
Ker(f) είναι υπόχωρος του E, έπεται ότι ο χώρος Ker(f) έχει πεπερασµέ-
νη διάσταση, ϐλέπε την Πρόταση 4.4.1. ΄Εστω k := dimK Ker(f) και έ-
στω C = {~e1, ~e2, · · · , ~ek} µια ϐάση του Ker(f). Σύµφωνα µε το Πόρισµα
4.2.5 υπάρχουν διανύσµατα ~ek+1, · · · , ~en ∈ E έτσι ώστε το σύνολο B :=
{~e1, ~e2, · · · , ~ek, ~ek+1, · · · , ~en} να είναι µια ϐάση του E. Τότε dimK E = n, και
αρκεί να δείξουµε ότι r(f) = dimK Im(f) = n − k = dimK E − dimK Ker(f).
Για να το δείξουµε αυτό, αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο

D := {f(~ek+1), · · · , f(~en)}

είναι µια ϐάση του υπόχωρου Im(f), καθώς τότε r(f) = dimK Im(f) = |D| =
n−k. Προφανώς τα διανύσµατα του συνόλου D ανήκουν στον υπόχωρο Im(f).

Το σύνολο D είναι γραµµικά ανεξάρτητο : ΄Εστω lk+1, · · · , ln ∈ K έτσι ώστε
να ισχύει lk+1f(~ek+1)+ · · ·+ lnf(~en) = ~0 ή ισοδύναµα (λόγω της γραµµικότη-
τας της f ) f(lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en) = ~0. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το διάνυσµα
lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en ανήκει στον πυρήνα Ker(f) της f , και εποµένως ϑα γρά-
ϕεται µοναδικά ως γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης C. ∆ηλαδή υπάρχουν
αριθµοί l1, · · · , lk ∈ K έτσι ώστε :

lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en = l1~e1 + · · ·+ lk~ek
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ή ισοδύναµα:

(−l1)~e1 + · · ·+ (−lk)~ek + lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en = ~0

Τότε όµως l1 = · · · = lk = lk+1 = · · · = ln = 0, διότι το σύνολο B :=
{~e1, ~e2, · · · , ~ek, ~ek+1, · · · , ~en} είναι γραµµικά ανεξάρτητο ως ϐάση του E. Ε-
ποµένως το σύνολο D είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Το σύνολο D παράγει τον υπόχωρο Im(f): ΄Εστω ~y ∈ Im(f)· τότε υπάρχει
~x ∈ E: f(~x) = ~y. Επειδή το σύνολο B είναι ϐάση του E, ϑα έχουµε ~x =
l1~e1 + · · ·+ lk~ek + lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en, για κάποιους (µοναδικούς) αριθµούς
lj ∈ K, 1 ≤ j ≤ n. Τότε, χρησιµοποιώντας τη γραµµικότητα της f και ότι τα
διανύσµατα ~e1, · · · , ~ek ανήκουν στον πυρήνα της f (άρα f(~ei) = ~0, 1 ≤ i ≤ k),
ϑα έχουµε: ~y = f(~x) = f(l1~e1 + · · ·+ lk~ek+ lk+1~ek+1 + · · ·+ ln~en) = l1f(~e1)+
· · ·+ lkf(~ek)+ lk+1f(~ek+1)+ · · ·+ lnf(~en) = lk+1f(~ek+1)+ · · ·+ lnf(~en). ΄Αρα
το σύνολο D παράγει τον υπόχωρο Im(f).

Συνοψίζοντας ϑα έχουµε ότι το σύνολο D = {f(~ek+1), · · · , f(~en)} είναι
µια ϐάση του Im(f), και άρα r(f) = dimK Im(f) = |D| = n− k = dimK E−
dimK Ker(f). Εποµένως dimK E = dimK Ker(f) + r(f). 2

Παράδειγµα 5.4.1 Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση :

f : R3 −→ R3, (x, y, z) 7→ f(x, y, z) = (x+ 2y, y − z, x+ 2z)

Θα προσδιορίσουµε την ϐαθµίδα r(f) της f καθώς και µια ϐάση των υπόχωρων
Im(f) και Ker(f).

Επειδή (x, y, z) ∈ Ker(f) αν και µόνον αν f(x, y, z) = (x + 2y, y − z, x +
2z) = (0, 0, 0), έπεται ότι οι συντεταγµένες x, y, z του διανύσµατος (x, y, z) είναι
λύσεις του συστήµατος :

x+ 2y = 0, y − z = 0, x+ 2z = 0

Εύκολα ϐλέπουµε ότι οι λύσεις του παραπάνω συστήµατος περιγράφονται από
το σύνολο {(−2t, t, t) | t ∈ R}. Εποµένως Ker(f) = {(−2t, t, t) ∈ R3 | t ∈
R} = {t(−2, 1, 1) ∈ R3 | t ∈ R}. Αυτή η περιγραφή του πυρήνα µας ε-
πιτρέπει να δούµε άµεσα ότι το διάνυσµα ~ε := (−2, 1, 1) είναι µια ϐάση του
Ker(f) και εποµένως dimR Ker(f) = 1. Από την ϑεµελιώδη εξίσωση διαστάσε-
ων dimRR3 = dimR Ker(f) + r(f) ϑα έχουµε τότε 3 = 1 + r(f), και εποµένως
r(f) = 2. Θα προσδιορίσουµε µια ϐάση του υπόχωρου Im(f). Θα έχουµε :

Im(f) = {f(x, y, z) | (x, y, z) ∈ R3} = {(x+ 2y, y− z, x+ 2z) | (x, y, z) ∈ R3}

= {(x, y, x) + (2y,−z + 2z) | (x, y, z) ∈ R3}
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= {(x(1, 0, 1) + y(0, 1, 0) + y(2, 0, 0) + z(0,−1, 2) | (x, y, z) ∈ R3} =

= {x(1, 0, 1) + y(2, 1, 0) + z(0,−1, 2) | (x, y, z) ∈ R3}

Εποµένως Im(f) = 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉, όπου

~ε1 = (1, 0, 1), ~ε2 = (2, 1, 0), ~ε3 = (0,−1, 2)

Εύκολα ϐλέπουµε ότι τα διανύσµατα ~ε1, ~ε2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα και
παράγουν τον υπόχωρο Im(f) διότι ~ε3 = 2~ε1−~ε2. Εποµένως το σύνολο {~ε1, ~ε2}
είναι µια ϐάση του Im(f). ΄Οπως και παραπάνω διαπιστώνουµε ότι r(f) = 2.

΄Ασκηση 5.4.2 ΄Εστω B := {~e1, ~e2, ~e3} µια ϐάση του R3 (όχι κατ΄ ανάγκην η
κανονική), και έστω f : R3 −→ R3 η µοναδική γραµµική απεικόνιση για την
οποία ισχύει :

f(~e1) = ~e1 − ~e2 + ~e3, f(~e2) = 2~e1, f(~e3) = ~e1 + ~e2 + 2~e3

Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός.
Λύση: Θα προσδιορίσουµε πρώτα την f και ακολούθως τον πυρήνα της.

΄Εστω ~x ένα τυχόν διάνυσµα τουR3. Τότε το ~x γράφεται µοναδικά ως γραµµικός
συνδυασµός της ϐάσηςB: ~x = x1~e1+x2~e2+x3~e3, όπου xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 3. Τότε :
f(~x) = f(x1~e1 + x2~e2 + x3~e3) = x1f(~e1) + x2f(~e2) + x3f(~e3) = x1(~e1 − ~e2 +
~e3)+x2(2~e1)+x3(~e1+~e2+2~e3) = (x1+2x2+x3)~e1+(−x1+x3)~e2+(x1+2x3)~e3.
Εποµένως η f ορίζεται (ως προς τη ϐάση B) από τον τύπο :

f(~x) = f(x1~e1+x2~e2+x3~e3) = (x1+2x2+x3)~e1+(−x1+x3)~e2+(x1+2x3)~e3

Θα προσδιορίσουµε τον πυρήνα της f . ΄Εστω ~x = x1~e1 +x2~e2 +x3~e3 ∈ Ker(f).
Τότε f(~x) = (x1 +2x2 +x3)~e1 +(−x1 +x3)~e2 +(x1 +2x3)~e3 = ~0, και εποµένως,
επειδή τα ~e1, ~e2, ~e3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ϑα έχουµε :

x1 + 2x2 + x3 = 0, −x1 + x30, x1 + 2x3 = 0

Λύνοντας αυτό το σύστηµα ως πρός x1, x2, x3, ϐλέπουµε εύκολα ότι έχει µονα-
δική λύση x1 = x2 = x3 = 0. Τότε όµως ~x = ~0 και εποµένως Ker(f) = {~0}.
Ιδιαίτερα η f είναι µονοµορφισµός και dimR Ker(f) = 0. Από την ϑεµελιώδη
εξίσωση διαστάσεων dimRR3 = dimR Ker(f) + r(f) έπεται τότε ότι 3 = r(f).
Με άλλα λόγια dimR Im(f) = 3. Αυτό όµως συνεπάγεται ότι Im(f) = R3,
δηλαδή η f είναι επιµορφισµός. Εποµένως η f είναι ισοµορφισµός.

Το υπόλοιπο τµήµα της παρούσης ενότητας ϑα αφιερωθεί στην µελέτη των
συνεπειών της Θεµελιώδους Εξίσωσης ∆ιαστάσεων και ιδιαίτερα στην µελέτη
της ϐαθµίδας µιας γραµµικής απεικόνισης.
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Αρχίζουµε µε το ακόλουθο σπουδαίο Θεώρηµα το οποίο δίνει ένα απλό
κριτήριο για το πότε δύο διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης είναι
ισόµορφοι.

Θεώρηµα 5.4.3 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διά-
στασης υπεράνω του σώµατος K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. E ∼= F.

2. dimK E = dimK F.

Απόδειξη : 1. ⇒ 2. ΄Εστω f : E −→ F ένας ισοµορφισµός, και έστω dimK E =
dimK Ker(f) + r(f) η ϑεµελιώδης εξίσωση διαστάσεων της f . Επειδή η f
είναι µονοµορφισµός, από την Πρόταση 5.2.9 ϑα έχουµε Ker(f) = {~0} και
άρα dimK Ker(f) = 0. Επίσης η f είναι επιµορφισµός, δηλαδή Im(f) = F,
και άρα r(f) = dimK Im(f) = dimK F. Συνοψίζοντας ϑα έχουµε dimK E =
dimK F.

2. ⇒ 1. Υποθέτουµε ότι dimK E = dimK F := n, και έστωB = {~e1, · · · , ~en}
και C = {~ε1, · · · , ~εn} ϐάσεις των E και F αντίστοιχα. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα
Γραµµικής Επέκτασης 5.3.1, υπάρχουν µοναδικές γραµµικές απεικονίσεις

f : E −→ F, έτσι ώστε : f(~ei) = ~εi, 1 ≤ i ≤ n

g : F −→ E, έτσι ώστε : g(~εi) = ~ei, 1 ≤ i ≤ n

Θα δείξουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός µε αντίστροφη την g. Θεωρούµε την
σύνθεση g ◦ f : E −→ E η οποία προφανώς είναι µια γραµµική απεικόνιση.
Παρατηρούµε ότι (g ◦ f)(~ei) = g(f(~ei)) = g(~εi) = ~ei, 1 ≤ i ≤ n. ΄Οµως και η
ταυτοτική απεικόνιση IdE : E −→ E είναι γραµµική και ικανοποιεί τις σχέσεις
Id(~ei) = ~ei, 1 ≤ i ≤ n. ΄Αρα από το κριτήριο µοναδικότητας στο Θεώρηµα
Γραµµικής Επέκτασης 5.3.1, έπεται ότι g ◦ f = IdE. Εναλλάσσοντας τους
ϱόλους των διανυσµατικών χώρων E και F, ϑα έχουµε µε παρόµοιο τρόπο
ότι f ◦ g = IdF. Εποµένως από την Πρόταση 5.2.9 έπεται οτι η f είναι
ισοµορφισµός µε αντίστροφη την g. ΄Αρα οι χώροι E και F είναι ισόµορφοι. 2

Επειδή ο διανυσµατικός χώρος Kn, όπως έχουµε δει, έχει διάσταση n, ϑα
έχουµε ως άµεσες συνέπειες του παραπάνω Θεωρήµατος τα ακόλουθα σηµαν-
τικά πορίσµατα.

Πόρισµα 5.4.4 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
µε διάσταση dimK E = n. Τότε ο χώρος E είναι ισόµορφος µε τον Kn: E ∼= Kn.

Πόρισµα 5.4.5 ΄Εστω K ένα σώµα, και n,m ≥ 1 δύο ϕυσικοί αριθµοί. Τότε τα
ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
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1. Kn ∼= Km.

2. n = m.

Σχόλιο 5.4.3 Τα Πορίσµατα 5.4.4 και 5.4.5 είναι πολύ σηµαντικά. Το µεν
πρώτο διότι, καθώς ισόµορφοι χώροι έχουν τις ίδιες ϐασικές ιδιότητες, ανάγει
την µελέτη των διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός
σώµατοςK (των οποίων τα στοιχεία ενδέχεται να είναι πολυώνυµα, συναρτήσεις,
πίνακες κτλ) στη µελέτη των διανυσµατικών χώρωνKn, n ≥ 1 οι οποίοι µας είναι
πολύ πιο προσιτοί. Γι΄ αυτό το λόγο αποτελούν µοντέλα των διανυσµατικών
χώρων πεπερασµένης διάστασης. Το δε δεύτερο πόρισµα µας εξασφαλίζει το
«αναλλοίωτο της διάστασης» διανυσµατικών χώρων πεπερασµένων ακολουθιών.

Θα δούµε τώρα µια διαφορετική απόδειξη του Θεωρήµατος 4.4.5 µε χρήση
της Θεµελιώδους Εξίσωσης ∆ιαστάσεων.

Θεώρηµα 5.4.6 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω V και W δύο υποχωροι του E. Τότε ισχύει ο
εξής τύπος :

dimK(V + W) = dimK V + dimKW− dimK(V ∩W)

Απόδειξη : Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο V×W και τον υπόχωρο V + W

του E. Υπενθυµίζουµε ότι, σύµφωνα µε την Πρόταση 4.3.7, dimK(V ×W) =
dimK V + dimKW. Ορίζουµε µια απεικόνιση ως εξής :

f : V×W → V + W, (~x, ~y) 7→ ~x+ ~y

Είναι εύκολο να δειχθεί (ϐλέπε την επόµενη ΄Ασκηση 4.3.7) ότι η f είναι µια
γραµµική απεικόνιση. Επίσης είναι προφανές ότι η f είναι επιµορφισµός,
και άρα r(f) = dimK(V + W). Εποµένως η ϑεµελιώδης εξίσωση διαστάσεων
για την f έχει την µορφή: dimK V+ dimKW = dimK Ker(f) + dimK(V+W)
ή ισοδύναµα dimK(V + W) = dimK V + dimKW − dimK Ker(f). ΄Ετσι αρκεί
να δείξουµε ότι dimK Ker(f) = dimK(V ∩W). ΄Οµως

Ker(f) = {(~x, ~y) ∈ V×W | f(~x, ~y) = ~0}
= {(~x, ~y) ∈ V×W | ~x+ ~y = ~0}
= {(~x, ~y) ∈ V×W | ~x = −~y}

΄Ετσι αν (~x, ~y) ∈ Ker(f), τότε ~x = −~y. Επειδή V 3 ~x = −~y ∈W, έπεται ότι

Ker(f) = {(~x,−~x) ∈ V×W | ~x ∈ V ∩W}
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Εποµένως µπορούµε να ορίσουµε µια απεικόνιση

g : V ∩W −→ Ker(f), ~x 7→ g(~x) = (~x,−~x)

Ισχυριζόµαστε ότι η g είναι ισοµορφισµός. Πραγµατικά είναι πολύ εύκολο να
δει κανείς ότι η g είναι γραµµική. Επιπλέον η g είναι ισοµορφισµός διότι είναι
προφανώς επί, και 1-1 διότι Ker(g) = {~x ∈ V ∩W | g(~x) = (~0,~0)} = {~x ∈
V ∩W | (~x,−~x) = (~0,~0)} = {~0}. Εποµένως οι χώροι V ∩W και Ker(f) είναι
ισόµορφοι, ιδιαίτερα ϑα έχουµε dimK(V ∩W) = dimK Ker(f). 2

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να δείξετε ότι η απεικόνιση f : V×W −→ V + W του Θεωρήµατος 5.4.6 είναι
γραµµική.

΄Ασκηση 5.4.4 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω V και W δύο υποχωροι του E. Αν V ∩W =
{~0}, να δείξετε ότι :

V×W ∼= V⊕W

Θα δώσουµε τώρα κάποια χρήσιµα κριτήρια για το πότε µια γραµµική
απεικόνιση είναι ισοµορφισµός.

Πρόταση 5.4.7 [Κριτήρια Ισοµορφισµού] ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώ-
ϱοι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώµατος K. Αν f : E −→ F είναι µια
γραµµική απεικόνιση, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Αν dimK E = dimK F και η f είναι µονοµορφισµός, τότε η f είναι ισοµορ-
ϕισµός.

2. Αν dimK E = dimK F και η f είναι επιµορφισµός, τότε η f είναι ισοµορφι-
σµός.

Απόδειξη : 1. Επειδή η f είναι µονοµορφισµός, ϑα έχουµε Ker(f) = {~0} και
άρα dimK Ker(f) = 0. Εποµένως η ϑεµελιώδης εξίσωση διαστάσεων ϑα έχει
την µορφή dimK E = r(f) = dimK Im(f). Από την υπόθεση όµως ϑα έχουµε
και dimK F = dimK Im(f). Τότε από την Πρόταση 4.4.1 έπεται ότι F = Im(f)
και εποµένως η f είναι επί. ΄Αρα η f είναι ισοµορφισµός.

2. Επειδή η f είναι επιµορφισµός, ϑα έχουµε Im(f) = F και άρα r(f) =
dimK Im(f) = dimK F. Εποµένως η ϑεµελιώδης εξίσωση διαστάσεων ϑα έχει
την µορφή dimK E = dimK Ker(f)+dimK F. Επειδή από την υπόθεση έχουµε
dimK E = dimK F, έπεται ότι dimK Ker(f) = 0 ή ισοδύναµα Ker(f) = {~0},
και άρα η f είναι µονοµορφισµός. Εποµένως η f είναι ισοµορφισµός. 2
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΄Ασκηση 5.4.5 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK και
έστω B = {~e1, ~e2, ~e3} µια ϐάση του E. Θέτοντας ~w1 = ~e1 − ~e2 + ~e3, ~w2 = 2~e1,
και ~w3 = ~e1 + ~e2 + 2~e3 στο Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης 5.3.1, έπεται ότι
υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f : E −→ E έτσι ώστε :

f(~e1) = ~e1 − ~e2 + ~e3, f(~e2) = 2~e1, f(~e3) = ~e1 + ~e2 + 2~e3.

Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός.

Λύση: Θα προσδιορίσουµε τον τύπο της f σε σχέση µε την ϐάση B.

Πρόχειρη ∆οκιµασία

΄Εστω E ένας διανυσµατκός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του σώ-
µατος K, και έστω f : E −→ E και g : E −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις για
τις οποίες ισχύει : f ◦ g = IdE.

Να δείξετε ότι οι απεικονίσεις f και g είναι ισοµορφισµοί και µάλιστα
g = f−1.

5.5 Η ΄Αλγεβρα των Γραµµικών Απεικονίσεων

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε την άλγεβρα των γραµµικών απεικο-
νίσεων µεταξύ διανυσµατικών χώρων υπεράνω ενός σώµατος.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε ένα σώµα K.

Συµβολισµός 5.5.1 Αν E και F είναι διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του K, ϑα
συµβολίζουµε µε

HomK(E,F) := {f : E −→ F | η f είναι γραµµική}

το σύνολο όλων των γραµµικών απεικονίσεων από τον E στον F.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι το σύνολο HomK(E,F) είναι διανυσµα-
τικός χώρος υπεράνω του K. Εποµένως πρέπει να ορίσουµε πρώτα πράξεις
πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού γραµµικών απεικονίσεων.

΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος K, και έστω
f, g : E −→ F δύο γραµµικές απεικονίσεις.
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Πρόσθεση: Ορίζουµε το άθροισµα f + g των f και g να είναι η απεικόνιση

f + g : E −→ F, ~x 7→ (f + g)(~x) := f(~x) + g(~x)

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση f + g είναι γραµµική.

΄Εστω ~x, ~y ∈ E και k, l ∈ K. Τότε (f +g)(k~x+ l~y) = f(k~x+ l~y) +g(k~x+
l~y) = kf(~x)+ lf(~y)+kg(~x)+ lg(~y) = k(f(~x)+g(~x))+ l(f(~y)+g(~y)) =
k[(f + g)(~x)] + l[(f + g)(~y)].

Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός Γραµµικών Απεικονίσεων: Αν k ∈ K, τότε
ορίζουµε τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό kf της f µε το k να είναι η
απεικόνιση

kf : E −→ F, ~x 7→ (kf)(~x) := kf(~x)

∆είχνουµε ότι η απεικόνιση kf είναι γραµµική.

΄Εστω ~x, ~y ∈ E και µ, ν ∈ K. Τότε (kf)(µ~x + ν~y) = k[f(µ~x + ν~y)] =
k[µf(~x) + νf(~y)] = kµf(~x) +kνf(~y) = µkf(~x) + νkf(~y) = µ(kf)(~x) +
ν(kf)(~y).

Θεώρηµα 5.5.1 Με τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλα-
πλασιασµού, το σύνολο HomK(E,F) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω
του K.

Επιπλέον αν οι E και F έχουν πεπερασµένη διάσταση, τότε και ο διανυσµα-
τικός χώρος HomK(E,F) έχει πεπερασµένη διάσταση και µάλιστα :

dimK HomK(E,F) = dimK E · dimK F

Απόδειξη : Υπενθυµίζουµε από το Κεφάλαιο 1 ότι αν V είναι ένας διανυσµατι-
κός χώρος υπεράνω τουK και S είναι ένα τυχόν σύνολο, τότε το σύνολο F(S,V)
όλων των απεικονίσεων f : S −→ V µε πράξεις όπως ορίσθηκαν από τις σχέσεις
(2.1) και (2.2) του Κεφαλαίου 1 (και οι οποίες συµπίπτουν µε τις παραπάνω),
είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K. Εποµένως ϑέτοντας S = E

και V = F, έπεται ότι µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο F(E,F) όλων των
απεικονίσεων (όχι κατ΄ ανάγκην γραµµικών) f : E −→ F είναι ένας διανυσµα-
τικός χώρος υπεράνω του K. Θα δείξουµε ότι το υποσύνολο HomK(E,F) του
F(E,F) το οποίο αποτελείται από όλες τις γραµµικές απεικονίσεις είναι ένας
υπόχωρος του F(E,F), και άρα είναι ένας διανυσµατικός χώρος. Πράγµατι :
όπως είδαµε παραπάνω η πρόσθεση γραµµικών απεικονίσεων καθώς και ο
ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός αριθµού µε γραµµική απεικόνιση είναι επίσης
γραµµική απεικόνιση. Επιπρόσθετα Η µηδενική απεικόνιση OE,F : E −→ F,
~x 7→ OE,F(~x) = ~0, η οποία είναι το µηδενικό στοιχείο του διανυσµατικού χώ-
ϱου F(E,F), είναι προφανώς γραµµική και εποµένως ανήκει στο υποσύνολο
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HomK(E,F) του F(E,F). Ιδιαίτερα HomK(E,F) 6= ∅. Εποµένως το υποσύνο-
λο HomK(E,F) του F(E,F) είναι ένας υπόχωρος του F(E,F), και άρα είναι
ένας διανυσµατικός χώρος.

Υποθέτουµε τώρα ότι dimK E = m και dimK F = n. Θα δείξουµε ο χώρος
HomK(E,F) έχει πεπερασµένη διάσταση και µάλιστα : dimK HomK(E,F) =
mn.

΄Εστω B := {~e1, · · · , ~em} µια ϐάση του E και C := {~ε1, · · · , ~εn} µια ϐάση
του F. Σταθεροποιούµε δύο δείκτες i και j µε 1 ≤ i ≤ m και 1 ≤ j ≤ n. Τότε
σύµφωνα µε το Θεώρηµα Γραµµικής Επέκτασης υπάρχει µοναδική γραµµική
απεικόνιση

fij : E −→ F, έτσι ώστε : fij(~ek) = δik~εj , 1 ≤ k ≤ m (∗)

Αν ~x = x1~e1 + · · ·+ xm~em =
∑m

k=1 xk~ek, τότε :

fij(~x) = (

m∑
k=1

δikxk)~εj

΄Ετσι αποκτούµε nm γραµµικές απεικονίσεις fij ∈ HomK(E,F). Θα δείξουµε
ότι το σύνολο

BHomK(E,F) := {fij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

είναι µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου HomK(E,F).
Το σύνολο BHomK(E,F) είναι γραµµικά ανεξάρτητο : Θεωρούµε nm το πλή-

ϑος αριθµούς {aij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} από το σώµα K έτσι ώστε :

m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij = OE,F

Επειδή µια γραµµική απεικόνιση είναι η µηδενική αν και µόνον αν στέλνει
κάθε διάνυσµα της ϐάσης στο µηδενικό διάνυσµα, η παραπάνω σχέση είναι
ισοδύναµη µε την σχέση:

[

m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij ](~ek) =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij(~ek) = OE,F(~ek) = ~0, 1 ≤ k ≤ m

Σύµφωνα µε τη σχέση (∗) η τελευταία σχέση γράφεται ως εξής :

m∑
i=1

n∑
j=1

aijδik~εk = ~0, 1 ≤ k ≤ m
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η οποία είναι ισοδύναµη µε την ακόλουθη:

n∑
j=1

akj~εj = ~0, 1 ≤ k ≤ m

΄Οµως επειδή το σύνολο C = {~ε1, · · · , ~εn} είναι ϐάση του F, ϑα έχουµε ότι
∀k = 1, 2, · · · ,m:

kij = 0, 1 ≤ j ≤ n

Εποµένως οι αριθµοί {aij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} είναι ίσοι µε µηδέν, και
άρα το σύνολο γραµµικών απεικονίσεων BHomK(E,F) είναι γραµµικά ανεξάρτη-
το.

Το σύνολο BHomK(E,F) παράγει τον χώρο HomK(E,F): ΄Εστω f : E −→ F µια
γραµµική απεικόνιση. Εφαρµόζοντας την f σε κάθε διάνυσµα ~ei της ϐάσης
B του E, γνωρίζουµε ότι η τιµή f(~ei) είναι γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης
C = {~ε1, · · · , ~εn} του F. ΄Ετσι υπάρχουν (µοναδικοί) αριθµοί {aij | 1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n} από το σώµα K έτσι ώστε :

f(~ei) =

n∑
j=1

aij~εj , 1 ≤ i ≤ m (1)

Ισχυριζόµαστε ότι f =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijfij . Αυτή η σχέση είναι µια ισότητα

µεταξύ γραµµικών απεικονίσεων. Εποµένως η ισχύς της είναι ισοδύναµη,
σύµφωνα µε το Πόρισµα 5.3.2 µε την ισχύ της ακόλουθης σχέσης :

f(~ek) =
[ m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij
]
(~ek), ∀k = 1, 2, · · · ,m (2)

Θα έχουµε, ∀k = 1, 2, · · · ,m:

[ m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij
]
(~ek) =

m∑
i=1

n∑
j=1

aijfij(~ek)

=
m∑
i=1

n∑
j=1

aijδik~εj

=
n∑
j=1

akj~εj

= f(~ek)
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΄Αρα η Ϲητούµενη σχέση (2) ισχύει και εποµένως η τυχούσα γραµµική απει-
κόνιση f είναι γραµµικός συνδυασµός των γραµµικών απεικονίσεων fij . Συ-
νοψίζοντας, έχουµε ότι το σύνολο BHomK(E,F) παράγει τον χώρο HomK(E,F).

΄Ετσι το σύνολο BHomK(E,F) είναι µια ϐάση του χώρου HomK(E,F), και
εποµένως επειδή |BHomK(E,F)| = nm, έχουµε:

dimK HomK(E,F) = mn = dimK E · dimK F

2

Θέτοντας E = F στο Θεώρηµα 5.5.1 ϑα έχουµε το ακόλουθο πόρισµα:

Πόρισµα 5.5.2 Αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος
K, τότε το σύνολο HomK(E,E) των γραµµικών απεικονίσεων E −→ E είναι ένας
διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K.

Επιπλέον αν ο χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση, τότε και ο διανυσµατι-
κός χώρος HomK(E,E) έχει πεπερασµένη διάσταση και µάλιστα :

dimK HomK(E,E) = (dimK E)2

Υπενθυµίζουµε ότι ϑεωρώντας το σώµα K σαν διανυσµατικό χώρο υπεράνω
του εαυτού του, έχουµε την ακόλουθη άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 5.4.2.

Πόρισµα 5.5.3 Αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος
K, τότε το σύνολο HomK(E,K) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του
K.

Επιπλέον αν ο χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση, τότε και ο διανυσµατι-
κός χώρος E? = HomK(E,K) έχει πεπερασµένη διάσταση και µάλιστα :

dimK HomK(E,K) = dimK E? = dimK E

Πόρισµα 5.5.4 Αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διαστάσης
υπεράνω του σώµατος K. Τότε ο χώρος E είναι ισόµορφος µε τον δυϊκό του χώρο
E?: E ∼= E?.

Απόδειξη :Από το Πόρισµα 5.5.3 έχουµε ότι οι χώροι E και E? έχουν την ίδια
διάσταση. ΄Ετσι το Ϲητούµενο προκύπτει από το Θεώρηµα 5.4.3. 2

Σχόλιο 5.5.2 Αν και το Πόρισµα 5.5.4 µας εξασφαλίζει ότι κάθε διανυσµατικός
χώρος E πεπερασµένης διάστασης υπεράνω του K είναι ισόµορφος µε τον δυϊκό
του χώρο E?, αυτό το αποτέλεσµα δεν είναι πλήρως ικανοποιητικό. Ο λόγος

είναι ότι ο ισοµορφισµός f : E
∼=−→ E? εξαρτάται δραστικά, όπως προκύπτει από το

Θεώρηµα 5.4.3, από την επιλογή ϐάσης στον χώρο E. Εποµένως αλλαγή ϐάσης
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στον E ορίζει και νέο ισοµορφισµό µεταξύ των E και E?. ΄Ετσι ο ισοµορφισµός
δεν είναι «ϕυσικός» δηλαδή δεν δίνεται από έναν τύπο ο οποίος είναι ανεξάρτητος
της επιλογής ϐάσης.

Εκτός από την πρόσθεση και τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό γραµµικών
απεικονίσεων, σε κάποιες περιπτώσεις, µπορούµε να ϑεωρήσουµε και µια
άλλη πράξη µεταξύ γραµµικών απεικονίσεων. Πραγµατικά αν f : E −→ F

και g : F −→ G είναι γραµµικές απεικονίσεις, τότε ορίζεται και η σύνθεση
g ◦ f : E −→ G, ως εξής : (g ◦ f)(~x) := g(f(~x)). Γι΄ αυτή την, όχι πάντοτε
οριζόµενη πράξη, ισχύει η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 5.5.5 (α) Η σύνθεση γραµµικών απεικονίσεων (όταν αυτή ορίζεται)
είναι γραµµική απεικόνιση.

(β) ΄Εστω ότι E,F και G είναι διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του K, και έστω
ότι h1, h2 : H −→ E, f : E −→ F , και g1, g2 : F −→ G είναι γραµµικές απεικονίσεις :

H
h1

h2

// E
f // F

g1

g2

// G

Τότε ισχύουν τα εξής :

1. (h1 + h2) ◦ f = h1 ◦ f + h2 ◦ f .

2. f ◦ (g1 + g2) = f ◦ g1 + f ◦ g2.

3. IdF ◦ f = f = f ◦ IdE.

4. g1 ◦ (f ◦ h1) = (g1 ◦ f) ◦ h1.

(γ) Αν f : E −→ F και g : F −→ G είναι γραµµικές απεικονίσεις, και k ∈ K,
τότε :

(kg) ◦ f = g ◦ (kf) = k(g ◦ f).

Απόδειξη : Η απόδειξη αφήνεται ως ΄Ασκηση 5.5.3 στον αναγνώστη. 2

΄Ασκηση 5.5.3 Αποδείξτε την Πρόταση 5.5.5.

Αν στην παραπάνω Πρόταση ϑέσουµε E = H = F = G, τότε η σύνθεση
δύο οιωνδήποτε γραµµικών απεικονίσεων από τον E στον E ορίζεται πάντα.
Εποµένως ο διανυσµατικός χώρος HomK(E,E) έχει επιπρόσθετες ιδιότητες
και δοµή.
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Συµβολισµός 5.5.4 Αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµα-
τος K, τότε ο διανυσµατικός χώρος HomK(E,E) ϑα συµβολίζεται µε EndK(E),
τα δε στοιχεία του ενδοµορφισµοί του E.

∆ηλαδή ένας ενδοµορφισµός του E είναι µια γραµµική απεικόνιση f : E −→
E.

Από τώρα και στο εξής, αν f : E −→ E είναι ένας ενδοµορφισµός του E και
n ≥ 1 είναι ένας ϕυσικός αριθµός, ϑα συµβολίζουµε µε fn : E −→ E τη σύνθεση
της γραµµικής απεικόνισης f µε τον εαυτό της n ϕορές. ∆ηλαδή fn(~x) =
f(f(f(· · · f) · · · ))(~x) όπου η f εφαρµόζεται n ϕορές. Για παράδειγµα f3(~x) =
f(f(f(~x))). Για λόγους σύµβασης ϑέτουµε f0 = IdE.

Σχόλιο 5.5.5 Από την παραπάνω Πρόταση έπεται ότι για τυχόντες ενδοµορφι-
σµούς f, g, h : E −→ E, και τυχόν στοιχείο k ∈ K, ισχύουν τα εξής :

1. (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

2. (f + g) ◦ h = f ◦ h+ g ◦ h και f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h.

3. k(f ◦ g) = (kf) ◦ g = f ◦ (kg).

4. IdE ◦ f = f = f ◦ IdE.

΄Ενας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, επί του οποίου έχει ορι-
σθεί µια πράξη ◦ : E × E −→ E, (f, g) 7→ f ◦ g (η οποία καλείται πολλαπλα-
σιασµός), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι παραπάνω ιδιότητες 1. - 4. καλείται
K-άλγεβρα ή άλγεβρα υπεράνω του K.

Εποµένως για κάθε διανυσµατικό χώρο E υπεράνω του σώµατος K, το σύ-
νολο EndK(E) των ενδοµορφισµών του E (µε πολλαπλασιασµό την σύνθεση
απεικονίσεων) είναι µια άλγεβρα υπεράνω του K.

Σχόλιο 5.5.6 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK, και
έστω f, g δύο στοιχεία της K-άλγεβρας HomK(E,E), δηλαδή f, g : E −→ E είναι
δύο γραµµικές απεικονίσεις (ενδοµορφισµοί του E). ∆εν είναι γενικά αληθές ότι
ισχύει : f ◦ g = g ◦ f . Για παράδειγµα έστω E = R2 και έστω οι γραµµικές
απεικονίσεις :

f : R2 −→ R2, (x, y) 7→ f(x, y) = (−y, x)

g : R2 −→ R2, (x, y) 7→ g(x, y) = (x,−y)

Τότε για κάθε (x, y) ∈ R2, έχουµε :

f(g(x, y)) = f(x,−y) = (y, x) 6= (−y,−x) = g(−y, x) = g(f(x, y))

Εποµένως γενικά ισχύει :
f ◦ g 6= g ◦ f
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Μια K-άλγεβρα R τα στοιχεία της οποίας ικανοποιούν την σχέση f ◦ g =
g ◦ f καλείται αντιµεταθετικη K-άλγεβρα. Για παράδειγµα ο διανυσµατικός
χώρος των µιγαδικών αριθµών C υπεράνω του σώµατος R των πραγµατικών
αριθµών είναι µια αντιµεταθετική R-άλγεβρα. Η ϑεωρία των αλγεβρών είναι
πολύ εκτεταµένη και ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτών των σηµειώσεων, εποµέ-
νως δεν ϑα µας απασχολήσει περαιτέρω.

5.6 Βαθµίδα Γραµµικής Απεικόνισης

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε πιο αναλυτικά τις ϐασικές ιδιότητες της
ϐαθµίδας µιας γραµµικής απεικόνισης. Ιδιαίτερα ϑα µας απασχολήσει πως
µεταβάλλεται η ϐαθµίδα ως προς διάφορες πράξεις γραµµικών απεικονίσεων,
όπως η σύνθεση, η πρόσθεση, και ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός. Οι ιδιότητες
τις οποίες ϑα αποδείξουµε στο παρόν εδάφιο ϑα έχουν σηµαντικές εφαρµογές
στην ϑεωρία ϐαθµίδας πινάκων.

Πριν περάσουµε στις ιδιότητες της ϐαθµίδας ϑα δούµε κάποιες ιδιότητες
της εικόνας µιας γραµµικής απεικόνισης.

Πρόταση 5.6.1 ΄Εστω E,F και G τρεις διανυσµατικοί χώρου υπεράνω του σώ-
µατος K.

1. Αν f : E −→ F είναι µια γραµµική απεικόνιση, και k ∈ K, k 6= 0, τότε :

Im(kf) = Im(f)

2. Αν f, g : E −→ F είναι δύο γραµµικές απεικονίσεις, τότε :

Im(f + g) ⊆ Im(f) + Im(g)

3. Αν f : E −→ F και g : F −→ G είναι δύο γραµµικές απεικονίσεις, τότε :

Im(g ◦ f) ⊆ Im(g)

4. Αν f : E −→ E είναι µια γραµµική απεικόνιση, τότε :

· · · ⊆ Im(fn+1) ⊆ Im(fn) ⊆ · · · ⊆ Im(f2) ⊆ Im(f)

Απόδειξη : 1. Αν ~y ∈ Im(f), τότε f(~x) = ~y για κάποιο ~x ∈ E. ΄Οµως ~y =
kf( 1

k~x), διότι k 6= 0, και αυτό σηµαίνει ότι ~y ∈ Im(kf). ΄Αρα Im(f) ⊆ Im(kf).
Αν ~y ∈ Im(kf), τότε ~y = (kf)(~x) = kf(~x) = f(k~x) ∈ Im(f). ΄Αρα Im(kf) ⊆
Im(f), και εποµένως Im(f) = Im(kf).
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2. ΄Εστω ~y ∈ Im(f + g). Τότε ~y = (f + g)(~x), για κάποιο ~x ∈ E. Τότε
~y = f(~x) + g(~x) ∈ Im(f) + Im(g). ΄Αρα Im(f + g) ⊆ Im(f) + Im(g).

3. ΄Εστω ~y ∈ Im(g ◦ f). Τότε ~y = (g ◦ f)(~x) = g(f(~x)) για κάποιο ~x ∈ E.
Αυτό όµως σηµαίνει ότι ~y ∈ Im(g). Εποµένως Im(g ◦ f) ⊆ Im(g).

4. Είναι άµεση εφαρµογή του 3. 2

΄Ασκηση 5.6.1 ∆ιατυπώστε και αποδείξτε τις ανάλογες ιδιότητες της Πρότασης
5.6.1 για τον πυρήνα γραµµικής απεικόνισης.

΄Ασκηση 5.6.2 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος
K, και έστω B = {~e1, · · · , ~en} µια ϐάση του E. Αν f : E −→ F είναι µια
γραµµική απεικόνιση, να δείξετε ότι η ϐαθµίδα r(f) είναι ίση µε την ϐαθµίδα
των διανυσµάτων f(~e1), · · · , f(~en):

r(f) = r〈f(~e1), · · · , f(~en)〉

Λύση: Υπενθυµίζουµε ότι r〈~e1), · · · , f(~en〉 = dimK〈~e1), · · · , f(~en〉, και
άρα για να δείξουµε την Ϲητούµενη σχέση αρκεί να δείξουµε ότι Im(f) =
〈~e1), · · · , f(~en〉. Προφανώς Im(f) ⊇ 〈~e1), · · · , f(~en〉. ΄Εστω ~z ∈ Im(f). Τότε
υπάρχει ~x ∈ E έτσι ώστε : f(~x) = ~z. Επειδή το σύνολο B είναι µια ϐαση του
E, µπορούµε να γράψουµε µοναδικά ~x = x1~e1 + · · · + xn~en, όπου xi ∈ K,
1 ≤ i ≤ n. Τότε ~z = f(~x) = x1f(~e1) + · · ·+ xnf(~en) ∈ 〈~e1), · · · , f(~en〉. ΄Αρα
Im(f) ⊆ 〈~e1), · · · , f(~en〉.

Βασικες Ιδιοτητες Βαθµιδας

1. ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω
του σώµατος K, και έστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση.

(a) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(kf) = r(f), ∀k ∈ K \ {0} (1)

Απόδειξη: Από τη Πρόταση 5.6.1 έχουµε Im(kf) = Im(f). Παίρ-
νοντας διαστάσεις ϑα έχουµε r(kf) = dimK Im(kf) = dimK Im(f) =
r(f).

(b) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(f) ≤ min{dimK E, dimK F} (2)

Απόδειξη: Επειδή Im(f) ⊆ F, παίρνοντας διαστάσεις έχουµε
r(f) = dimK Im(f) ≤ dimK F. Επίσης από την ϑεµελιώδη ε-
ξίσωση διαστάσεων έχουµε r(f) = dimK E − dimK Ker(f). ΄Αρα
r(f) ≤ dimK E και εποµένως r(f) ≤ min{dimK E,dimK F}.
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2. ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω
του σώµατος K, και έστω f, g : E −→ F δύο γραµµικές απεικονίσεις :

E
f

g
// F

Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

|r(f)− r(g)| ≤ r(f + g) ≤ r(f) + r(g) (3)

Απόδειξη: Από τη Πρόταση 5.6.1 έχουµε ότι Im(f + g) ⊆ Im(f) +
Im(g). Παίρνοντας διαστάσεις ϑα έχουµε: r(f+g) = dimK Im(f+g) ≤
dimK(Im(f) + Im(g)). Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη ανισότητα
και το Θεώρηµα 5.4.6 ϑα έχουµε:

r(f + g) ≤ dimK(Im(f) + Im(g)) =

dimK Im(f) + dimK Im(g)− dimK(Im(f) ∩ Im(g)) ≤
r(f) + r(g)

Επειδή f = f + g + (−g), εφαρµόζοντας την παραπάνω ανισότητα για
τις απεικονίσεις (f +g) και (−g) καθώς και την ισότητα (1), ϑα έχουµε:

r(f) = r[(f + g) + (−g)] ≤ r(f + g) + r(−g) = r(f + g) + r(g)

Εποµένως : r(f)−r(g) ≤ r(f+g). Εναλλάσσοντας τους ϱόλους των f και
g, ϑα έχουµε και : r(g)− r(f) ≤ r(f + g). ΄Αρα |r(f)− r(g)| ≤ r(f + g).
Συνοψίζοντας ϑα έχουµε τελικά: |r(f)− r(g)| ≤ r(f + g) ≤ r(f) + r(g).

3. ΄Εστω E, F και G τρεις διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπε-
ϱάνω του σώµατος K, και έστω f : E −→ F και g : F −→ G δύο γραµµικές
απεικονίσεις :

E
f // F

g // G

(a) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(g ◦ f) ≤ min{r(f), r(g)} (4)

Απόδειξη: Από τη Πρόταση 5.6.1 έχουµε ότι : Im(g ◦ f) ⊆ Im(g).
Εποµένως παίρνοντας διαστάσεις, ϑα έχουµε: r(g◦f) = dimK Im(g◦
f) ≤ dimK Im(g) = r(g). Χρησιµοποιώντας αυτή την ανισό-
τητα και τη ϑεµελιώδη εξίσωση διαστάσεων για την απεικόνιση
g ◦ f : E −→ G, ϑα έχουµε:

dimK E = dimK Ker(g ◦ f) + r(g ◦ f)
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Επίσης από τη ϑεµελιώδη εξίσωση διαστάσεων για την απεικόνιση
f : E −→ F, ϑα έχουµε:

dimK E = dimK Ker(f) + r(f)

Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις ϑα έχουµε:

dimK Ker(f) + r(f) = dimK Ker(g ◦ f) + r(g ◦ f)

ή ισοδύναµα

r(g ◦ f)− r(f) = dimK Ker(f)− dimK Ker(g ◦ f)

΄Οµως Ker(f) ⊆ Ker(g◦f). Πράγµατι : αν ~x ∈ Ker(f), τότε f(~x) =
~0 και άρα g(f(~x)) = g(~0) = ~0. ΄Ετσι ~x ∈ Ker(g ◦ f). Τότε όµως
dimK Ker(f) ≤ dimK Ker(g ◦ f). Εποµένως η τελευταία εξίσωση
έχει σαν συνέπεια ότι r(g ◦ f)− r(f) ≤ 0, δηλαδή r(g ◦ f) ≤ r(f).
Συνοψίζοντας ϑα έχουµε: r(g ◦ f) ≤ min{r(f), r(g).

(b) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(g ◦ f) = r(f) ⇔ Im(f) ∩Ker(g) = {~0} (5)

(c) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(g ◦ f) = r(g) ⇔ Im(f) + Ker(g) = F (6)

(d) Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(g ◦ f) = r(f) = r(g) ⇔ F = Im(f)⊕Ker(g) (7)

΄Ασκηση 5.6.3 Αποδείξτε τις ισοδυναµίες (5), (6) και (7).

΄Ασκηση 5.6.4 ΄Εστω f, g : E −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου E είναι
ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K µε dimK E = n. Να δείξετε
ότι αν η g είναι ισοµορφισµός, τότε :

r(f ◦ g) = r(g ◦ f) = r(f)

Λύση: Πράγµατι χρησιµοποιώντας την σχέση (4) και το ότι η ϐαθµίδα ενός
ισοµορφισµού είναι ίση µε dimK E = n, ϑα έχουµε :

r(f) = r(f ◦ g ◦ g−1) ≤ r(f ◦ g) ≤ r(f)

r(f) = r(g−1 ◦ g ◦ f) ≤ r(g ◦ f) ≤ r(f)

Εποµένως :
r(f) = r(f ◦ g) και r(f) = r(g ◦ f)
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5.7 Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.7.1 Ποιές από τις παρακάτω απεικονίσεις είναι γραµµικές ; Σε κάθε
περίπτωση δικαιολογήστε τις απαντήσεις σας.

1. f : R2 −→ R2, f(x, y) = (2x− y, x).

Σωστό Λάθος

2. f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (z, x+ y).

Σωστό Λάθος

3. f : R2 −→ R2, f(x, y) = (x2, y2).

Σωστό Λάθος

4. f : R −→ R2, f(x) = (2x,−x).

Σωστό Λάθος

5. f : R −→ R2, f(x) = (1,−1).

Σωστό Λάθος

6. f : R2 −→ R3, f(x, y) = (xy, y, x).

Σωστό Λάθος

7. f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (|x|, 0).

Σωστό Λάθος

8. f : Mn×n(R) −→Mn×n(R), f(A) = A2.

Σωστό Λάθος

9. f : Mn×n(R) −→Mn×n(R), f(A) = A+X, όπου X είναι ένας σταθερός
n× n πίνακας.

Σωστό Λάθος

10. f : Rn[t] −→ Rn[t], f(P (t)) = P (t)P ′(t).

Σωστό Λάθος

΄Ασκηση 5.7.2 Θεωρούµε τις ακόλουθες γραµµικές απεικονίσεις :

f1 : R3 −→ R2, f1(x, y, z) = (x+ y + z, x+ y)

f2 : R3 −→ R2, f2(x, y, z) = (2x+ z, x+ y)

f3 : R3 −→ R2, f3(x, y, z) = (2y, x)
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1. Να δείξετε ότι το υποσύνολο F := {f1, f2, f3} του διανυσµατικού χώρου
HomR(R3,R2) των γραµµικών απεικονίσεων : R3 −→ R2 είναι γραµµικά
ανεξάρτητο.

2. Να εξετάσετε αν το υποσύνολο F είναι ϐάση του χώρου HomR(R3,R2).

΄Ασκηση 5.7.3 ΄Εστω a0, a1, · · · , an διακεκριµένα στοιχεία ενός σώµατος K.
Να δείξετε ότι η απεικόνιση

f : Kn[t] −→ Kn+1, P (t) 7→ f(P (t)) := (P (a0), P (a1), · · · , P (an))

είναι γραµµική. Επίσης να εξεταστεί αν η f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 5.7.4 Να ϐρεθούν ϐάσεις της εικόνας και του πυρήνα για κάθε µια
από τις γραµµικές απεικονίσεις fi : R3 −→ R2 της παραπάνω ΄Ασκησης, i =
1, 2, 3.

΄Ασκηση 5.7.5 Θεωρούµε τη ϐάση

B := {~e1 = (1, 2, 3), ~e2 = (2, 5, 3), ~e3 = (1, 0, 1)}

του R3 και τα διανύσµατα

~w1 = (1, 0), ~w2 = (1, 0), ~w3 = (1, 1)

του R2. Να προσδιορισθεί η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R2 έτσι
ώστε : f(~ei) = ~wi, 1 ≤ i ≤ 3.

΄Ασκηση 5.7.6 Θεωρούµε τη ϐάση

B := {~e1 = 1, ~e2 = t, ~e3 = t2}

του R2[t] και τα διανύσµατα

~w1 = 1 + t, ~w2 = 3− t2, ~w3 = 4 + 2t− 3t2

του R2[t]. Να προσδιορισθεί η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R2[t] −→ R2[t]
έτσι ώστε : f(~ei) = ~wi, 1 ≤ i ≤ 3.

΄Ασκηση 5.7.7 ΄Εστω f : V −→ W µια γραµµική απεικόνιση, όπου V,W είναι
διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Να
δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η f είναι ισοµορφισµός.
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2. Η f στέλνει µια τυχούσα ϐάση του V σε µια ϐάση του W.

΄Ασκηση 5.7.8 ΄Εστω f : Rn −→ Rn η µοναδική γραµµική απεικόνιση η οποία
στέλνει τα διανύσµατα της κανονικής ϐάσης B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} του Rn στα
διανύσµατα

~w1 = (0, 0, · · · , 0, 0), ~w2 = (1, 0, · · · , 0, 0), ~w3 = (0, 2, · · · , 0, 0), · · · , ~wn = (0, 0, · · · , n−1, 0)

∆ηλαδή f(~ei) = ~wi, 1 ≤ i ≤ n. Να δείξετε ότι fn = 0 και ακολούθως να
προσδιορίσετε ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f).

΄Ασκηση 5.7.9 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας
διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Υ-
ποθέτουµε ότι fn = 0, και fn−1 6= 0 (0 είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση
: E −→ E). Αν ~x ∈ E, τότε να δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Η fn−1(~x) 6= ~0.

2. Το υποσύνολο διανυσµάτων {~x, f(~x), f2(~x), · · · , fn−1(~x)} του V είναι
γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 5.7.10 Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα καθώς και η διάσταση του πυρήνα της
γραµµικής απεικόνισης :

f : R4 −→ R3, f(x, y, z, w) := (x− y + z + w, x+ 2y − z + w, 3y − 2z)

΄Ασκηση 5.7.11 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι
ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K.
Υποθέτουµε ότι r(f) = r(f2). Να δείξετε ότι E = Ker(f)⊕ Im(f).

΄Ασκηση 5.7.12 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι
ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K.
Υποθέτουµε ότι dimK Ker(f) = dimK Ker(f2). Να δείξετε ότι E = Ker(f) ⊕
Im(f).

΄Ασκηση 5.7.13 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας
διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω α ∈ K \ {0}. Αν
ισχύει f2 = αf , να δείξετε ότι E = Ker(f)⊕ Im(f).

΄Ασκηση 5.7.14 ΄Εστω B = {~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4} µια ϐάση του R4. Να ϐρεθεί η τιµή
του λ ∈ R, έτσι ώστε η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R4 −→ R4 για την
οποία ισχύει :

f(~ε1) = ~ε1 + λ~ε4, f(~ε2) = 2~ε1 + ~ε2, f(~ε3) = 2~ε2 + ~ε3, f(~ε4) = 2~ε3 + ~ε4

να είναι ισοµορφισµός.
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΄Ασκηση 5.7.15 ΄Εστω K ένα σώµα και f : Kn[t] −→ Kn[t] η απεικόνιση η
οποία ορίζεται ως εξής : f(P (t)) = P (t+ 1). Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική
και ακολούθως να εξετάσετε εαν η f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 5.7.16 Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα καθώς και η διάσταση του πυρήνα της
γραµµικής απεικόνισης :

f : R4 −→ R3, f(x, y, z, w) := (x− z + 2w,−2x+ y + 2z, y + 4w)

Επιπλέον :

1. Να δείξετε ότι το διάνυσµα (1, 3, k) ανήκει στην εικόνα Im(f) της f αν και
µόνον αν k = 5.

2. Ποιά συνθήκη πρέπει να ικανοποιούν τα a, b ∈ R έτσι ώστε το διάνυσµα
(1, a, 1, b) να ανήκει στον πυρήνα Ker(f) της f ;

΄Ασκηση 5.7.17 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι
ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K.
Υποθέτουµε ότι f2 = 0. Να δείξετε τα ακόλουθα:

1. Im(f) ⊆ Ker(f).

2. dimK Ker(f) ≥ dimK E
2 .

3. Η ανισότητα του 2. είναι ισότητα αν και µόνον αν Im(f) = Ker(f).

΄Ασκηση 5.7.18 ΄Εστω f, g : E −→ K δύο γραµµικές απεικονίσεις (γραµµικές
µορφές), όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K.
Ορίζουµε µια νέα απεικόνιση ως εξής :

h : E −→ K2, h(~x) := (f(~x), g(~x))

Να δείξετε τα ακόλουθα:

1. Η απεικόνιση h είναι γραµµική.

2. Ker(h) = Ker(f) ∩Ker(g).

3. Im(h) = K2 (δηλαδή η h είναι επιµορφισµός) αν και µόνον αν f 6= 0 6= g.

΄Ασκηση 5.7.19 ΄Εστω f, g : E −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου E είναι
ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K. Υποθέτουµε ότι dimK E =
n, και έστω ότι f + g = IdE. Να δείξετε ότι :

r(f) + r(g) ≥ n



140 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΓΡΑΜΜΙΚΕ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙ

΄Ασκηση 5.7.20 ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνη, όπου E είναι ένας
διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K. Να
δείξετε ότι υπάρχει m ≥ 1, έτσι ώστε :

E = Ker(fm)⊕ Im(fm)



Κεφάλαιο 6

∆υϊκοι Χωροι και Χωροι Πηλικα

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε εν συντοµία δύο σηµαντικά ϑέµατα της
Γραµµικής ΄Αλγεβρας. Την ϑεωρία των γραµµικών µορφών και των δυϊκών
χώρων, και την ϑεωρία των χώρων πηλίκων. Η ϑεωρία των δυϊκών χώρων σε
συνάρτηση µε την ϑεωρία ϐαθµίδας γραµµικών απεικονίσεων ϑα είναι σηµαν-
τική στα επόµενα Κεφάλαια όπου ϑα µελετήσουµε την ϑεωρία πινάκων.

6.1 ∆υϊκοί Χώροι

Στην παρούσα ενότητα σταθεροποιούµε ένα σώµα K, και συνήθως ϑα ϑεωρού-
µε το K ως διανυσµατικό χώρο υπεράνω του εαυτού του.

Υπενθυµίζουµε ότι αν E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K,
τότε µια γραµµική µορφή επί του E είναι µια γραµµική απεικόνιση f : E −→
K. Επίσης υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο όλων των γραµµικών µορφών επί του
K συµβολίζεται µε

E? := {f : E −→ K | η f είναι γραµµική}

και είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K.

Πρόταση 6.1.1 ΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ϐάση του διανυσµατικού χώ-
ϱου E υπεράνω του σώµατος K. Τότε το σύνολο

B? := {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn}

όπου ∀i = 1, 2, · · · , n, ϑi είναι η µοναδική γραµµική απεικόνιση ϑi : E −→ K,
για την οποία ισχύει :

ϑi(~ej) =

{
1, αν i = j
0, αν i 6= j

}
1 ≤ j ≤ n

είναι µια ϐάση του δυϊκού χώρου E.

141
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Απόδειξη : Επειδή το σύνολο B είναι ϐάση του E, από το Θεώρηµα Γραµι-
κής Επέκτασης 5.3.1, για κάθε i = 1, 2, · · · , n, υπάρχει µοναδική γραµ-
µική απεικόνιση, δηλαδή γραµµική µορφή, ϑi : E −→ K έτσι ώστε να ι-
σχύει ϑi(~ei) = 1 και ϑi(~ej) = 0, ∀j 6= i. Εποµένως αν ~x ∈ E και ~x =
κ1~e1 + · · · + κn~xn είναι η µοναδική γραφή του ~x ως πρός την ϐάση B, τότε
ϑα έχουµε ϑi(~x) = κi, 1 ≤ i ≤ n. Θα δείξουµε ότι το σύνολο των γραµ-
µικών µορφών B? = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn} είναι µια ϐάση του δυϊκού χώρου E?.
΄Εστω κ1ϑ

1 + κ2ϑ
2 + · · · + κnϑ

n = ~0. Υπολογίζοντας την παραπάνω ισότη-
τα γραµµικών απεικονίσεων στο διάνυσµα ~ei ∈ B, και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν
ότι ϑi(~ei) = 1 και ϑi(~ej) = 0, ∀j 6= i, ϑα έχουµε κi = 0, ∀i = 1, 2, · · · , n.
Εποµένως οι γραµµικές µορφές ϑi, 1 ≤ i ≤ n, είναι γραµµικά ανεξάρτη-
τες. ΄Εστω τώρα ξ µια τυχούσα γραµµική µορφή. Τότε για κάθε διάνυσµα
~x ∈ E το οποίο έχει µοναδική γραφή ~x = κ1~e1 + · · · + κn~xn ως πρός την
ϐάση B, ϑα έχουµε ξ(~x) = κ1ξ(~e1) + · · · + κnξ(~en). ΄Οµως από τον ορισµό
τους, οι γραµµικές µορφές ϑi ικανοποιούν τις σχέσεις ϑi(~x) = κi, 1 ≤ i ≤ n.
΄Αρα ξ(~x) = κ1ξ(~e1) + · · · + κnξ(~en) = ξ(~e1)ϑ1(~x) + · · · + ξ(~en)ϑn(~x) =
(ξ(~e1)ϑ1 + · · · + ξ(~en)ϑn)(~x). Εποµένως επειδή το διάνυσµα ~x είναι τυχόν,
ϑα έχουµε ξ = ξ(~e1)ϑ1 + · · · + ξ(~en)ϑn, δηλαδή η γραµµική µορφή ξ είναι
γραµµικών συνδυασµός των γραµµικών µορφών {ϑ1, · · · , ϑn}. Συνοψίζοντας
ϑα έχουµε ότι το σύνολο γραµµικών µορφών B? είναι µια ϐάση του δυϊκού
χώρου E?. 2

Ορισµός 6.1.2 ΄Εστω B = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ϐάση του διανυσµατικού χώ-
ϱου E υπεράνω του σώµατος K. Τότε η ϐάση B? = {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn} του δυϊκού
χώρου E? η οποία κατασκευάστηκε στην Πρόταση 6.1.1 καλείται η δυϊκή ϐάση

της B.

Από την κατασκευή της τα στοιχεία της δυϊκής ϐάσης B? της B ορίζονται
ως εξής : ΄Εστω ~x ∈ E. Τότε το ~x γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης B: ~x = x1~e1 + x2~e2 + · · · + xn~en.
Τότε ∀i = 1, 2, · · · , n, ϑi(~x) = xi.

Από την Πρόταση 6.1.1, και το Θεώρηµα 5.4.3 έπεται άµεσα το ακόλουθο
Πόρισµα.

Πόρισµα 6.1.3 Αν dimK E < ∞, τότε dimK E = dimK E?. Ιδιαίτερα κάθε
διανυσµατικός χώρος E πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατοςK είναι
ισόµορφος µε τον δυϊκό του χώρο E?: E ∼= E?.

Σχόλιο 6.1.1 Το Πόρισµα 6.1.3 δεν ισχύει αν ο χώρος E έχει άπειρη διάσταση.
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Επειδή η κατασκευή του δυϊκού χώρου ισχύει για κάθε διανυσµατικό χώ-
ϱο, µπορούµε να ϑεωρήσουµε και τον δυϊκό χώρο (E?)? του δυϊκού χώρου E?

του E. Ο διανυσµατικός χώρος (E?)? ϑα συµβολίζεται µε E?? και ϑα καλείται
ο διπλά δυϊκός χώρος του E. Εκ κατασκευής τα στοιχεία του διπλά δυϊκού
χώρου E?? είναι γραµµικές µορφές (απεικονίσεις) φ : E? −→ K.

Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα 6.1.3 ϑα έχουµε την ακόλουθη άµεση συνέ-
πεια.

Πόρισµα 6.1.4 Αν dimK E < ∞, τότε dimK E = dimK E??. Ιδιαίτερα κάθε
διανυσµατικός χώρος E πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατοςK είναι
ισόµορφος µε τον διπλά δυϊκό του χώρο E??: E ∼= E??.

Ο διανυσµατικός χώρος E και ο διπλά δυϊκός του E?? συνδέονται µέσω
µιας γραµµικής απεικόνισης η οποία ορίζεται µε ϕυσικό τρόπο. Πράγµατι,
ϑεωρούµε την απεικόνιση

ι : E −→ E??, ~x 7→ ι(~x)

όπου ι(~x) είναι η γραµµική µορφή:

ι(~x) : E? −→ K, ξ 7→ ι(~x)(ξ) := ξ(~x).

Θεώρηµα 6.1.5 Αν dimK E <∞, τότε η απεικόνιση ι : E −→ E?? ένας ισοµορ-
ϕισµός διανυσµατικών χώρων.

Απόδειξη : Επειδή οι χώροι E και E?? έχουν την ίδια διάσταση, για να δείξουµε
ότι η ι είναι ισοµορφισµός, σύµφωνα µε την Πρόταση 5.4.7 αρκεί να δείξουµε
ότι η ι είναι µονοµορφισµός. ∆είχνουµε πρώτα ότι η ι είναι γραµµική. ΄Εστω
κ1, κ2 ∈ K και ~x1, ~x2 ∈ E. Τότε για κάθε γραµµική µορφή ξ : E −→ K,
δηλαδή στοιχείο του διανυσµατικού χώρου E?, ϑα έχουµε ι(κ1~x1 +κ2~x2)(ξ) =
ξ(κ1~x1 + κ2~x2) = κ1ξ(~x1) + κ2ξ(~x2) = κ1ι(~x1)(ξ) + κ2ι(~x2)(ξ) = [κ1ι(~x1) +
κ2ι(~x2)](ξ), και εποµένως επειδή η γραµµική µορφή ξ είναι τυχούσα, ϑα
έχουµε ι(κ1~x1 + κ2~x2) = κ1ι(~x1) + κ2ι(~x2, δηλαδή η απεικόνιση ι είναι
γραµµική. ΄Εστω τώρα ~x ∈ Ker(ι), και έστω ~x = x1~e1 + · · · + xn~en, όπου
B = {~e1, · · · , ~en} είναι µια ϐάση του E. Τότε για κάθε γραµµική µορφή
ξ : E −→ K, ϑα έχουµε ι(~x)(ξ) = ~0. Εποµένως για τις γραµµικές µορφές
ϑi, 1 ≤ i ≤ n, όπου B? := {ϑ1, · · · , ϑn} είναι η δυϊκή ϐάση της B, ϑα
έχουµε: ι(~x)(ϑi) = 0, 1 ≤ i ≤ n, δηλαδή ϑi(~x) = xi = 0. Εποµένως ~x = ~0
και άρα Ker(ι) = {~0}, δηλαδή η ι είναι µονοµορφισµός και συνεπακόλουθα
ισοµορφισµός. 2
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Σχόλιο 6.1.2 Το γεγονός ότι ένας διανυσµατικός χώρος E µε πεπερασµένη διά-
σταση υπεράνω του K είναι ισόµορφος µε τον διπλά δυϊκό του E?? προκύπτει
όπως είδαµε και από το Πόρισµα 6.1.4. ΄Οµως ο ισοµορφισµός E ∼= E?? του
Πορίσµατος 6.1.4 ορίζεται, όπως είναι ϕανερό από το Πόρισµα 6.1.3, µέσω µιας
ϐάσης του E, και εποµένως εξαρτάται από την επιλογή της ϐάσης. Αντίθετα ο

ισοµορφισµός ι : E
∼=−→ E?? του Θεωρήµατος 6.1.5 είναι ανεξάρτητος της επι-

λογής ϐάσης και εποµένως είναι περισσότερο «ϕυσικός» µε µια έννοια η οποία
µπορεί να γίνει αυστηρή, αλλά ξεφεύγει από τα όρια των παρόντων σηµειώσεων.
Ουσιαστικά η ιοσοµορφισµός ι ορίζεται µε τον ίδιο τύπο για κάθε διανυσµατικό
χώρο και συµπεριφέρεται οµαλά σε σχέση µε τις γραµµικές απεικονίσεις.

6.1.1 Μηδενιστές

Στην παρούσα υποενότητα ϑα µελετήσουµε την συµπεριφορά υπόχωρων ως
προς τους δυϊκούς χώρους.

΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK και έστω V ⊆ E

ένας υπόχωρος του E.

Ορισµός 6.1.6 Ο µηδενιστής V◦ του υπόχωρου V ορίζεται να είναι το ακό-
λουθο υποσύνολο του δυϊκού χώρου E:

V◦ := {ξ ∈ E? | ξ(~x) = 0, ∀~x ∈ V}

Πρόταση 6.1.7 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
και έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Τότε ο µηδενιστής V◦ του V είναι ένας
υπόχωρος του δυϊκού χώρου E? του E.

Επιπλέον αν dimK E <∞, τότε :

dimK E = dimK V + dimK V◦

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε την γραµµική απεικόνιση ι : E −→ E??, ~x 7→ ι(~x)
που ορίσαµε παραπάνω. Για κάθε διάνυσµα ~x ∈ V, ορίζεται η γραµµική
µορφή ι(~x) : E? −→ K, ξ 7→ ι(~x)(ξ) = ξ(~x). Προφανώς τότε ϑα έχουµε:

V◦ =
⋂
~x∈V

Ker(ι(~x))

Επειδή ο πυρήνας µιας γραµµικής απεικόνισης είναι υπόχωρος και η τοµή
υπόχωρων είναι υπόχωρος, έπεται από την παραπάνω περιγραφή ότι ο µηδε-
νιστής V◦ του V είναι ένας υπόχωρος του E?.



6.1. ∆ΥϊΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 145

΄Εστω ότι dimK E = n και dimK V = r. Επιλέγουµε µια τυχούσα ϐάση
BV = {~e1, · · · , ~er} του V και την συµπληρώνουµε σε µια ϐάση

BE = {~e1, · · · , ~er, ~er+1, · · · , ~en}

του E. Θεωρούµε επίσης την επαγόµενη δυϊκή ϐάση

B?
E = {ϑ1, · · · , ϑr, ϑr+1, · · · , ϑn}

του E?. Θα δείξουµε ότι το σύνολο C := {ϑr+1, · · · , ϑn} είναι µια ϐάση του
υπόχωρου V◦. ΄Εστω ~x = x1~e1 + · · · + xr~er ένα διάνυσµα του V. Θεωρώντας
το ~x σαν δθιάνυσµα του E, αυτό ϑα γράφεται ~x = x1~e1 + · · ·+ xr~er + 0~er+1 +
· · · + 0~en σαν γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης BE του E. Τότε για κάθε
i = r + 1, · · · , n, ϑα έχουµε: ϑi(~x) = 0. ΄Αρα οι γραµµικές µορφές ϑi,
r + 1 ≤ i ≤ n, µηδενίζουν όλα τα διανύσµατα του υπόχωρου V και εποµένως
ανήκουν στον υπόχωρο V◦. Επειδή το σύνολο γραµµικών µορφών BE είναι
µια ϐάση του E? και V◦ ⊆ E?, κάθε γραµµική µορφή ξ ∈ V◦ ϑα γράφεται
µοναδικά ως γραµµικός συνδυασµός της ϐάσης BE: ξ = λ1ϑ

1 + · · ·+ λrϑ
r +

λr+1ϑ
r+1 + · · · + λnϑ

n, όπου όπως είδαµε λj = ξ(~ej), 1 ≤ j ≤ n. Επειδή
όµως τα διανύσµατα ~e1, · · · , ~er ανήκουν στον υπόχωρο V, ϑα έχουµε λi =
ξ(~ei) = 0, ∀i = 1, 2, · · · , r. ΄Αρα ξ = λr+1ϑ

r+1 + · · · + λnϑ
n, και εποµένως

το σύνολο γραµµικών µορφών C παράγει τον υπόχωρο V◦. Από την άλλη
πλευρά το σύνολο C είναι γραµµµικά ανεξάρτητο ως υποσύνολο του γραµµικά
ανεξάρτητου συνόλου BE. ΄Αρα το C είναι µια ϐάση του V◦ και εποµένως
dimK V◦ = n− r = dimK E−dimK V. Συνοψίζονατς ϑα έχουµε την Ϲητούµενη
σχέση: dimK E = dimK V + dimK V◦. 2

Πρόταση 6.1.8 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης
υπεράνω του σώµατος K και έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Τότε υπάρχει
ένας ισοµορφισµός :

φ : V
∼=−→ V◦◦

Απόδειξη : Από την Πρόταση 6.1.7 ϑα έχουµε:

dimK E = dimK V + dimK V◦

Αντικαθιστώντας τους διανυσµατικούς χώρους E και V◦ ⊆ E? µε τους διανυ-
σµατικούς χώρους E? και V◦◦ ⊆ E??, από την ίδια Πρόταση ϑα έχουµε:

dimK E? = dimK V◦ + dimK V◦◦

Επειδή από το Πόρισµα 6.1.4 έχουµε dimK E = dimK E?, έπεται ότι : dimK V+
dimK V◦ = dimK V◦ + dimK V◦◦, και άρα dimK V = dimK V◦◦.
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Τέλος η γραµµική απεικόνιση ι : E −→ E??, ~x 7→ ι(~x), περιορίζεται σε µια
γραµµική απεικόνιση ιV : V −→ V◦◦. Πράγµατικά: για κάθε διάνυσµα ~x ∈ V

και κάθε γραµµική µορφή ξ ∈ V◦, ϑα έχουµε: ι(~x)(ξ) = ξ(~x) = ~0. Αυτό
σηµαίνει ότι ι(~x) ∈ V◦◦ = {ζ ∈ E?? | ζ(ξ) = ~0, ∀ξ ∈ V◦}. Επειδή η ιV = ι|V
είναι ο περιορισµός της ι στον υπόχωρο V, και η ι είναι µονοµορφισµός, έπεται
ότι η ιV : V −→ V◦◦ ϑα είναι επίσης µονοµορφισµός. Επειδή όµως όπως είδαµε
ισχύει dimK V = dimK V◦◦, από τα κριτήρια ισοµορφισµών, ϐλέπε Πρόταση
5.4.7, ϑα έχουµε ότι η ιV είναι ισοµορφισµός. 2

6.1.2 Η ∆υϊκή µιας Γραµµικής Απεικόνισης

Στην παρούσα υπο - ενότητα ϑα µελετήσουµε την συµπεριφορά των γραµµικών
απεικονίσεων σε σχέση µε τους δυϊκούς χώρους.

΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυσµατικών
χώρων E και F υπεράνω του σώµατος K. Είναι ϕυσικό να ϑέσουµε το ερώτηµα
αν οι δυϊκοί χώροι E? και F? συνδέονται µέσω µιας γραµµικής απεικόνισης (
η οποία ϕυσικά περιµένουµε να εξαρτάται από την f µε κάποιον τρόπο). Αυτό
πράγµατι συµβαίνει αν και η ϕορά της γραµµικής απεικόνισης η οποία τους
συνδέει είναι αντίθετη µε την ϕορά της f .

Ορίζουµε µια απεικόνιση

tf : F? −→ E?, ξ 7→ tf(ξ) = f ◦ ξ

Περισσότερο παραστατικά η απεικόνιση tf ορίζεται ως εξής :

E
f //

tf(ξ)=ξ◦f ��

F

ξ
��
K

∆ηλαδή η απεικόνιση tf στέλνει µια γραµµική µορφή ξ στην σύνθεση της µε
την f . Παρατηρούµε ότι η απεικόνιση tf(ξ) = ξ◦f είναι µια γραµµική µορφή
διότι είναι γραµµική απεικόνιση ως σύνθεση γραµµικών απεικονίσεων.

Ορισµός 6.1.9 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των δια-
νυσµατικών χώρων E και F. Η απεικόνιση tf : F? −→ E? καλείται η δυϊκή ή
ανάστροφη απεικόνιση της f .

Παρατηρούµε ότι µπορούµε να ορίσουµε και την διπλά δυϊκή απεικόνιση
t(tf) : E?? −→ F?? της f ως την δυϊκή απεικόνιση της tf : F? −→ E?. Χάριν
απλότητας ϑα συµβολίζουµε t(tf) := ttf : E?? −→ F??.
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Θεώρηµα 6.1.10 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των δια-
νυσµατικών χώρων E και F. Τότε η δυϊκή απεικόνιση tf : F? −→ E? είναι
γραµµική.

Επιπλέον αν ιE : E −→ E?? και ιF : F −→ F?? είναι οι γραµµικές απεικο-
νίσεις του Θεωρήµατος 6.1.5 για τους διανυσµατικούς χώρους E και F, τότε οι
συνθέσεις ιF ◦ f : E −→ F?? και ttf ◦ ιE : E −→ F?? ταυτίζονται :

ttf ◦ ιE = ιF ◦ f (†)

∆ηλαδή για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E, ισχύει : ttf(ιE(~x)) = ιF(f(~x)).

Απόδειξη : ΄Εστω ξ, ζ ∈ F? δύο γραµµικές µορφές υπεράνω του F και έστω
κ, λ ∈ K. Τότε από την Πρόταση 5.5.5 έχουµε: tf(κξ+λζ) = (κξ+λζ)◦f =
(κξ) ◦ f + (λζ) ◦ f = κ(ξ ◦ f) + λ(ζ ◦ f) = κtf(ξ) + λtf(ζ). Εποµένως η tf
είναι γραµµική. ΄Εστω ~x ∈ E· τότε, εξ΄ ορισµού, για κάθε γραµµική µορφή
ξ ∈ F?? επί του F? ϑα έχουµε:

ttf [ιE(~x)](ξ) = [ιE(~x) ◦ tf ](ξ) = ιE(~x)(tf(ξ)) = ιE(ξ ◦ f) = (ξ ◦ f)(~x)

= ξ(f(~x)) = ιF(f(~x))(ξ)

Εποµένως ttf [ιE(~x)] = ιF(f(~x)), ∀~x ∈ E, και άρα ttf ◦ ιE = ιF ◦ f . 2

Σχόλιο 6.1.3 Η σχέση (†) στο Θεώρηµα 6.1.10 µπορεί να κατανοηθεί περισ-
σότερο παραστατικά µε το παρακάτω διάγραµµα γραµµικών απεικονίσεων:

E
ιE //

f
��

E??

ttf
��

F
ιF // F??

(††)

Τότε η σχέση (†) είναι ισοδύναµη µε την αντιµεταθετικότητα του διαγράµµατος
(††). ∆ηλαδή οι δύο δυνατοί τρόποι να πάµε µέσω γραµµικών απεικονίσεων από
τον διανυσµατικό χώρο E στον διανυσµατικό χώρο F?? συµπίπτουν.

΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση και έστω tf : F? −→ E? η δυϊκή
της. Η επόµενη πρόταση µας δίνει έναν τρόπο υπολογισµού του πυρήνα της
γραµµικής απεικόνισης tf .

Λήµµα 6.1.11 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση και έστω tf : F? −→
E? η δυϊκή της. Τότε ισχύει η ακόλουθη σχέση:

Ker(tf) = Im(f)◦ ⊆ F?
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Απόδειξη : ΄Εστω ξ ∈ Ker(tf), δηλαδή ξ : F? −→ K είναι µια γραµµική µορφή
επί του F έτσι ώστε tf(ξ) = ξ ◦ f = 0. Τότε για κάθε διάνυσµα ~x ∈ E ϑα
έχουµε (ξ ◦ f)(~x) = ξ(f(~x)) = 0, και αυτό σηµαίνει ότι η γραµµική µορφή
ξ µηδενίζει κάθε διάνυσµα το οποίο ανήκει στην εικόνα της f . Εποµένως
ξ ∈ Im(f)◦, και άρα Ker(tf) ⊆ Im(f)◦. Αντίστροφα αν ξ ∈ Im(f)◦, τότε για
κάθε διάνυσµα ~x ∈ E, ϑα έχουµε ξ(f(~x)) = 0 ή ισοδύναµα (ξ ◦ f)(~x) = 0,
∀~x ∈ E. Τότε όµως ξ ◦ f = 0 ή ισοδύναµα tf(ξ) = 0, δηλαδή ξ ∈ Ker(tf) και
άρα Ker(tf) ⊇ Im(f)◦. Συµπεραίνουµε ότι Ker(tf) = Im(f)◦. 2

Είµαστε τώρα σε ϑέση να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε το ακόλουθο
ϑεώρηµα το οποίο ϑα το χρησιµοποιήσουµε στην ϑεωρία πινάκων.

Θεώρηµα 6.1.12 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των δια-
νυσµατικών χώρων E και F, και έστω tf : F? −→ E? η δυϊκή απεικόνιση της f .
Αν dimK E <∞ και dimK F <∞, τότε :

r(f) = r(tf)

Απόδειξη : Θεωρούµε την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων για την γραµµική
απεικόνιση tf : F? −→ E?:

dimK F? = dimK Ker(tf) + dimK Im(tf) = dimK Ker(tf) + r(tf)

Από το Λήµµα 6.1.11 έχουµε Ker(tf) = Im(f)◦ και άρα dimK Ker(tf) =
dimK Im(f)◦. Εποµένως, επειδή από το Πόρισµα 6.1.3 έχουµε dimK F =
dimK F?, από την παραπάνω εξίσωση έπεται ότι :

r(tf) = dimK F? − dimK Ker(tf) = dimK F − dimK Im(f)◦

Τέλος από την Πρόταση 6.1.7 έχουµε dimK F = dimK Im(f) + dimK Im(f)◦,
και άρα:

r(tf) = dimK F − (dimK F − dimK Im(f)) = dimK Im(f)) = r(f)

2

6.2 Χώροι Πηλίκα

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε µια σηµαντική κατασκευή στην ϑεωρία
διανυσµατικών χώρων: την κατασκευή του διανυσµατικού χώρου πηλίκο E/V
ενός διανυσµατικού χώρου E ως προς έναν υπόχωρο του V ⊆ E. ΄Ενα από
ερωτήµατα τα οποία απετέλεσαν κίνητρο για µελέτη της κατασκευής του χώρου
πηλίκο ήταν και το εξής :
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«∆οθέντος διανυσµατικού χώρου E και ενός υπόχωρου V ⊆ E, υπάρχει
διανυσµατικός χώρος F και γραµµική απεικόνιση π : E −→ F έτσι ώστε Ker(π) =
V;»

Θα δούµε ότι η απάντηση είναι καταφατική και επιπλέον ο διανυσµατικός
χώρος F και η γραµµική απεικόνιση είναι µοναδικές.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε έναν διανυσµατικό χώρο E υπερά-
νω ενός σώµατος K, και έναν υπόχωρο V ⊆ E.

Ορισµός 6.2.1 ΄Ενα σύµπλοκο του υπόχωρου V επί του χώρου E είναι ένα
σύνολο της µορφής :

~x+ V := {~x+ ~v | ~v ∈ V} ⊆ E

όπου ~x ∈ E είναι ένα διάνυσµα του E.

Παρατήρηση 6.2.2 ΄Ενα σύµπλοκο της µορφής ~x+ V, όπου ~x ∈ E, συνήθως
δεν είναι υπόχωρος. Αυτό το οποίο ισχύει είναι ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Το σύµπλοκο ~x+ V είναι ένας υπόχωρος του E.

2. ~x ∈ V (και τότε ~x+ V = V).

Πράγµατικα : αν το σύµπλοκο ~x+V είναι ένας υπόχωρος του E, τότε ~0 ∈ ~x+V

και άρα υπάρχει ~y ∈ V έτσι ώστε : ~0 = ~x + ~y. Τότε όµως, επειδή ο V είναι
υπόχωρος, ϑα έχουµε : ~x = −~y ∈ V. Αντίστροφα αν ~x ∈ V, τότε προφανώς
~x+ V = V και άρα το σύµπλοκο ~x+ V είναι ένας υπόχωρος του E.

Το παρακάτω λήµµατα περιγράφουν κάποιες ϐασικές ιδιότητες των συµ-
πλόκων.

Λήµµα 6.2.3 ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. ~x+ V = ~y + V.

2. ~x ∈ ~y + V.

3. ~x− ~y ∈ V.

Απόδειξη : 1. ⇒ 2. Θα έχουµε: ~x = ~x+~0 ∈ ~x+ V = ~y + V.
2. ⇒ 3. Θα έχουµε: ~x ∈ ~y + V ⇒ ∃~w ∈ V : ~x = ~y + ~w. Εποµένως

~x− ~y = ~w ∈ V.
3. ⇒ 1. Θα έχουµε: ~x − ~y ∈ V ⇒ ∃~w ∈ V: ~x − ~y = ~w ∈ V, και άρα

~x = ~y + ~w. Τότε όµως: ~x + V = ~y + ~w + V και άρα ~x + V = ~y + V, διότι
σύµφωνα µε την παραπανω Παρατήρηση 6.2.2, ϑα έχουµε ~w + W = W διότι
~w ∈ V. 2
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Λήµµα 6.2.4 ΄Εστω ~x, ~y ∈ E. Τότε τα σύµπλοκα ~x + V και ~y + V είτε ϑα
ταυτίζονται ή ϑα είναι ξένα. ∆ηλαδή:

είτε : ~x+ V = ~y + V.

ή: (~x+ V) ∩ (~y + V) = ∅.

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι (~x+ V)∩ (~y + V) 6= ∅. Τότε υπάρχει ~z ∈ (~x+ V)∩
(~y + V) και εποµένως από το παραπάνω Λήµµα 6.2.3 ϑα έχουµε:

1. ~z ∈ ~x+ V ⇒ ~z + V = ~x+ V.

2. ~z ∈ ~y + V ⇒ ~z + V = ~y + V.

΄Αρα ~x+ V = ~y + V. 2

Συµβολισµός 6.2.1 Από τώρα και στο εξής ένα σύµπλοκο της µορφής ~x + V,
όπου ~x ∈ E, ϑα συµβολίζεται ως εξής :

[~x] := ~x+ V = {~x+ ~v | ~v ∈ V}

Χρησιµοποιώντας τον παραπανω συµβολισµό και τα Λήµµατα 6.2.3 και
6.2.4, ϑα έχουµε ως άµεση συνέπεια το ακόλουθο

Πόρισµα 6.2.5 Το σύνολο όλων των συµπλόκων του υπόχωρου V επί του χώ-
ϱου E ορίζει µια διαµέριση του συνόλου E, δηλαδή ισχύουν τα ακόλουθα:

1. E =
⋃
~x∈E[~x].

2. Αν [~x] 6= [~y], τότε : [~x] ∩ [~y] = ∅.

Ορισµός 6.2.6 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K,
και έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Ο χώρος πηλίκο E/V του χώρου E ως
προς τον υπόχωρο V ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των συµπλόκων του Vεπί
του E:

E/V := {[~x] ⊆ E | ~x ∈ E}

Βασικός σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι ο χώρος πηλίκο E/V είναι ένας
διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K, καθώς και να αναλύσουµε κάποιες
ϐασικές ιδιότητες του. Πρίν περάσουµε όµως σ΄ αυτήν την ανάλυση ϑα δούµε
µια διαφορετική, αλλά ισοδύναµη, προσέγγιση στον ορισµό του χώρου πηλίκο.
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Παρατήρηση 6.2.7 ∆ιατηρώντας τις παραπάνω υποθέσεις και συµβολισµούς,
ορίζουµε στο σύνολο E µια σχέση RV ως εξής :

∀~x, ~y ∈ E : ~x ≡ ~y(RV) ⇐⇒ ~x− ~y ∈ V

Ισχυρισµός: Η σχέση RV είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολο E και οι
κλάσεις ισοδυναµίας της RV συµπίπτουν µε τα σύµπλοκα του υπόχωρου V επί
του χώρου E.

Πραγµατικά χρησιµοποιώντας τον ορισµό της σχέσης RV και το γεγονός ότι
ο V ειναι υπόχωρος, ϑα έχουµε :

Ανακλαστική Ιδιότητα: ~x ≡ ~x(RV) διότι ~x− ~x = ~0 ∈ V.

Συµµετρική Ιδιότητα: ΄Αν ~x ≡ ~y(RV), τότε ~x− ~y ∈ V ⇒ ~y− ~x ∈ V και άρα
~y ≡ ~x(RV).

Μεταβατική Ιδιότητα: ΄Αν ~x ≡ ~y(RV) και ~y ≡ ~z(RV), τότε ~x − ~y ∈ V και
~y − ~z ∈ V. Τοτε όµως (~x − ~y) + (~y − ~z) = ~x − ~z ∈ V και εποµένως :
~x ≡ ~z(RV).

Ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού στον χώρο
πηλίκο E/V ως εξής :

Πρόσθεση: Αν [~x], [~y] ∈ E/V, τότε ορίζουµε το άθροισµα [~x] + [~y] των [~x] και
[~y] να είναι το σύµπλοκο:

[~x] + [~y] := [~x+ ~y]

Η παραπάνω πράξη είναι καλά ορισµένη διότι αν επίσης έχουµε [~x] =
[~x′] και [~y] = [~y′], τότε ~x + V = ~x′ + V και ~y + V = ~y′ + V. Εποµένως
~x − ~x′ ∈ V και ~y − ~y′ ∈ V και άρα (~x + ~y) − (~x′ + ~y′) ∈ V το οποιο
σηµαίνει ότι (~x+ ~y) + V = (~x′ + ~y′) + V, δηλαδή [~x+ ~y] = [~x′ + ~y′].

Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: Αν [~x] ∈ E/V και k ∈ K, τότε ορίζουµε τον
ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό k[~x] του συµπλόκου [~x] µε τον αριθµό k να
είναι το σύµπλοκο:

k[~x] := [k~x]

Η παραπάνω πράξη είναι καλά ορισµένη διότι αν επίσης έχουµε [~x] =
[~x′], τότε ~x + V = ~x′ + V και άρα ~x − ~x′ ∈ V. Εποµένως k(~x − ~x′) ∈
V ⇒ k~x−λ~x′ ∈ V το οποίο σηµαίνει ότι (k~x)+V = (k~x′)+V δηλαδή:
[k~x] = [k~x′].
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Θεώρηµα 6.2.8 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
και έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Τότε το σύνολο E/V των συµπλόκων του
V επί του E, εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού, είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι εύκολη και αφήνεται ώς Ασκηση στον αναγνώστη.
Σηµειώνουµε µόνο τα εξής : Το µηδενικό διάνυσµα ~0E/V του E/V είναι το
σύµπλοκο V, δηλαδή: ~0E/V = [~0] = ~0 + V = V. Επίσης αν [~x] ∈ E/V, τότε το
αντίθετο του [~x] είναι το σύµπλοκο [−~x]. 2

Θα δούµε τώρα ότι ο χώρος E και ο χώρος πηλίκο E/V ως προς έναν
υπόχωρο V ⊆ E συνδέονται µέσω µιας γραµµικής απεικόνισης η οποία έχει
σηµαντικές ιδιότητες.

Ορίζουµε µια απεικόνιση ως εξής :

πV : E −→ E/V, ~x 7→ πV(~x) = [~x]

Ορισµός 6.2.9 Η απεικόνιση πV : E −→ E/V καλείται η κανονική προβολή

του χώρου E στον χώρο πηλίκο E/V. ΄Οταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης
γράφουµε απλά π αντί για πV.

Θεώρηµα 6.2.10 1. Η απεικόνιση π : E −→ E/V είναι ένας επιµορφισµός µε
πυρήνα τον υπόχωρο V: Ker(π) = V.

2. Αν ο χώρος E έχει πεπερασµένη διάσταση, τότε και ο χώρος E/V έχει
πεπερασµένη διάσταση και επιπλέον :

dimK E/V = dimK E− dimK V

Απόδειξη : 1. Προφανώς η απεικόνιση π προφανώς είναι καλά ορισµένη.
Επίσης από την κατασκευή της η π είναι απεικόνιση επί. Εποµένως αρκεί να
δείξουµε ότι η π είναι γραµµική. ΄Εστω ~x1, ~x2 ∈ E και k ∈ K. Τότε απο τον
ορισµό της πρόσθεσης ϑα έχουµε: π(~x1 + ~x2) = [~x1 + ~x2] = [~x1] + [~x2] =
π(~x1) + π(~x2). Επίσης από τον ορισµό του ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ϑα
έχουµε: π(k~x1) = [k~x1] = k[~x1] = kπ(~x1). Συµπεραίνουµε ότι η π είναι
γραµµική και άρα επιµορφισµός διότι είναι επί.

2. ΄Εστω dimK E = n και έστω B = {~e1, · · · , ~en} µια ϐάση του E. ΄Εστω
[~x] ∈ E/V ένα τυχόν διάνυσµα του E/V. Επειδή ~x = k1~e1 + · · · + kn~en, για
κάποια µοναδικά k1, · · · , kn ∈ K, ϑα έχουµε: [~x] = [k1~e1 + · · · + kn~en] =
k1[~e1] + · · · + kn[~en]. Συµεραίνουµε ότι το σύνολο C = {[~e1], · · · , [~en]} είναι
ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων του διανυσµατικού χώρου E/V και άρα
από το Πόρισµα 4.3.2 έπεται ότι dimK E/V < ∞. Εποµένως µπορούµε να
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εφαρµόσουµε την Θεµελιώδη Εξίσωση ∆ιαστάσεων, ϐλέπε Θεώρηµα 5.4.2, για
την γραµµική απεικόνιση π : E −→ E/V:

dimK E = dimK Ker(π) + dimK Im(π) (1)

Επειδή η π είναι επιµορφισµός ϑα έχουµε Im(π) = E/V και άρα: dimK Im(π) =
dimK E/V, δηλαδή

dimK E = dimK Ker(π) + dimK E/V (2)

Μένει να προσδιορίσουµε τον πυρήνα της π. Θα έχουµε

Ker(π) = {~x ∈ E |π(~x) = [~x] = [~0] = V} = {~x ∈ E | ~x ∈ V} = V

Εποµένως ϑα έχουµε dimK Ker(π) = dimK V, και άρα από την σχέση (2) ϑα
έχουµε:

dimK E/V = dimK E− dimK V

2

Πόρισµα 6.2.11 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K
και έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Τότε η απεικόνιση συνόλων

Π :
{
υπόχωροι W του E έτσι ώστε V ⊆W

}
−→

{
υπόχωροι G του E/V

}
η οποία ορίζεται ως Π(W) := π(W) = V/W είναι 1-1 και επί. Η αντίστροφη της
Π είναι η απεικόνιση Π−1(G) := π−1(G).

Ιδιαίτερα κάθε υπόχωρος του E/V είναι της µορφής W/V, όπου W είναι
ένας υπόχωρος του E µε V ⊆W.

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι άµεση απόρροια της Πρότασης 5.2.5, διότι η
απεικόνιση π : E −→ E/V είναι επιµορφισµός. 2

΄Ασκηση 6.2.2 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K.

1. ∆είξτε ότι : E/{~0} ∼= E.

2. ∆είξτε ότι : E/E ∼= {~0}.

Θα κλείσουµε την παρούσα ενότητα µε κάποιες σηµαντικές ιδιότητες γραµ-
µικών απεικονίσεων οι οποίες σχετίζονται µε την ϑεωρία των χώρων πηλίκο.

΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση. Τότε όπως έχουµε δει η
εικόνα Im(f) είναι ένας υπόχωρος του F. Συµβολίζουµε µε µ : Im(f) � F

την κανονική έγκλειση συνόλων µ(~y) = ~y, ∀~y ∈ Im(f) η οποία είναι προφανώς
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ένας µονοµορφισµός. Επιπρόσθετα ορίζεται και η γραµµική απεικόνιση ε :
E � Im(f), όπου ε(~x) = f(~x).1 Προφανώς η ε είναι ένας επιµορφισµός και
η γραµµική απεικόνιση f είναι σύνθεση των ε και µ, δηλαδή το ακόλουθο
διάγραµµα γραµµικών απεικονίσεων είναι αντιµεταθετικό :

E
ε //

f ��

Im(f)

µ
||

F

f = µ ◦ ε

Η παραπάνω ανάλυση της γραµµικής απεικόνισης f ως σύνθεση ενός µονο-
µορφισµού και ενός επιµορφισµού, καλείται κανονική ανάλυση της f .

Από την άλλη πλευρά γνωρίζουµε ότι ο πυρήνας Ker(f) είναι ένας υπόχω-
ϱος του E, και εποµένως ορίζεται ο χώρος πηλίκο E/Ker(f). Θα δούµε τώρα
µια σηµαντική ιδιότητα του χώρου E/Ker(f).

Πρόταση 6.2.12 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώ-
µατος K, και έστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση. Αν V είναι ένας
υπόχωρος του E ο οποίος περιέχεται στον πυρήνα της f : V ⊆ Ker(f), τότε υ-
πάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση f∗ : E/V −→ F έτσι ώστε f = f∗ ◦ πV,
όπου πV : E −→ E/V είναι η κανονική προβολή. Με άλλα λόγια το ακόλουθο
διάγραµµα γραµµικών απεικονίσεων είναι αντιµεταθετικό :

E
πV //

f ��

E/V

∃! f∗~~
F

f = f∗ ◦ πV

Ιδιαίτερα µπορούµε να διαλέξουµε V = Ker(f).

Απόδειξη : Ορίζουµε µια απεικόνιση ως εξής :

f∗ : E/V −→ F, f∗([~x]) := f(~x)

1. ∆είχνουµε ότι η f∗ είναι καλά ορισµένη. Αν [~x1] = [~x2], τότε ~x1−~x2 ∈ V.
Επειδή V ⊆ Ker(f), έπεται ότι ~x1 − ~x2 ∈ Ker(f) και άρα f(~x1 − ~x2) = ~0, ή
ισοδύναµα f(~x1) = f(~x2). Τότε όµως εξ΄ ορισµού f∗([~x1]) = f∗([~x2]) και άρα
η f∗ είναι καλά ορισµένη.

2. ∆είχνουµε ότι η f∗ είναι γραµµική και ικανοποιεί την Ϲητούµενη σχέση
f = f∗ ◦ πV. ΄Εστω [~x1], [~x2] ∈ E/V και έστω k1, k2 ∈ K. Τότε από τον

1Οι απεικονίσεις f : E −→ F και ε : E −→ Im(f) αν και έχουν τον ίδιο τύπο ορισµού, είναι
διαφορετικές διότι γενικά F 6= Im(f).
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ορισµό της f και την γραµµικότητα της f , ϑα έχουµε: f∗(k1[~x1] + k2[~x2]) =
f∗([k1~x1] + [k2~x2]) = f∗([k1~x1 + k2~x2]) = f([k1~x1 + k2~x2]) = k1f(~x1) +
k2f(~x2]) = k1f

∗([~x1]) + k2f
∗([~x2]). Συµπεραίνουµε ότι η f∗ είναι γραµµική.

Επίσης για κάθε ~x ∈ E ϑα έχουµε (f∗ ◦πV)(~x) = f∗(πV(~x)) = f∗([~x]) = f(~x).
Εποµένως f = f∗ ◦ πV.

3. Τέλος δείχνουµε ότι η f∗ είναι η µοναδική γραµµική απεικόνιση E/V −→
F έτσι ώστε f = f∗ ◦ πV. Αν g : E/V −→ F είναι µια γραµµική απεικόνιση έτσι
ώστε να ισχύει f = g◦πV, τότε για κάθε διάνυσµα [~x] ∈ E/V, χρησιµοποιώντας
ότι πV(~x) = [~x] ϑα έχουµε g([~x]) = g(πV(~x)) = (g ◦ πV)(~x) = f(~x) = f∗([~x]).
Επειδή αυτή η σχέση ισχύει για κάθε [~x] ∈ E/V, έπεται ότι g = f∗ και άρα η
f∗ είναι µοναδική. 2

΄Ασκηση 6.2.3 Να εξετασθεί αν ισχύει το αντίστροφο της Πρότασης 6.2.12.
∆ηλαδή αν f : E −→ F είναι µια γραµµική απεικόνιση, V είναι ένας υπόχωρος
του E, και f∗ : E/V −→ F είναι µια γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε f = f∗ ◦ πV,
να εξετασθεί αν ισχύει ότι V ⊆ Ker(f).

Το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα είναι γνωστό ως Πρωτο Θεωρηµα Ισο-
µορφισµου για διανυσµατικούς χώρους.

Θεώρηµα 6.2.13 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµα-
τος K, και έστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση.

1. Η f επάγει έναν ισοµορφισµό f † του χώρου πηλίκο E/Ker(f) µε τον
υπόχωρο Im(f) του F:

f † : E/Ker(f)
∼=−→ Im(f), [~x] 7→ f †([~x]) := f(~x)

2. Η γραµµική απεικόνιση f : E −→ F γράφεται ως σύνθεση µ ◦ f † ◦ πKer(f)

του επιµορφισµού πKer(f) : E � E/Ker(f), του ισοµορφισµού f † :

E/Ker(f)
∼=−→ Im(f), και του µονοµορφισµού µ : Im(f) � F. ∆ηλα-

δή f = µ ◦ f † ◦ πKer(f) είναι η σύνθεση :

E
f−→ F = E

πKer(f)−−−−→ E/Ker(f)
f†−→ Im(f)

µ−→ F

Απόδειξη : 1. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση f∗ : E/Ker(f) −→ F της
Πρότασης 6.2.12, όπου f∗([~x]) = f(~x), και έστω

E/Ker(f)
f† //

f∗
$$

Im(f)

µ
||

F

f∗ = µ ◦ f †



156 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ∆ΥϊΚΟΙ ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΧΩΡΟΙ ΠΗΛΙΚΑ

η κανονική ανάλυση της f∗. Θα δείξουµε ότι η f † είναι ισοµορφισµός. Εκ΄
κατασκευής η f †, δίνεται από τον τύπο f †([~x]) = f(~x), είναι επιµορφισµός
και ισχύει f∗ = µ ◦ f †, ϐλέπε την συζήτηση πρίν από την Πρόταση 6.2.12.
Εποµένως αρκεί να δείξουµε η f † είναι µονοµορφισµός. ΄Εστω [~x] ∈ Ker(f †).
Τότε f †([~x]) = 0 και εποµένως f(~x) = ~0, δηλαδή ~x ∈ Ker(f). Αυτό ϐέβαια
σηµαίνει ότι [~x] = [Ker(f)] = ~0E/Ker(f), δηλαδή το διάνυσµα [~x] είναι το
µηδενικό διάνυσµα του χώρου E/Ker(f). Αντίστροφα αν [~x] = [Ker(f)] =
~0E/Ker(f), δηλαδή ~x ∈ Ker(f), τότε f †([~x]) = f(~x) = ~0. Συµπεραίνουµε
ότι Ker(f †) = {[Ker(f)]} = {~0E/Ker(f)} και άρα η f † είναι µονοµορφισµός.
Εποµένως η f † είναι ισοµορφισµός.

2. ΄Εχουµε ήδη δείξει ότι η απεικόνιση µ : Im(f) −→ F είναι µονοµορ-
ϕισµός, η απεικόνιση f † : E/Ker(f) −→ Im(f) είναι ισοµορφισµός, και η
απεικόνιση πKer(f) : E −→ E/Ker(f) είναι επιµορφισµός. Επιπλέον για κά-
ϑε διάνυσµα ~x ∈ E, ϑα έχουµε: (µ ◦ f † ◦ πKer(f))(~x))) = µ(f †(πKer(f)(~x)) =

µ(f †([~x]) = µ(f(~x)) = f(~x). Επειδή οι απεικονίσεις f, µ◦f †◦πKer(f) : E −→ F

παίρνουν τις ίδιες τιµές, έπεται ότι f = µ ◦ f † ◦ πKer(f). 2

Το ακόλουθο είναι άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 6.2.13.

Πόρισµα 6.2.14 ΄Εστω E καιF δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος
K, και έστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση. Αν η f είναι επιµορφισµός,
τότε η f ορίζει έναν ισοµορφισµό :

f̃ : E/Ker(f)
∼=−→ F, [~x] 7−→ f̃([~x]) := f(~x)

Πρόταση 6.2.15 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K,
και έστω V και W δύο υπόχωροι του E.

1. Η απεικόνιση

f : E −→ E/V× E/W, ~x 7−→ f(~x) :=
(
πV(~x), πW(~x)

)
είναι µια γραµµική απεικόνιση µε πυρήνα τον υπόχωρο V ∩W:

Ker(f) = V ∩W

2. Αν V + W = E, τότε η απεικόνιση f είναι επιµορφισµός και επάγει έναν
ισοµορφισµό :

f̃ : E/V ∩W
∼=−→ E/V× E/W, ~x 7−→ f([~x]) :=

(
πV(~x), πW(~x)

)
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3. Αν V⊕W = E, τότε η απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός :

f : E
∼=−→ E/V× E/W, ~x 7−→ f(~x) := (πV(~x), πW(~x)

Απόδειξη : 1. Η απόδειξη ότι η f είναι γραµµική είναι άµεση απόρροια των
ορισµών και αφήνεται ως Ασκηση στον αναγνώστη. ∆είχνουµε ότι Ker(f) = V∩
W. Αν ~x ∈ V∩W, τότε επειδή από το Θεώρηµα 6.2.10 έπεται ότι Ker(πV) = V

και Ker(πW) = W, ϑα έχουµε πV(~x) = ~0E/V και πW(~x) = ~0E/W. Εποµένως
f(~x) = (~0E/V,~0E/W) το οποίο, όπως έχουµε δει στο Κεφάλαιο 1, είναι το
µηδενικό διάνυσµα του διανυσµατικού χώρου E/V × E/W. ΄Αρα V ∩W ⊆
Ker(f). Αντίστροφα αν ~x ∈ Ker(f), τότε (πV(~x), πW(~x)) = (~0E/V,~0E/W) και
άρα: πV(~x) = ~0E/V και πW(~x) = ~0E/W. Οι τελευταίες σχέσεις είναι ϕυσικά
ισοδύναµες µε τις ακόλουθες σχέσεις ~x ∈ V και ~x ∈ W. ΄Αρα ~x ∈ V ∩W και
εποµένως Ker(f) ⊆ V ∩W. Συνοψίζοντας ϑα έχουµε την Ϲητούµενη σχέση:
Ker(f) = V ∩W.

2. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 6.2.14 αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι επιµορ-
ϕισµός. ΄Εστω ([~y], [~z]) ∈ E/V×E/W. Τότε ~y, ~z ∈ E και άρα από την υπόθεση
E = V + W, ϑα έχουµε: ~y = ~v1 + ~w1 και ~z = ~v2 + ~w2, όπου ~v1, ~v2 ∈ V και
~w1, ~w2 ∈W. Τότε στον χώρο E/V ϑα έχουµε [~y] = [~v1+ ~w1] = [~v1]+[~w1] = [~w1]
διότι [~v1] = ~0E/V καθώς ~v1 ∈ V. Παρόµοια στον χώρο E/V ϑα έχουµε
[~z] = [~v2 + ~w2] = [~v2] + [~w2] = [~v2] διότι [~w2] = ~0E/W καθώς ~w2 ∈W. Εποµέ-
νως ([~y], [~z]) = ([~w1], [~v2]). Θέτοντας ~x = ~w1 + ~v2, ϑα έχουµε εκ΄ κατασκευής
f(~x) = ([~x], [~x]) = ([~w1 + ~v2], [~w1 + ~v2]) = ([~w1] + [~v2], [~w1] + [~v2]). ΄Οµως
[~w1 + ~v2] = [~w1] + [~v2] = [~w1] στον χώρο E/V διότι [~v2] = ~0E/V καθώς ~v2 ∈ V.
Παρόµοια [~w1] + [~v2] = [~w1] + [~v2] = [~v2] στον χώρο E/W διότι [~w1] = ~0E/W
καθώς ~w1 ∈ W. Εποµένως f(~x) = ([~x], [~x]) = ([~w1], [~v2]) = ([~y], [~z]) και άρα
η f είναι επιµορφισµός.

3. Αν E = V⊕W, τότε V ∩W = {~0} και E = V + W. Εποµένως σύµφωνα
µε το 2. και το γεγονός ότι E/{~0} ∼= E, ϑα έχουµε ότι η f είναι ισοµορφισµός.
2

΄Ασκηση 6.2.4 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K,
και έστω V και W δύο υπόχωροι του E. Να δείξετε ότι αν V⊕W = E, τότε :

E/V ∼= W και E/W ∼= V

Υπόδειξη: ∆είξτε ότι οι απεικόνισεις

f : E/V −→W, [~x] 7→ f([~x]) = ~x και g : E/W −→ V, [~x] 7→ g([~x]) = ~x

είναι καλά ορισµένες και επιπλέον είναι ισοµορφισµοί.
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Κλείνουµε το παρόν Κεφάλαιο µε το ακόλουθο αποτέλεσµα, γνωστό ως
Τριτο Θεωρηµα Ισοµορφισµου για διανυσµατικούς χώρους.

Θεώρηµα 6.2.16 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK,
και έστω V και W δύο υπόχωροι του E, έτσι ώστε : V ⊆W. Τότε ο χώρος πηλίκο
W/V είναι υπόχωρος του χώρου πηλίκο E/V και υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

E/V
/
W/V

∼=−→ E/W

Απόδειξη : Είναι εύκολο να δειχθεί (δείξτε το σαν Ασκηση) ότι ο χώρος πηλίκο
W/V ⊆ E/V είναι υπόχωρος του χώρου πηλίκο E/V. Θεωρούµε την κανονική
προβολή

πW : E −→ E/W, ~x 7−→ f(~x) = [~x]

η οποία γνωρίζουµε ότι είναι επιµορφισµός µε πυρήνα Ker(πW) = W. Επειδή
V ⊆ W, από την Πρόταση 6.2.12, έπεται ότι υπάρχει µοναδική γραµµική
απεικόνιση π∗V : E/V −→ E/W έτσι ώστε : π∗V ◦ πV = πW. Επειδή η πW
είναι επιµορφισµός, έπεται άµεσα ότι και η π∗V είναι επιµορφισµός. Από την
Πρόταση 6.2.12 η απεικόνιση π∗V ορίζεται ως εξής : π∗V([~x]) = πW(~x) = [~x],
δηλαδή η π∗V στέλνει σύµπλοκα του E ως προς τον υπόχωρο V σε σύµπλοκα
του E ως προς τον υπόχωρο W. Σύµφωνα µε το Πόρισµα 6.2.14 αρκεί να
δείξουµε ότι Ker(π∗V) = W/V. ΄Εστω [~x] ∈W/V, δηλαδή [~x] ∈ E/V µε ~x ∈W.
Τότε π∗V([~x]) = [~x] = ~0E/W διότι ~x ∈W. ΄Αρα W/V ⊆ Ker(π∗V). Αντίστροφα αν
[~x] ∈ Ker(π∗V), τότε π∗V([~x]) = [~x] = ~0E/W και αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν
~x ∈ W. Αυτό όµως σηµαίνει ότι [~x] ∈ W/V και εποµένως Ker(π∗V) ⊆ W/V.
΄Ετσι τελικά ϑα έχουµε Ker(π∗V) = W/V και το Πόρισµα 6.2.14 ολοκληρώνει
την απόδειξη. 2

Η ακόλουθη ΄Ασκηση περιγράφει ένα αποτέλεσµα το οποίο είναι γνωστό ως
∆ευτερο Θεωρηµα Ισοµορφισµου για διανυσµατικούς χώρους.

΄Ασκηση 6.2.5 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K,
και έστω V και W δύο υπόχωροι του E. Τότε ο W είναι υπόχωρος του V + W,
ο V ∩W είναι υπόχωρος του V και υπάρχει ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών
χώρων:

V + W/W
∼=−→ V/V ∩W

6.3 Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.3.1 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ των διανυ-
σµατικών χώρων E και F υπεράνω ενός σώµατος K.
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1.

2.
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Κεφάλαιο 7

Πινακες και Γραµµικες
Απεικονισεις

Στα προηγούµενα Κεφάλαια έχουµε ορίσει την έννοια του πίνακα, η οποία ορ-
γανώνει µε εποπτικό τρόπο αρκετές πληροφορίες, και έχουµε αναπτύξει την
ϑεωρία των γραµµικών απεικονίσεων. Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε
την σχέση µεταξύ γραµµικών απεικονίσεων µεταξύ διανυσµατικών χώρων πε-
περασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K και πινάκων µε στοιχεία από
το K. Θα δούµε ιδιαίτερα ότι σ΄ αυτό το πλαίσιο η ϑεωρία πινάκων και γραµ-
µικών απεικονίσεων είναι ουσιαστικά ισοδύναµη. Η χρήση των γραµµικών
απεικονίσεων είναι περισσότερο κατάλληλη για εξαγωγή ϑεωρητικών αποτελε-
σµάτων, και η χρήση πινάκων είναι περισσότερο κατάλληλη για υπολογισµούς
και προσφέρει ικανοποιητικότερη εποπτεία.

7.1 Βασικές Ιδιότητες Πινάκων

Στην παρούσα ενότητα, αφού υπενθυµίσουµε την έννοια ενός πίνακα, ϑα µε-
λετήσουµε ϐασικές ιδιότητες πινάκων.

Από τώρα και στο εξής σταθεροποιούµε ένα σώµα K.

Υπενθυµίζουµε ότι ανm,n ∈ N είναι δύο ϕυσικοί αριθµοί, τότε έναςm×n
πίνακας A µε στοιχεία από το σώµα K, είναι µια διάταξη m · n αριθµών από

161
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το σώµα K της µορφής:

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


Στήλες Για κάθε j = 1, 2, · · · , n, η j-στήλη του πίνακα A είναι η ακόλουθη

διάταξη m αριθµών:

Aj :=



a1j

a2j
...
aij
...

amj


΄Ετσι ο m×n πίνακας A αποτελείται από n στήλες A1, A2, · · · , An κάθε
µία από τις οποίες αποτελείται απο m αριθµούς.

Γραµµές Για κάθε i = 1, 2, · · · ,m, η j-γραµµή του πίνακα A είναι η ακό-
λουθη διάταξη m αριθµών:

Ai :=
(
ai1 ai2 · · · aij · · · ain

)
΄Ετσι ο m × n πίνακας A αποτελείται από m γραµµες A1, A2, · · · , Am
κάθε µία από τις οποίες αποτελείται απο n αριθµούς.

Παρατηρούµε ότι το στοιχείο aij του πίνακα A ϐρίσκεται στην ‘‘τοµή’’ της i-
γραµµής µε την j-στήλη. ΄Ετσι ορίζουµε το στοιχείο aij να είναι το στοιχείο
του πίνακα στην ij-ϑέση.

Συµβολισµός 7.1.1 Χάριν συντοµίας ένας m× n πίνακας A όπως παραπάνω
ϑα συµβολίζεται ως εξής : A = (aij).

Συµβολίζουµε µε Mm×n(K) το σύνολο τωνm×n-πινάκων µε στοιχεία από
το σώµα K:

Mm×n(K) =
{
A = (aij) | aij ∈ K, ∀i = 1, 2, · · ·m, ∀j = 1, 2, · · · , n

}
Υπενθυµίζουµε ότι στο σύνολο Mm×n(K) έχουµε ορίσει τις ακόλουθες πράξεις
πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού:
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1. Πρόσθεση: Αν A = (aij), B = (bij) ∈ Mm×n(K), τότε A + B είναι ο
m× n-πίνακας (aij + bij). Σχηµατικά:

A+B =



a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
...

am1 · · · amj · · · amn


+



b11 · · · b1j · · · b1n
b21 · · · b2j · · · b2n
...

...
...

...
...

bi1 · · · bij · · · bin
...

...
...

...
...

bm1 · · · bmj · · · bmn



=



a11 + b11 · · · a1j + bij · · · a1n + b1n
a21 + b21 · · · a2j + b2j · · · a2n + b2n

...
. . .

...
...

...
ai1 + bi1 · · · aij + bij · · · ain + bin

...
...

...
...

...
am1 + bm1 · · · amj + bmj · · · amn + bmn


.

2. Βαθµωτός Πολλαπλασιασµός: Αν A = (aij) ∈ Mm×n(K), και k ∈ K, τότε
k ·A είναι ο m× n-πίνακας (kaij). Σχηµατικά:

k·A = k·



a11 · · · a1j · · · a1n

a21 · · · a2j · · · a2n
...

. . .
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 · · · amj · · · amn


=



ka11 · · · ka1j · · · ka1n

ka21 · · · ka2j · · · ka2n
...

. . .
...

...
...

kai1 · · · kaij · · · kain
...

...
...

. . .
...

kam1 · · · kamj · · · kamn


.

Πρόταση 7.1.1 Το σύνολο Mm×n(K) τωνm×n-πινάκων µε στοιχεία από ένα
σώµα K εφοδιασµένο µε τις παραπάνω πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολ-
λαπλασιασµού, είναι ένας διανυσµατικός χώρος πάνω από το K. Το µηδενικό
διάνυσµα του Mm×n(K) είναι ο m × n-πίνακας 0 όλα τα στοιχεία του οποίου
είναι ίσα µε 0:

0 =



0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0


.
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Το αντίθετο διάνυσµα του m × n-πίνακα A = (aij) είναι ο m × n-πίνακας
−A = (−aij):

−A =



−a11 −a12 · · · −a1j · · · −a1n

−a21 −a22 · · · −a2j · · · −a2n
...

...
. . .

...
...

...
−ai1 −ai2 · · · −aij · · · −ain

...
...

...
...

. . .
...

−am1 −am2 · · · −amj · · · −amn


.

Απόδειξη : Βλέπε το Πόρισµα ;;. 2

Θεωρούµε τους m · n το πλήθος πίνακες Eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, όπου
ο πίνακας Eij έχει στην (i, j)-ϑέση 1 και παντού αλλού 0. ∆ηλαδή:

Eij =


0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0


όπου το 1 εµφανίζεται στην τοµή της j-στήλης µε την i-γραµµή.

Πρόταση 7.1.2 Το σύνολο των m× n πινάκων

B := {Eij | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}

είναι µια ϐάση του διανυσµατυικού χώρου Mm×n(K). Εποµένως

dimKMm×n(K) = m · n

Απόδειξη :

2

Οι ακόλουθες ειδικές περιπτώσεις πινάκων ϑα είναι πολύ σηµαντικές για
τα επόµενα:

Ορισµός 7.1.3 ΄Εστω K ένα σώµα και έστω n,m ≥ 1.
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1. Ο χώρος στηλών µε m στοιχεία από το σώµα K ορίζεται να είναι το
σύνολο Mm×1(K) και συµβολίζεται µε Σm(K):

Σm(K) := {



x1

x2
...
xi
...
xm


| xi ∈ K, 1 ≤ i ≤ m}

2. Ο χώρος γραµµών µε n στοιχεία από το σώµα K ορίζεται να είναι το
σύνολο M1×n(K) και συµβολίζεται µε Γn(K):

Γn(K) :=
(
x1 x2 · · · xj · · · xn

)
| xj ∈ K, 1 ≤ j ≤ n}

Η επόµενη παρατήρηση προκύπτει άµεσα από τους ορισµούς :

Παρατήρηση 7.1.4 1. Ο χώρος στηλών Σm(K)είναι ισόµορφος µε τον διανυ-
σµατικό χώρο Km µέσω του ισοµορφισµού

f : Km −→ Σm(K), ~x = (x1, x2, · · · , xm)
f7→
(
x1 x2 · · · xj · · · xn

)
2. Ο χώρος γραµµών Γn(K) είναι ισόµορφος µε τον διανυσµατικό χώρο Kn

µέσω του ισοµορφισµού

g : Kn −→ Γn(K),
(
x1 x2 · · · xj · · · xn

) g7→ (x1, x2, · · · , xn)

∆ιαµέσου των ισοµορφισµών f και g συνήθως ταυτίζουµε τους διανυσµατι-
κούς χώρους Σm(K) και Γn(K) µε τους διανυσµατικούς χώρους Km και Kn

αντίστοιχα.

Θα δούµε τώρα ότι σε µερικές περιπτώσεις µπορούµε να ορίσουµε µια
άλλη σηµαντική πράξη µεταξύ πινάκων η οποία καλείται πολλαπλασιασµός ή
γινόµενο πινάκων.

Πολλαπλασιασµός Πινάκων: ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) και B ∈ Mn×r(K). Τότε
ορίζουµε το γινόµενο του m× n πίνακα A µε τον n× r πίνακα B να είναι ο
m× r πίνακας A ·B του οποίοι το στοιχείο στην (i, j)-ϑέση είναι :

cij := ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑
k=1

aikbkj
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΄Ενας εύκολος τρόπος αποµνηµόνευσης του γινοµένου πινάκων είναι ο εξής.
Το στοιχείο cij στην (i, j)-ϑέση, όπου 1 ≤ i ≤ m και 1 ≤ j ≤ r, του πίνακα
A · B προκύπτει από τον ακόλουθο «πολλαπλασιασµό» της i-γραµµής Ai του
πίνακα A µε την j-στήλη Bj του πίνακα B:

cij := Ai ·Bj =
(
ai1 ai2 · · · aij · · · ain

)
·



b1j
b2j
...
bij
...
bnj


=

= ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

Παρατήρηση 7.1.5 Το γινόµενο A · B δύο πινάκων ορίζεται αν-ν ο αριθµός
των στηλών του A είναι ίσος µε τον αριθµό των γραµµών του B. ΄Ετσι αν
A ∈ Mm×n(K) και B ∈ Mk×r(K), τότε το γινόµενο A · B ορίζεται αν-ν n = k.
Παρόµοια το γινόµενοB ·A ορίζεται αν-ν r = m. Εποµένως τα γινόµενα πινάκων
A · B και B · A ορίζονται αν-ν m = n = r = k, δηλαδη αν-ν οι πίνακες A και
B είναι τετραγωνικοί ίδιας τάξης.

Υπενθυµίζουµε ότι το σύµβολο του Kronecker δij ορίζεται ως εξής :

δij =

{
1 : αν i = j
0 : αν i 6= j

}
Παράδειγµα 7.1.2 Για κάθε i, j = 1, 2, · · · , n, ϑεωρούµε τους τετραγωνικούς
πίνακες Eij = (δij) ∈Mn×n(K). Τότε :

Eij · Ekr = δjkEir

Πρόχειρη ∆οκιµασία

Παράδειγµα 7.1.3

Παρατήρηση 7.1.6 Αν A και B είναι δύο πίνακες έτσι ώστε τα γινόµενα A ·B
και B ·A ορίζονται, τότε δεν είναι απαραίτητο να ισχύει ότι : A ·B = B ·A. Για
παράδειγµα έστω οι 2× 2 πίνακες πραγµαικών αριθµών:

A =

(
0 1
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
.

Τότε :

A ·B =

(
1 0
0 0

)
6=
(

0 0
0 1

)
= B ·A
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Η ακόλουθη πρόταση περιγράφει τις· ϐασικές ιδιότητες του πολλαπλασια-
σµού πινάκων και πως αυτή συµπεριφέρεται ως προς την πρόσθεση και τον
ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό πινάκων.

Πρόταση 7.1.7 ΄Εστω A, B και C τρείς πίνακες µε στοιχεία από το σώµα K,
και k ∈ K.

1. Αν τα γινόµενα πινάκων A · B και B · C ορίζονται, τότε ορίζονται και τα
γινόµενα πινάκων A · (B · C) και (A ·B) · C και µάλιστα :

A · (B · C) = (A ·B) · C

2. Αν τα γινόµενα πινάκων A · B και A · C ορίζονται, τότε ορίζεται και το
γινόµενο πινάκων A · (B + C) και µάλιστα :

A · (B + C) = A ·B +A · C

3. Αν τα γινόµενα πινάκων A · C και B · C ορίζονται, τότε ορίζεται και το
γινόµενο πινάκων (A+B) · C και µάλιστα :

(A+B) · C = A · C +B · C

4. Αν το γινόµενο πινάκων A · B ορίζεται, τότε ορίζονται και τα γινόµενα
πινάκων (kA) ·B, και A · (kB) και µάλιστα :

k(A ·B) = (kA) ·B = A · (kB)

Απόδειξη : 2

Υπενθυµίζουµε ότι, ∀n ≥ 1, ο µοναδιαίος n× n πίνακας µε στοιχεία από
το K είναι ο πίνακας :

In =



1 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 1


.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει σηµαντικές ιδιότητες του µοναδιαίου πί-
νακα.
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Πρόταση 7.1.8 ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) και και B ∈ Mn×k(K), δύο πίνακες
Τότε :

A · In = A και In ·B = B

ΙδιαίτεραC ·In = C = In ·C, για κάθε τετραγωνικό n×n πίνακαC ∈Mn×n(K).

Απόδειξη : 2

Ορισµός 7.1.9 ΄Ενας πίνακας A ∈ Mn×n(K) καλείται αντιστρέψιµος αν
υπάρχει πίνακας B ∈Mn×n(K), έτσι ώστε να ισχύει :

A ·B = In = B ·A

Τότε ο πίνακας B καλείται αντίστροφος του A και συµβολίζεται µε A−1.

Πρόταση 7.1.10 1. ΄Εστω A ∈Mn×n(K) ένας αντιστρέψιµος πίνακας. Τότε ο
αντίστροφος του είναι µοναδικός και είναι επίσης αντιστρέψιµος µε αντίστροφο
τον πίνακα A:

(A−1)−1 = A

2. ΄ΕστωA,B ∈Mn×n(K) δύο αντιστρέψιµοι πίνακες. Τότε ο πίνακαςA ·B
είναι αντιστρέψιµος και ισχυει :

(A ·B)−1 = B−1 ·A−1.

Απόδειξη : 2

Πρόχειρη ∆οκιµασία

΄Εστω A =

(
a b
c d

)
∈M2×2(K). Να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος αν-ν

ad− bc 6= 0. Αν αυτό ισχύει να δείξετε ότι :

A−1 =

( d
ad−bc

−b
ad−bc

−c
ad−bc

a
ad−bc

)
Συµβολισµός 7.1.4 ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός n × n πίνακας.
Τότε ορίζεται το γινόµενο A · A, και εποµένως, σύφωνα µε την Πρόταση 7.1.7,
ορίζονται και το γινόµενοA·A·A·· · ··A (k ϕορές, ∀k ≥ 1), ο οποίος συµβολίζεται
µε Ak. Προφανώς ϑα έχουµε Ak ·Ar = Ak+r.

Πρόχειρη ∆οκιµασία
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Να δείξετε ότι αν A =

(
λ 1
0 λ

)
, τότε :

An =

(
λn nλn−1

0 λn

)
Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να δείξετε ότι αν A είναι ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας, τότε για κάθε
k ≥ 1 ο πίνακας Ak είναι αντιστρέψιµος. Ποιός είναι ο αντίστροφος του Ak;

Θα δούµε τώρα µια κατασκευή η οποία, δοθέντος ενός m×n πίνακα, µας
ορίζει έναν n×m πίνακα.

Ορισµός 7.1.11 ΄Εστω

A = (aij) =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


∈Mm×n(K)

έναςm×n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K. Ο ανάστροφος του A ορίζεται
να είναι ο n ×m πίνακας tA του οποίου οι γραµµές είναι οι στήλες του πίνακα
A και οι στήλες του είναι οι γραµµές του πίνακα A:

tA := (aji) =



a11 a21 · · · ai1 · · · am1

a12 a22 · · · ai2 · · · am2
...

...
. . .

...
...

...
a1j aj2 · · · aji · · · amj
...

...
...

...
. . .

...
a1n an2 · · · ain · · · anm


∈Mn×m(K)

Η επόµενη πρόταση περιγράφει τις κυριότερες ιδιότητες της µετάβασης
από έναν πίνακα στον ανάστροφο του.

Πρόταση 7.1.12 ΄Εστω A = (aij), B = (bij) ∈Mm×n(K) δύο m× n πίνακες
και C = (cij) ∈ Mn×r(K) ένας n × r πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.
Τότε για κάθε στοιχείο k ∈ mbK, ισχύουν τα εξής :

1. t(A+B) = tA+ tB.
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2. t(kA) = k tA.

3. t(A · C) = t= tC · tA.

4. t(tA) = A.

5. Αν D = (dij) ∈ Mn×n(K) είναι ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας, τότε
και ο ανάστροφος του tD είναι αντιστρέψιµος και ισχύει :

(tD)−1 = t(D−1)

Απόδειξη :
2

Η παραπάνω πρόταση έχει την ακόλουθη άµεση συνέπεια :

Πόρισµα 7.1.13 Η απεικόνιση

φ : Mm×n(K) −→ Mn×m(K), A 7−→ φ(A) = tA

είναι ένας ισοµορφισµός µε αντίστροφη την απεικόνιση

ψ : Mn×m(K) −→ Mm×n(K), A 7−→ φ(A) = tA

Επιπλέον αν m = n (οπότε οι εµπλεκόµενοι πίνακες είναι τετραγωνικοί και
φ = ψ), τότε η απεικόνιση φ στέλνει αντιστρέψιµους πίνακες σε αντιστρέψιµους
πίνακες και ισχύει : φ2 = IdMn×n(K).

7.2 Ο Πίνακας µιας Γραµµικής Απεικόνισης

Στην παρούσα ενότητα ϑα αντιστοιχίσουµε σε κάθε γραµµική απεικόνιση µε-
ταξύ διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης έναν πίνακα ο οποίος
εµπεριέχει όλες τις ιδιότητες της γραµµικής απεικόνισης. Επιπρόσθετα ϑα
δείξουµε ότι αυτή η αντιστοιχία είναι 1-1 και επί.

Από τώρα και στο εξής ϑεωρούµε δύο διανυσµατικούς χώρους E και F
υπεράνω του σώµατος K, και µια γραµµική απεικόνιση

f : E −→ F

Επιπρόσθετα υποθέτουµε ότι :

1. dimK E = n και έστω BE = {~e1, ~e2, · · · , ~en} µια ϐάση του E.

2. dimK F = m και έστω BF = {~ε1, ~ε2, · · · , ~εm} µια ϐάση του F.
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Θεωρούµε τις εικόνες f(~ei), 1 ≤ i ≤ n, των διανυσµάτων της ϐάσης BE δια-
µέσου της απεικόνισης f . Επειδή τα διανύσµατα f(~ei), 1 ≤ i ≤ n ανήκουν
στον διανυσµατικό χώρο F και το σύνολο BF = {~ε1, ~ε2, · · · , ~εm} µια ϐάση του
F, έπεται ότι κάθε ένα από τα f(~ei) ϑα γράφεται µοναδικά ως γραµµικός συν-
δυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης BF. Εποµένως ϑα έχουµε τις ακόλουθες
σχέσεις :

f(~e1) = a11~ε1 + a21~ε2 + · · ·+ ai1~εi + · · ·+ am1~εm

f(~e2) = a12~ε1 + a22~ε2 + · · ·+ ai2~εi + · · · am2~εm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f(~ej) = a1j~ε1 + a2j~ε2 + · · ·+ aij~εi + · · ·+ amj~εm

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f(~en) = a1n~ε1 + a2n~ε2 + · · ·+ ain~εi + · · ·+ amn~εm

Οι παραπάνω σχέσεις γράφονται συνεπτυγµένα ως εξής :

∀j = 1, 2, · · · ,m : f(~ej) =

m∑
i=1

aij~εi (∗)

Ορισµός 7.2.1 Ο πίνακας της f : E −→ F ως προς τις ϐάσεις BE και BF των
E και F αντίστοιχα, ορίζεται να είναι ο m× n πίνακας στοιχείων του K:

MBE,BF
(f) :=



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


(∗∗)

Αν E = F και επιλέξουµε B := BE = BF, τότε ο πίνακας της f ως προς τις
ϐάσειςBE καιBF καλείται ο πίνακας της f ως προς την ϐάσηB και συµβολίζεται
ως MB(f).

Παρατήρηση 7.2.2 1. ∀j = 1, 2, · · · ,m, η j-στήλη του πίνακα MBE,BF
(f)

αποτελείται από τους συντελεστές του διανύσµατος f(~ej) όταν αυτό εκφρασθεί
ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσης BF του F.

2. Η διαδικασία την οποία ακολουθούµε για να σχηµατίσουµε τον πίνακα
µιας γραµµικής απεικόνισης f : E −→ F ως προς τις ϐάσεις BE = {} και BF

των E και F αντίστοιχα, είναι ο εξής : εφαρµόζουµε την f σε κάθε διάνυσµα
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~ej της ϐάσης BE και ακολούθως εκφράζουµε το διάνυσµα f(~ej) ως γραµµικό
συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης BF του F· τότε οι συνιστώσες του f(~ej)
αποτελούν την j-στήλη του πίνακα MBE,BF

(f).
3. Ο Πίνακας µιας γραµµικής απεικόνισης f : E −→ F είναι τετραγωνικός

αν-ν dimK E = dimK F.
4. ΄Οπως είναι ϕανερό από τον ορισµό ο πίνακας της f εξαρτάται από τις

ϐάσεις τις οποίες επιλέγουµε. Για παράδειγµα έστω f : E −→ E µια γραµµική
απεικόνιση, και έστω B1,B2 δύο ϐάσεις του E. Τότε µπορούµε να σχηµατίσουµε
τους πίνακες MB1,B2(f), MB2,B1(f), MB1,B1(f), και MB2,B2(f). Γενικά οι
παραπάνω πίνακες είναι διαφορετικοί.

Παράδειγµα 7.2.1 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος
K µε dimK E = n, και έστω k ∈ K. Θεωρούµε την γραµµική απεικόνιση
(οµοθεσία µε λόγο k):

fk : E −→ E, ~x 7−→ fk(~x) = k~x

Αν B είναι µια τυχούσα ϐάση του E, τότε :

MB,B(fk) =


k 0 · · · 0
0 k · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · k


Θέτοντας k = 0, έχουµε ότι f0 = 0 είναι η µηδενική γραµµική απεικόνιση,
και άρα ο πίνακας της µηδενικής γραµµικής απεικόνισης 0 : E −→ E ως προς
τυχούσα ϐάση B του E είναι ο µηδενικός n× n πίνακας.

Επιλέγοντας k = 1, έχουµε ότι f1 = IdE είναι η ταυτοτική γραµµική απεικό-
νιση, και άρα ο πίνακας της ταυτοτικής γραµµικής απεικόνισης IdE : E −→ E ως
προς τυχούσα ϐάση B του E είναι ο µοναδιαίος n× n πίνακας In.

Παράδειγµα 7.2.2 ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3, (x, y, z) 7→
f(x, y, z) = (x, x+ y, 0). Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις του R3:

B1 := {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)}

B2 := {~ε1 = (1, 1, 0), ~ε2 = (0, 1, 1), ~ε3 = (1, 1, 1)}

Τότε :

MB1,B1(f) =

 1 0 0
1 1 0
0 0 0

 , MB1,B2 =

 2 1 2
1 1 1
−1 −1 −1


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MB2,B2(f) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , MB2,B1 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


Πραγµατικά:

Παράδειγµα 7.2.3 ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R2, (x, y, z) 7→
f(x, y, z) = (2x+ y, y − z). Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις των R3 και R2:

B1 := {~e1 = (1, 0, 1), ~e2 = (−1, 1, 0), ~e3 = (0, 1, 2)}

B2 := {~ε1 = (1, 0), ~ε2 = (0, 1)}

Τότε :

MB1,B2(f) =

(
2 −1 1
−1 1 −1

)
Πραγµατικά:

Το ακόλουθο ϐασικό ϑεώρηµα αναλύει την σχέση µεταξύ γραµµικών απει-
κονίσεων και πινάκων και είναι ϑεµελιώδες στην Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Θεώρηµα 7.2.3 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος
K και έστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση.

Υποθέτουµε ότι dimK E = n και dimK F = m, και σταθεροποιούµε µια ϐάση
BE του E και BF µια ϐάση του F.

Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο HomK(E,F) των γραµµικών απεικονίσε-
ων f : E −→ F, και τον διανυσµατικό χώρο Mm×n(K) των m × n πινάκων µε
στοιχεία από το σώµα K.

Τότε η απεικόνισηM η οποία στέλνει την γραµµική απεικόνιση f στον πίνακα
τηςMBE,BF

(f) ως προς τις ϐάσεις BE και BF των E και F αντίστοιχα, είναι ένας
ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων:

M : HomK(E,F)
∼=−→ Mm×n(K), f 7−→ M(f) := MBE,BF

(f)

Απόδειξη : 2

Η ακόλουθη πρόταση µας δίνει πως από πίνακες µεταβαίνουµε σε γραµ-
µικές απεικονίσεις, χωρίς να γνωρίζουµε εκ των προτέρων ότι µας έχουν δοθεί
κάποιοι συγκεκριµένοι διανυσµατικοί χώροι.

Πρόταση 7.2.4 ΄Εστω A = (aij) ∈Mm×n(K) έναςm×n πίνακας µε στοιχεία
από το σώµα K. Τότε η απεικόνιση :

fA : Σn(K) −→ Σm(K)
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η οποία ορίζεται ως εξής fA( ~X) := A · ~X, δηλαδή:

~X =



x1

x2
...
xi
...
xn


fA7−→



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


·



x1

x2
...
xi
...
xn


είναι µια γραµµική απεικόνιση και ο πίνακας της ως προς τις κανονικές ϐάσεις

BΣn(K) και BΣn(K) των διανυσµατικών χώρων Σn(K) και Σm(K) είναι ο A:

MBΣn(K),BΣn(K)
(fA) = A

Απόδειξη :
2

΄Ασκηση 7.2.4 Να δείξετε ότι η απεικόνιση :

G : Mm×n(K) −→ HomK(Σn(K),Σm(K), A 7−→ G(A) := fA

είναι ένας ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων.

Παράδειγµα 7.2.5

Θα δείξουµε τώρα ότι ο ισοµορφισµός του Θεωρήµατος 7.2.3 στέλνει την
σύνθεση γραµµικών απεικονίσεων µεταξύ διανυσµατικών χώρων στο γινόµενο
των πινάκων τους ως προς κάποιες επιλεγµένες ϐάσεις των χώρων.

Θεώρηµα 7.2.5 ΄Εστω E, F και G τρεις διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του
σώµατος K και έστω

E
f−→ F

g−→ G

δύο γραµµικές απεικονίσεις. Υποθέτουµε ότι dimK E = n, dimK F = m, και
dimK G = r, και σταθεροποιούµε µια ϐάση BE του E, µια ϐάση BF του F, και
µια ϐάση BG του G. Τότε ο πίνακας της σύνθεσης g ◦ f : E −→ G ως προς τις
ϐάσεις BE και BG των E και G είναι το γινόµενο των πινάκων των γραµµικών
απεικονίσεων f και g ως προς τι ϐάσεις BE και BF, και BF και BG αντίστοιχα :

MBE,BG
(g ◦ f) = MBF,BG

(g) ·MBE,BF
(f)

Απόδειξη : 2
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7.3 Αλλαγή Βάσης και Συνιστωσών

Στην παρούσα ενότητα ϑα δούµε έναν τρόπο ο οποίος µας επιτρέπει να πε-
ϱάσουµε από µια ϐάση ενός διανυσµατικού χώρου σε µια άλλη ϐάση του
ίδιου χώρου. Επίσης ϑα δούµε πως αλλάζουν οι συνιστώσες ενός διανύσµατος
όταν αλλάξουµε ϐάση, και πως αλλάζει ο πίνακας µιας γραµµικής απεικόνι-
σης όταν αλλάξουµε ϐάσεις στους διανυσµατικούς χώρους στους οποίους είναι
ορισµένη η γραµµική απεικόνιση.

΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K. ΄Εστω ότι dimK E = n
και έστω

B := {~e1, ~e2, · · · , ~en}

B′ := {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn}

δύο τυχούσες ϐάσεις του E.
Τότε κάθε διάνυσµα της ϐάσηςB′ γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµ-

µικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσεις B:

~ε1 = a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en

~ε2 = a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

~εn = a1n~e1 + a2n~e2 + · · ·+ ann~en

ή περισσοτερο αναλυτικά:

∀j = 1, 2, · · · , n : ~εj =
n∑
i=1

aij~ei

Ορισµός 7.3.1 Ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B στην ϐάση B′ ορί-
Ϲεται να είναι ο τετραγωνικός n× n πίνακας :

MB,B′ :=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


Παρόµοια κάθε διάνυσµα της ϐάσης B γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως

γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων της ϐάσεις B′:

~e1 = b11~ε1 + b21~ε2 + · · ·+ bn1~εn
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~e2 = b12~ε1 + b22~ε2 + · · ·+ bn2~εn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

~en = b1n~ε1 + b2n~ε2 + · · ·+ bnn~εn

ή περισσοτερο αναλυτικά:

∀i = 1, 2, · · · , n : ~ej =
n∑
k=1

bki~εk

Ορισµός 7.3.2 Ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B′ στην ϐάση B ορί-
Ϲεται να είναι ο τετραγωνικός n× n πίνακας :

MB′,B :=


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnn


Παράδειγµα 7.3.1 ΄Εστω οι ακόλουθες ϐάσεις του R3:

B = {~e1 = (2, 0, 0), ~e2 = (−3,−1, 0), ~e3 = (0, 2,
1

2
}

B′ = {~ε1 = (1,−1, 0), ~ε2 = (1, 0, 1), ~ε3 = (0, 1,−2}

Τότε ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B′ στην ϐάση B είναι ο εξής :

MB,B′ =

 2 13
2 −27

2
1 4 −9
0 2 −4


Πρόχειρη ∆οκιµασία

Να ϐρεθεί ο πίνακας µετάβασης MB′,B για τις ϐάσεις του παραπάνω παρα-
δείγµατος.

Παράδειγµα 7.3.2 Θεωρούµε την κανονική ϐάση

B = {~e1 = (1, 0, · · · , 0), ~e2 = (0, 1, · · · , 0), · · · , ~en = (0, 0, · · · , 1)}

του διανυσµατικού χώρου Kn. Θεωρούµε επίσης µια διαφορετική τυχούσα ϐάση

B′ = {~ε1 = (a11, a21, · · · , an1), ~ε2 = (a12, a22, · · · , an2), · · · , ~εn = (a1n, a2n, · · · , ann)}
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του Kn. Τότε ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση την κανονική ϐάση B στην
τυχούσα ϐάση B′ είναι ο n× n που προκύπτει αν µετατρέψουµε τα διανύσµατα
~εi σε στήλες :

MB,B′ :=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


Είναι εύλογο να αναρωτηθούµε τι σχέση έχουν οι πίνακες µετάβασης µε-

ταξύ δύο ϐάσεων ενός διανυσµατικού χώρου. Την απάντηση την δίνει το ακό-
λουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 7.3.3 ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K, και έστω

B := {~e1, ~e2, · · · , ~en}

B′ := {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn}

δύο τυχούσες ϐάσεις του E. Τότε ο πίνακας µετάβασης MB,B′ από την ϐάση
B στην ϐάση B′ είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφος του είναι ο πίνακας
µετάβασης MB′,B από την ϐάση B′ στην ϐάση B:

MB′,B = M−1
B,B′

Απόδειξη : 2

΄Εστω, όπως και πριν, E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος
K, και έστω

B := {~e1, ~e2, · · · , ~en}

B′ := {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn}

δύο ϐάσεις του E. Τότε κάθε διάνυσµα ~x ∈ E γράφεται κατά µοναδικό τρόπο
ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων των ϐάσεων B και B′:

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en =
n∑
i=1

xi~ei

~x = x′1~ε1 + x′2~ε2 + · · ·+ x′n~εn =
n∑
i=1

xi~εi
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Θεωρούµε τα διανύσµατα στήλες :

~X =



x1

x2
...
xi
...
xn


~X ′ =



x′1
x′2
...
x′i
...
x′n


(7.1)

τα οποία καλούνται τα διανύσµατα-στήλες των συνιστωσών του ~x ως προς
τις ϐάσεις B και B′.

Η επόµενη πρόταση περιγράφει πως αλλάζουν οι συνιστώσες του διανύ-
σµατος ~x ως προς τις ϐάσεις B και B′.

Πρόταση 7.3.4 Ισχύοουν οι ακόλουθες σχέσεις :

~X ′ = MB′,B · ~X = M−1
B,B′ · ~X και ~X = MB,B′ · ~X ′ = M−1

B′,B · ~X
′

Περισσότερο αναλυτικά:

∀k = 1, 2, · · ·n : xk =
n∑
i=1

akix
′
i x′k =

n∑
i=1

bkixi

όπου : MB,B′ = (aij) και MB′,B = (bij).

Απόδειξη : 2

7.4 Ισοδύναµοι και ΄Οµοιοι Πίνακες

Στην παρούσα ενότητα ϑα µελετήσουµε πως αλλάζει ο πίνακας µιας γραµµικής
απεικόνισης όταν αλλάξουµε ϐάσεις.

Από τώρα και στο εξής υποθέτουµε ότι µας έχουν δοθεί τα ακόλουθα:

1. E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K µε dimK E = n,
και έστω BE και B′E δύο ϐάσεις του:

BE := {~e1, ~e2, · · · , ~en}, B′E := {~e ′1, ~e ′2, · · · , ~e ′n}

2. F είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατοςK µε dimK F = m,
και έστω BF και B′F δύο ϐάσεις του:

BF := {~ε1, ~ε2, · · · , ~εm}, B′F := {~ε ′1, ~ε ′2, · · · , ~ε ′m},
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3. f : E −→ F είναι µια γραµµική απεικόνιση.

Συµβολίζουµε µε :

4. A = MBE,BF
(f) τον πίνακα της f ως προς τις ϐάσεις BE και BF των E και

F:
A = (aij) := MBE,BF

∈Mm×n(K)

5. A′ = MB′
E
,B′

F
(f) τον πίνακα της f ως προς τις ϐάσεις B′E και B′F των E και

F:
A′ = (a′ij) := MB′

E
,B′

F
∈Mm×n(K)

6. P = MBE,B
′
E
τον πίνακα µετάβασης από την ϐάση BE στην ϐάση B′E:

P = (pij) := MBE,B
′
E
∈Mn×n(K)

Τότε από το Θεώρηµα 7.3.3 γνωρίζουµε ότι ο πίνακας µετάβασης από
την ϐάση B′E στην ϐάση BE είναι ο P−1, δηλαδή: P−1 = MB′

E
,BE

.

7. Q = MBF,B
′
F

τον πίνακα µετάβασης από την ϐάση BF στην ϐάση B′F:

Q = (qij) := MBF,B
′
F
∈Mm×m(K)

Τότε από το Θεώρηµα 7.3.3 γνωρίζουµε ότι ο πίνακας µετάβασης από
την ϐάση B′F στην ϐάση BF είναι ο Q−1, δηλαδή: Q−1 = MB′

F
,BF

.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι A′ = Q−1 · A · P . Γι΄ αυτό το σκοπό
χρειαζόµαστε κάποια προεργασία.

΄Εστω ~x ∈ E ένα τυχόν διάνυσµα του E, το οποίο το εκφράζουµε ως γραµ-
µικό συνδυασµό των διανυσµάτων των ϐάσεων BE και B′E:

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en =

n∑
i=1

xi~ei (7.2)

~x = x′1~e
′
1 + x′2~e

′
2 + · · ·+ x′n~e

′
n =

n∑
i=1

xi~e
′
i (7.3)

Συµβολίζουµε µε ~X και ~X ′ τα διανύσµατα-στήλες των συνιστωσών του ~x
ως προς τις ϐάσεις BE και B′E όπως στην σχέση ??. Τότε από την Πρόταση
7.3.4, έχουµε τις σχέσεις :

~X = P · ~X ′, ~X ′ = P−1 · ~X (7.4)
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Εφαρµόζουµε την γραµµική απεικόνιση f στο διάνυσµα ~x και έστω ~y =
f(~x). Εν συνεχεία εκφράζουµε το ~y ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων
των ϐάσεων BF και B′F:

f(~x) = ~y = y1~ε1 + y2~ε2 + · · ·+ yn~εm =

m∑
i=1

xi~εi (7.5)

f(~x) = ~y = y′1~ε
′
1 + y′2~ε

′
2 + · · ·+ y′n~ε

′
n =

m∑
i=1

xi~ε
′
i (7.6)

Συµβολίζουµε µε ~Y και ~Y ′ τα διανύσµατα-στήλες των συνιστωσών του ~y =
f(~x) ως προς τις ϐάσειςBF καιB′F όπως στην σχέση ??. Τότε από την Πρόταση
7.3.4, έχουµε τις σχέσεις :

~Y = Q · ~Y ′, ~Y ′ = Q−1 · ~Y (7.7)

Λήµµα 7.4.1 Τα διάνυσµατα-στήλες ~X και ~Y των συνιστωσών των διανυσµά-
των ~x και ~y = f(~x) ως προς τις ϐάσεις BE και BF τν E και F αντίστοιχα,
συνδέονται µε τον ακόλουθο τύπο :

~Y = A · ~X (7.8)

ή περισσότερο αναλυτικά:

∀i = 1, 2, · · · ,m : yi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn =
m∑
j=1

aijxj (7.9)

Απόδειξη :
2

Θεώρηµα 7.4.2 ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ διανυσµα-
τικών υπεράνω ενός σώµατος K. Επιλέγουµε δύο τυχούσες ϐάσεις BE και B′E
του E, και δύο τυχούσες ϐάσεις BF και B′F του F. ΄Εστω A ο πίνακας της f ως
προς τις ϐάσεις BE και BF και έστω A′ ο πίνακας της f ως προς τις ϐάσεις B′E
και B′F. Τέλος έστω P ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση BE στην ϐάση B′E
του E, και έστω Q ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση BF στην ϐάση B′F του F.
Τότε ισχύει ο ακόλουθος τύπος :

A′ = Q−1 ·A · P



7.4. ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΙ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ 181

Απόδειξη :
2

Το Θεώρηµα 7.4.2 µας οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 7.4.3 ΄Εστω A,A′ ∈ Mm×n(K) δύο m × n πίνακες µε στοιχεία από
ένα σώµα K. Οι πίνακες A και A′ καλούνται ισοδύναµοι αν υπάρχει ένας
αντιστρέψιµος n × n πίνακας P ∈ Mn×n(K) και ένας αντιστρέψιµος m × m
πίνακας Q ∈Mm×m(K), έτσι ώστε :

A′ = Q−1 ·A · P

Θεώρηµα 7.4.4 ∆ύο πίνακες A,A′ ∈ Mm×n(K) είναι ισοδύναµοι αν-ν εί-
ναι πίνακες µιας γραµµικής απεικόνισης f : E −→ F, όπου dimK E = n και
dimK F = m, ως προς διαφορετικές ϐάσεις των E και F.

Απόδειξη :
2

Υποθέτουµε τώρα ότι E = F και ϑέτουµε BE = BF και B′E = B′F, στα
παραπάνω δεδοµένα. Εποµένως έχουµε µια γραµµική απεικόνιση f : E −→ E

και δύο ϐάσεις του E:

BE := {~e1, ~e2, · · · , ~en}, B′E := {~e ′1, ~e ′2, · · · , ~e ′n}

΄Οπως προηγουµένως, έστω A = MB,B(f) ο πίνακας της f στην ϐάση B και
A′ = MB′,B′(f) ο πίνακας της f στην ϐάση B′. Επίσης έστω P = MB,B′

ο πίνακας µετάβασης από την ϐάση B στην ϐάση B′. Τότε, σύµφωνα µε το
Θεώρηµα 7.3.3, ο πίνακας µετάβασης Q = MB′,B από την ϐάση B′ στην ϐάση
B είναι Q = P−1. Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.4.2, ϑα έχουµε
A′ = P−1 · A · P . Αυτή η σχέση τετραγωνικών πινάκων µας οδηγεί στον
ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 7.4.5 ΄Εστω A,A′ ∈ Mm×n(K) δύο τετραγωνικοί n × n πίνακες µε
στοιχεία από ένα σώµα K. Οι πίνακες A και A′ καλούνται όµοιοι αν υπάρχει
ένας αντιστρέψιµος n× n πίνακας P ∈Mn×n(K)έτσι ώστε :

A′ = P−1 ·A · P

Η παρπάνω ανάλυση µας οδηγεί στο ακόλουθο ϐασικό Θεώρηµα, το οποίο
είναι ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος 7.4.4.

Θεώρηµα 7.4.6 ∆ύο τετραγωνικοί πίνακες A,A′ ∈Mn×n(K) είναι όµοιοι αν-ν
είναι πίνακες µιας γραµµικής απεικόνισης f : E −→ E, όπου dimK E = n, ως
προς διαφορετικές ϐάσεις του E.
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Απόδειξη :
2

Παράδειγµα 7.4.1 ΄Εστω f : R3 −→ R3 η γραµµική απεικόνιση η οποία ορίζε-
ται ως εξής :

f : R3 −→ R3, (x, y, z) 7→ f(x, y, z) = (x, x+ y, 0)

Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις του R3:

B1 := {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)}

B2 := {~e ′1 = (1, 1, 0), ~e ′2 = (0, 1, 1), ~e ′3 = (1, 1, 1)}

όπως στο Παράδειγµα 7.2.2.

Στο σύνολο Mm×n(K) ορίζουµε µια σχέση ∼ ως εξής :

∀A,B ∈Mm×n(K) : A ∼ B ⇐⇒ οι πίνακεςA,B είναι ισοδύναµοι

δηλαδή: A ∼ B αν-ν υπάρχει ένας αντιστρέψιµος πίνακας P ∈Mn×n(K) και
ένας αντιστρέψιµοςm×m πίνακαςQ ∈Mm×m(K), έτσι ώστε : B = Q−1 ·A·P .

Πρόταση 7.4.7 Ησχέση∼m×n είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο σύνολοMm×n(K)
των m× n πινάκων.

Απόδειξη : 2

Περιοριζόµενοι σε τετραγωνικούς n× n πίνακες έχουµε ανάλογα τον ακό-
λουθο ορισµό και την ακόλουθη πρόταση.

Στο σύνολο Mn×n(K) ορίζουµε µια σχέση ∼n×n ως εξής :

∀A,B ∈Mm×n(K) : A ∼n×n B ⇐⇒ οι πίνακεςA,B είναι όµοιοι

δηλαδή: A ∼n×n B αν-ν υπάρχει ένας αντιστρέψιµος πίνακας P ∈Mn×n(K)
έτσι ώστε : B = P−1 ·A · P .

Πρόταση 7.4.8 Η σχέση οµοιότητας ∼n×n είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο
σύνολο Mn×n(K) των n× n πινάκων.
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Απόδειξη : 2

Σύµφωνα µε τις Προτάσεις 7.4.7 και 7.4.8 η σχέση ∼m×n διαµερίζει το
σύνολο Mm×n(K) σε κλάσεις ισοδυναµίας (ισοδύναµων πινάκων), και η σχέση
∼n×n διαµερίζει το σύνολο Mn×n(K) σε κλάσεις ισοδυναµίας (όµοιων πινά-
κων). ∆ύο από τους ϐασικότερους σκοπούς της Γραµµικής ΄Αλγεβρας είναι :
(α) η εύρεση των πλέον απλών αντιπροσώπων σε κάθε κλάση ισοδυναµίας ή
οµοιότητας, και (β) η εύρεση ιδιοτήτων πινάκων οι οποίες ισχύουν για κάθε
πίνακα ο οποίος ανήκει σε µια δεδοµένη κλάση ισοδυναµίας η οµοιότητας.
Στα επόµενα Κεφάλαια ϑα δούµε κάποιες από αυτές τις ιδιότητες.
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Κεφάλαιο 8

Βαθµιδα Πινακα

Στο παρόν Κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε την ϐαθµίδα ενός πίνακα µε στοιχεία από
ένα σώµα K, καθώς και τις κυριότερες ιδιότητες της. Η έννοια της ϐαθµίδας
είναι ανάλογη της έννοιας της ϐαθµίδας µιας γραµµικής απεικόνισης, και
ϑα διαδραµατίσει σηµαντικό ϱόλο στα επόµενα κεφάλαια που αφορούν την
ϑεωρία οριζουσών και γραµµικών συστηµάτων.

8.1 Ορισµός και Βασικές Ιδιότητες

Στην παρούσα ενότητα σταθεροποιούµε ένα σώµα K.
΄Εστω

A = (aij) =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amj · · · amn


∈Mm×n(K)

ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K.
Υπενθυµίζουµε ότι µε :

1. Σm(K) συµβολίζουµε τον χώρο στηλών µε στοιχεία από το K.

2. Γn(K) συµβολίζουµε τον χώρο γραµµών µε στοιχεία από το K.

Θεωρώντας τις στήλες του πίνακα A, ϐλέπουµε ότι ο πίνακας A ορίζει τα
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ακόλουθα διανύσµατα του χώρου στηλών Σm(K):

~A1 :=



a11

a21
...
ai1
...

am1


, ~A2 :=



a12

a22
...
ai2
...

am2


, · · · , ~An :=



a1n

a2n
...
ain
...

amn


∈ Σm(K)

Παρόµοια ϑεωρώντας τις γραµµές του πίνακα A, ϐλέπουµε ότι ο πίνακας A
ορίζει τα ακόλουθα διανύσµατα του χώρου στηλών Γn(K):

~A1 =
(
a11 a12 · · · a1j · · · a1n

)
, ~A2 =

(
a21 a22 · · · a2j · · · a2n

)
, · · · ,

~Am =
(
am1 am2 · · · amj · · · amn

)
∈ Γn(K)

Ορισµός 8.1.1 ΄Εστω A = (aij) ∈Mm×n(K) έναςm×n πίνακας µε στοιχεία
από το σώµα K.

1. Ο χώρος στηλών του πίνακα A ορίζεται να είναι ο υπόχωρος Σ(A) του
Σm(K) ο οποίος παράγεται από τις n στήλες ~A1, ~A2, · · · , ~An του πίνακα
A.

2. Η ϐαθµίδα στηλών σ(A) του πίνακα A ορίζεται να είναι η διάσταση του
χώρου στηλών Σ(A) του πίνακα A:

σ(A) := dimK Σ(A)

∆ηλαδή σ(A) είναι το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του
πίνακα A, ϑεωρώντας τις στήλες του A ως διανύσµατα του χώρου στηλών
Σ(A).

3. Ο χώρος γραµµών του πίνακα A ορίζεται να είναι ο υπόχωρος Γ(A) του
Γn(K) ο οποίος παράγεται από τιςm γραµµές ~A1, ~A2, · · · , ~Am του πίνακα
A.

4. Η ϐαθµίδα γραµµών γ(A) του πίνακα A ορίζεται να είναι η διάσταση του
χώρου γραµµών Γ(A) του πίνακα A:

γ(A) := dimK Γ(A)

∆ηλαδή γ(A) είναι το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών
του πίνακα A, ϑεωρώντας τις γραµµές του A ως διανύσµατα του χώρου
γραµµών Γ(A).
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Παρατήρηση 8.1.2 ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K). Παρατηρούµε ότι επειδή
Σ(A) ⊆ Σm(K) και dimK Σm(K) = m, ϑα έχουµε : σ(A) ≤ m. Παρόµοια
επειδή Γ(A) ⊆ Γn(K) και dimK Γn(K) = n, ϑα έχουµε : γ(A) ≤ n.

Παρατήρηση 8.1.3 ΄Εστω A = (aij) ∈Mm×n(K). Τότε :

σ(A) = γ(tA)

Πραγµατικά αυτό προκύ·πτει άµεσα από τον ορισµό καθώς οι στήλες του tA είναι
οι γραµµές του A και οι γραµµές του tA είναι οι στήλες του A

΄Ενας από τους ϐασικούς σκοπούς της παρούσης ενότητας είναι να δεί-
ξουµε ότι ισχύει : σ(A) = γ(A). Προηγουµένως όµως χρειαζόµαστε κάποια
προεργασία.

Λήµµα 8.1.4 ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K), και έστω η επαγόµενη γραµµική
απεικόνιση την οποία ορίζει ο A:

fA : Σn(K) −→ Σm(K), ~X 7−→ fA( ~X) := A · ~X

Τότε : r(fA) = σ(A).

Απόδειξη : 2

Λήµµα 8.1.5 ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K), και έστω η επαγόµενη γραµµική
απεικόνιση την οποία ορίζει ο ανάστροφος tA του A:

ftA : Σm(K) −→ Σn(K), ~X 7−→ ftA( ~X) := tA · ~X

Τότε : r(ftA) = σ(A) = γ(tA) ≤ min{m,n}.

Απόδειξη : 2

8.2 Βαθµίδα Γραµµικής Απεικόνισης και Πίνακα

Υπενθυµίζουµε ότι αν E και F είναι διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης διά-
στασης υπεράνω ενός σώµατος K, και f : E −→ F είναι µια γραµµική απει-
κόνιση, τότε ορίσαµε την ϐαθµίδα r(f) της fως την διάσταση του υπόχωρου
dimK Im(f). Στην παρούσα ενότητα ϑα αναλύσουµε την σχέση µεταξύ της
ϐαθµίδας της f και της ϐαθµίδας γραµµών ή στηλών του πίνακα της f ως
προς τυχούσες ϐάσεις των E και F.
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Θεώρηµα 8.2.1 ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω ενός σώµα-
τος K, και έστω dimK E = n και dimK F = m. Αν f : E −→ F είναι µια γραµµική
απεικόνιση, τότε υπάρχει µια ϐάση BE του E και µια ϐάση BF του F, έτσι ώστε
ο πίνακας της f στις παραπάνω ϐάσεις να είναι της µορφής :

MBE,BF
(f) =



1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


όπου :

Ir =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 ∈ Mr×r(K)

είναι ο µοναδιαίος r × r πίνακας και r = r(f).

Απόδειξη : 2

Ο m×n πίνακας του Θεωρήµατος 8.2.1 γράφεται περισσότερο συνοπτικά
ως εξής : (

Ir 0r×(n−r)
0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
όπου 0r×(n−r) είναι ο µηδενικός r×(n−r) πίνακας, 0(m−r)×r είναι ο µηδενικός
(m − r) × r πίνακας, και 0(m−r)×(n−r) είναι ο µηδενικός (m − r) × (n − r)
πίνακας.

Πρόταση 8.2.2 ΄Εστω A ∈Mm×n(K) ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από το
σώµα K. Τότε ο A είναι ισοδύναµος µε έναν πίνακα της µορφής :(

Ir 0r×(n−r)
0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
, όπου r := σ(A)

∆ηλαδή υπάρχει ένας αντιστρέψιµος n × n πίνακας P και ένας αντιστρέψιµος
m×m πίνακας Q έτσι ώστε :

Q−1 ·A · P =

(
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
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Απόδειξη :
2

Θεώρηµα 8.2.3 ΄Εστω A,B ∈ Mm×n(K) δύο m× n πίνακες µε στοιχεία από
το σώµα K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι.

2. Οι πίνακες A και B έχουν την ίδια ϐαθµίδα στηλών:

σ(A) = σ(B)

Απόδειξη : 2

Υπενθυµίζουµε ότι αν E και F είναι διανυσµατικοί χώροι πεπερασµένης
διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K, και f : E −→ F είναι µια γραµµική
απεικόνιση, τότε ορίσαµε την ανάστροφη απεικόνιση µεταξύ των δυϊκών χώρων
F? και E? ως εξής :

tf : F? −→ E?, ξ 7−→ tf(ξ) = ξ ◦ f

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 6.1.12 οι απεικονίσεις f και tf έχουν την ίδια ϐαθ-
µίδα:

r(f) = r(tf)

Υποθέτουµε ότι :

1. dimK E = n και dimK F = m.

2.

BE := {~e1, ~e2, · · · , ~en}

είναι µια ϐάση του E, και έστω

B?
E := {ϑ1, ϑ2, · · · , ϑn}

είναι η δυϊκή της ϐάση του E?.

3.

BF := {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn}

είναι µια ϐάση του F, και έστω

B?
F := {ξ1, ξ2, · · · , ξn}

είναι η δυϊκή της ϐάση του F?.
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Είναι εύλογο να αναρωτηθούµε αν ο πίνακας της ανάστροφης απεικόνισης
tf ως προς τις δυϊκές ϐάσεις B?

F και B?
E σχετίζεται µε τον πίνακα της f ως προς

τις ϐάσεις BE και BF. Την απάντηση δίνει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 8.2.4 ΄Εστω A = (aij) = MBE,BF
(f) ο πίνακας της f : E −→ F ως

προς τις ϐάσεις BE και BF των E και F αντίστοιχα.
Τότε ο πίνακας B := (bij) = MB?

F
,B?

E
(tf) της ανάστροφης απεικόνισης tf :

F? −→ E? είναι ο ανάστροφος του A, δηλαδή B = tA ή περισσότερο αναλυτικά:

MB?
F
,B?

E
(tf) = tMBE,BF

(f)

Απόδειξη : 2

Θεώρηµα 8.2.5 ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) ένας m × n πίνακας µε στοιχεία από
ένα σώµα K. Τότε η ϐαθµίδα στηλών του A είναι ίση µε την ϐαθµίδα γραµµών
του A:

σ(A) = γ(A)

Απόδειξη : 2

Ορισµός 8.2.6 ΄Εστω A ∈Mm×n(K) έναςm×n πίνακας µε στοιχεία από ένα
σώµα K. Η κοινή τιµή σ(A) = γ(A) καλείται ϐαθµίδα του A και συµβολίζεται
µε r(A).

Θεώρηµα 8.2.7 ΄Εστω A,B ∈ Mm×n(K) δύο m× n πίνακες µε στοιχεία από
ένα σώµα K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

1. Οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι.

2. r(A) = r(B).

3. Οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι µε τον m× n πίνακα:(
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)

Αν A ∈ Mn×n(K) είναι ένας τετραγωνικός n × n πίνακας, τότε γνωρίζου-
µε ότι r(A) ≤ n. Το ακόλουθο Θεώρηµα χαρακτηρίζει τους τετραγωνικούς
πίνακες των οποίων η ϐαθµίδα λαµβάνει την µέγιστη δυνατή τιµή.

Θεώρηµα 8.2.8 ΄Εστω A ∈ Mn×n(K) ένας τετραγωνικός n × n πίνακας µε
στοιχεία από ένα σώµα K. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:
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1. Ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος.

2. r(A) = n.

3. Ο πίνακας είναι ισοδύναµος µε τον µοναδιαίο n× n πίνακα In.

Ιδιαίτερα δύο τετραγωνικοί αντιστρέψιµοι πίνακες είναι πάντα ισοδύναµοι.

Απόδειξη : 2

΄Οπως έχουµε δείξει η ϐαθµίδα ενός πίνακα A ∈ Mm×n(K) συµπίπτει µε
την ϐαθµίδα της γραµµικής απεικόνισης fA : Σn(K) −→ Σm(K), έπεται ότι
η ϐαθµίδα πίνακα έχει τις ίδιες ιδιότητες τις οποίες έχει η ϐαθµίδα πίνακα.
Εποµένως συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα περί ϐαθµίδας γραµµικής απεικό-
νισης τα οποία αποδείξαµε στην ενότητα ;; καθώς και τα αποτελέσµατα αυτού
του Κεφαλαίου, ϑα έχουµε τις ακόλουθες ιδιότητες :

1. ΄Εστω A ∈Mm×n(K) ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.

α. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(kA) = r(A), ∀k ∈ K (1)

Απόδειξη: Θα

ϐ. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(A) ≤ min{m,n} (2)

2. A,B ∈Mm×n(K) δύο m× n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K. Ισχύει
η ακόλουθη σχέση:

|r(A)− r(B)| ≤ r(A+B) ≤ r(A) + r(B) (3)

3. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) ένας m × n πίνακας και B ∈ Mn×r(K) ένας n × r
πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.

α. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(A ·B ≤ min{r(A), r(B)} (4)

ϐ. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(A ·B) = r(A) αν ο B είναι αντιστρέψιµος (5)
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ς. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(A ·B) = r(B) αν ο B είναι αντιστρέψιµος (6)

δ. Ισχύει η ακόλουθη σχέση:

r(A ·B) ≥ r(A) + r(B)− n (7)

8.3 Μέθοδοι Εύρεσης Βαθµίδας

Σκοπός µας στην παρούσα ενότητα είναι να αναπτύξουµε κάποιες µεθόδους
υπολογισµού της ϐαθµίδας ενός πίνακα.


