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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K, όπου n ≥ 2.
Χρησιµοποιώντας ότι η ορίζουσα του A µπορεί να υπολογιστεί ως το ανάπτυγµα της κατά τα στοιχεία τυχο-

ύσας στήλης ή γραµµής και ότι η ορίζουσα του πίνακα δεν αλλάζει αν σε µια γραµµή ή στήλη προσθέσουµε
πολλαπλάσιο µιας άλλης γραµµής ή στήλης αντίστοιχα, να δειχθούν τα ακόλουθα:

(1) Αν ο πίνακας A έχει δύο διαδοχικές στήλες ίσες ή δύο γραµµές ίσες, τότε |A| = 0.
(2) Αν στον πίνακα A εναλλάξουµε αµοιβαία δύο διαδοχικές στήλες ή γραµµές, τότε η ορίζουσα του πίνακα

A αλλάζει πρόσηµο. ∆ηλαδή, αν 1 ≤ k ≤ n− 1, τότε :

A � Σk↔Σk+1 // A′ =⇒ |A′| = −|A|
(3) Αν ο πίνακας A έχει δύο στήλες ίσες ή δύο γραµµές ίσες, τότε |A| = 0.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A =

(
a b
c d

)
ένας 2× 2 πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K. Να δειχθεί ότι :

|A| = 0 ⇐⇒ είτε υπάρχει λ ∈ K : a = λc και b = λd είτε υπάρχει µ ∈ K : c = µa και d = µb

Με άλλα λόγια, η ορίζουσα ενός 2× 2 πίνακα είναι ίση µε µηδέν αν και µόνον αν µία από τις δύο γραµµές είναι
ϐαθµωτό πολλαπλάσιο της άλλης1.

΄Ασκηση 3. Χωρίς να υπολογιστεί, να ϐρεθεί η ορίζουσα του πίνακα:
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a


΄Ασκηση 4. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


1 2 −4 4
2 −1 4 −8
1 0 1 −2
0 1 −2 3


1
Το συµπέρασµα της ΄Ασκησης εξακολουθεί να ισχύει αν αντικαταστήσουµε τις γραµµές µε τις στήλες, δηλαδή: η ορίζουσα ενός

2× 2 πίνακα είναι ίση µε µηδέν αν και µόνον αν µία από τις δύο στήλες του είναι ϐαθµωτό πολλαπλάσιο της άλλης
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΄Ασκηση 5. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του ακόλουθου πίνακα:

A =


0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1


΄Ασκηση 6. Χωρίς να υπολογιστούν οι ορίζουσες, να δειχθεί ότι∣∣∣∣∣∣

1 11 111
2 22 222
3 33 333

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 −11 111
−2 22 −222
3 −33 333

∣∣∣∣∣∣
΄Ασκηση 7. Να υπολογιστεί η ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 + b 1 + c
1 + 2a 1 + 2b 1 + 2c
1 + 3a 1 + 3b 1 + 3c

∣∣∣∣∣∣

΄Ασκηση 8. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
α β γ

β + γ γ + α α+ β

∣∣∣∣∣∣.
΄Ασκηση 9. Αν α, β και γ είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε να δείξετε ότι∣∣∣∣∣∣

1 1 1
α β γ
α2 β2 γ2

∣∣∣∣∣∣ = (β − α)(γ − α)(γ − β) (ορίζουσα Vandermonde τρίτης τάξης)

΄Ασκηση 10. Να υπολογίσετε την ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣
1 + α1β1 1 + α1β2 1 + α1β3

1 + α2β1 1 + α2β2 1 + α2β3

1 + α3β1 1 + α3β2 1 + α3β3

∣∣∣∣∣∣.

΄Ασκηση 11. Να υπολογίσετε την ορίζουσα ∆ =

∣∣∣∣∣∣
sin2(x) 1 cos2(x)
sin2(y) 1 cos2(y)
sin2(z) 1 cos2(z)

∣∣∣∣∣∣
΄Ασκηση 12. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ορίζουσα |A| του 4× 4 πίνακα πραγµατικών αριθµών:

A =


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2


΄Ασκηση 13. Θεωρούµε έναν πίνακα A ∈M3(K) ο οποίος ικανοποιεί την σχέση :

A2 + 2 ·A = O

Να δείξετε ότι ο πίνακας A+ I3 είναι αντιστρέψιµος, να ϐρείτε τον (A+ I3)−1, και να υπολογίσετε την ορίζουσα
|A| του A.
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΄Ασκηση 14. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K.

(1) Αν ο n είναι περιττός καιK = R, να δειχθεί ότι δεν υπάρχουν πίνακεςA ∈ Mn(R) έτσι ώστε : A2+In = O.
(2) Αν ο n είναι περιττός και K = C, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες A ∈ Mn(C) έτσι ώστε : A2 + In = O.
(3) Αν ο n είναι άρτιος και K = R, να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες A ∈ Mn(C) έτσι ώστε : A2 + In = O.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε 2× 2 πίνακες A και B µε στοιχεία από το σώµα K και υποθέτουµε ότι :

A ·B =

(
1 0
2 4

)
και B ·A =

(
y x− 1
−x 1

)
όπου x, y ∈ K. Να ϐρεθούν οι αριθµοί x, y. Αν ο πίνακας A είναι γνωστός, µπορεί να προσδιοριστεί ο πίνακας B;

΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ένας αντισυµµετρικός n × n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K = Q ή R ή C. Αν ο n
είναι περιττός, να δειχθεί ότι |A| = 0. Ακολούθως να δοθούν παραδείγµατα αντισυµµετρικών 2 × 2 και 4 × 4
πινάκων µε µη µηδενική ορίζουσα.

΄Ασκηση 17. Να λυθεί η εξίσωση

∣∣∣∣∣∣
2− x 1 i

1 2− x i
−i −i 2− x

∣∣∣∣∣∣ = 0, όπου i2 = −1.

΄Ασκηση 18. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 19. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
−1 0 3 · · · n
−1 −2 0 · · · n
...

...
...

. . .
...

−1 −2 −3 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 20. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 1 1 · · · 1 1
1 2 2 · · · 2 2
1 2 3 · · · 3 3
...

...
...

. . .
...

...
1 2 3 · · · n− 1 n− 1
1 2 3 · · · n− 1 n



΄Ασκηση 21. Να υπολογισθεί η n× n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0
1 3 2 · · · 0
0 1 3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



9 5 0 · · · 0 0 0
4 9 5 · · · 0 0 0
0 4 9 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 9 5 0
0 0 0 · · · 4 9 5
0 0 0 · · · 0 4 9



΄Ασκηση 23. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



7 5 0 · · · 0 0 0
2 7 5 · · · 0 0 0
0 2 7 · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5 0
0 0 0 · · · 2 7 5
0 0 0 · · · 0 2 7



΄Ασκηση 24. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



α+ β αβ 0 · · · 0 0
1 α+ β αβ · · · 0 0
0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · α+ β αβ
0 0 0 · · · 1 α+ β



΄Ασκηση 25. Να υπολογισθεί η 2n× 2n ορίζουσα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 · · · 0 β
0 α · · · β 0
...

...
. . .

...
...

0 β · · · α 0
β 0 · · · 0 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

΄Ασκηση 26. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του ακόλουθου n× n πίνακα A, όπου x ∈ R:

A =



1 + x2 x 0 0 · · · 0 0
x 1 + x2 x 0 · · · 0 0
0 x 1 + x2 x · · · 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 + x2 x 0
0 0 0 · · · x 1 + x2 x
0 0 0 · · · 0 x 1 + x2


.
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΄Ασκηση 27. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα:

An =



1− n 1 1 1 · · · 1 1
1 1− n 1 1 · · · 1 1
1 1 1− n 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · 1− n 1 1
1 1 1 · · · 1 1− n 1
1 1 1 · · · 1 1 1− n


.

΄Ασκηση 28. Να λυθεί η εξίσωση ως προς x: |A| = 0, όπου A είναι ο ακόλουθος n× n πίνακας :

A =



1 1 1 1 · · · 1 1
1 1− x 1 1 · · · 1 1
1 1 2− x 1 · · · 1 1
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

1 1 1 · · · n− 2− x 1 1
1 1 1 · · · 1 n− 1− x 1
1 1 1 · · · 1 1 n− x


.

΄Ασκηση 29. Πόσες διαφορετικές τιµές µπορεί να έχει η ορίζουσα ενός 5× 5 πίνακα τής µορφής

A =


? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? 0 0 0
? ? ? ? ?
? ? ? ? ?

 ;

(Με «?» συµβολίζουµε αυθαίρετες τιµές στοιχείων του K).

Η ακολουθία Fibonacci Fn, n ≥ 0, είναι η ακολουθία ϕυσικών αριθµών η οποία ορίζεται ως εξής :

F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8, F6 = 13, F7 = 21, F8 = 34, F9 = 55

και κάθε όρος της, εκτός του µηδενικού, είναι το άθροισµα των δύο προηγούµενων, δηλαδή, ∀n ≥ 1:

Fn+1 = Fn + Fn−1

΄Ασκηση 30. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 1, η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 1 0 0 · · · 0 0 0
−1 1 1 0 · · · 0 0 0

0 −1 1 1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 0 · · · 1 1 0
0 0 0 0 · · · −1 1 1
0 0 0 0 · · · 0 −1 1


συµπίπτει µε τον n-οστό όρο της ακολουθίας Fibonacci, δηλαδή: |An| = Fn, ∀n ≥ 1.
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΄Ασκηση 31. ΄Εστω ότι x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



x y 0 · · · 0 0
0 x y · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · x y
y 0 0 · · · 0 x



΄Ασκηση 32. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 n n · · · n n
n 2 n · · · n n
n n 3 · · · n n
...

...
...

. . .
...

...
n n n · · · n− 1 n
n n n · · · n n



΄Ασκηση 33. ΄Εστω ότι x είναι ένας πραγµατικός αριθµός. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



a x x · · · x x
x a x · · · x x
x x a · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · a x
x x x · · · x a


Η επόµενη ΄Ασκηση αποτελεί γενίκευση της ΄Ασκησης 33.

΄Ασκηση 34. ΄Εστω ότι x, a1, a2, · · · , an είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



a1 x x · · · x x
x a2 x · · · x x
x x a3 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
x x x · · · an−1 x
x x x · · · x an



΄Ασκηση 35. ΄Εστω r1, r2, · · · , rn ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



1 + r1 1 1 · · · 1 1
1 1 + r2 1 · · · 1 1
1 1 1 + r3 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
1 1 1 · · · 1 + rn−1 1
1 1 1 · · · 1 1 + rn


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΄Ασκηση 36. ΄Εστω ότι x, a1, a2, · · · , an είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



x+ a1 a2 a3 · · · an−1 an
a1 x+ a2 a3 · · · an−1 an
a1 a2 x+ a3 · · · an−1 an
...

...
...

. . .
...

...
a1 a2 a3 · · · x+ an−1 an
a1 a2 a3 · · · an−1 x+ an


΄Ασκηση 37. ΄Εστω ότι x, y είναι πραγµατικοί αριθµοί. Να ϐρεθεί η ορίζουσα του n× n πίνακα

An =



0 x x · · · x x
y 0 x · · · x x
y y 0 · · · x x
...

...
...

. . .
...

...
y y y · · · 0 x
y y y · · · y 0


΄Ασκηση 38. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του n× n πίνακα µε στοιχεία από το σώµα K

V (x1, x2, · · · , xn) =



1 1 1 · · · 1 1
x1 x2 x3 · · · xn−1 xn
x2

1 x2
2 x2

3 · · · x2
n−1 x2

n
...

...
...

. . .
...

...
xn−2

1 xn−2
2 xn−2

3 · · · xn−2
n−1 xn−2

n

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n−1 xn−1
n


Η ορίζουσα |V (x1, x2, · · · , xn)| καλείται ορίζουσα Vandermonde τάξης n.


