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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A = (aij) ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

A � Σi−→Σi+λΣj // A · tEij(λ)

όπου
tEij(λ) είναι ο ανάστροφος του στοιχειώδους n× n πίνακα Eij(λ)

(2)

A � Σi←→Σj // A · Eij
όπου ο στοιχειώδης πίνακας Eij = tEij είναι µεγέθους n× n.

(3)

A � Σi−→λΣi // A · Ei(λ)

όπου ο στοιχειώδης πίνακας Ei(λ) = tEi(λ) είναι µεγέθους n× n.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A ένας αντιστρέψιµος n× n πίνακας. Να εξεταστεί πως ϑα µετασχηµατισθεί ο πίνακας A−1

όταν στις γραµµές του πίνακα A εκτελέσουµε τις ακόλουθες πράξεις, όπου 1 ≤ i, j ≤ n, λ ∈ K, και k ∈ K,

k 6= 0:

(1) Γi −→ Γi + λΓj ,
(2) Γi ←→ Γj .
(3) Γi −→ kΓi.

΄ΕστωA έναςm×n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµαK. Ο πίνακαςA καλείται αριστερά αντιστρέψιµος

αν και µόνον αν υπάρχει n×m πίνακας Y έτσι ώστε Y A = In, και τότε ο πίνακας Y καλείται ένας αριστερός

αντίστροφος του A. Παρόµοια, ο πίνακας A καλείται δεξιά αντιστρέψιµος αν και µόνον αν υπάρχει n×m
πίνακας X έτσι ώστε AX = Im, και τότε ο πίνακας X καλείται ένας δεξιός αντίστροφος του A.

΄Ασκηση 3 (Βλέπε την ΄Ασκηση 7 για ένα ελαφρώς γενικότερο αποτέλεσµα). ΄Εστω A ένας m × n πίνακας

µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο A είναι

τετραγωνικός και είναι αριστερά και δεξιά αντιστρέψιµος.
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΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τον 3× 2 πίνακα

A =

 1 1
−1 1

1 0


Να εξετασθεί αν ο πίνακας A έχει δεξιούς ή αριστερούς αντίστροφους πίνακες.

Υπενθυµίζουµε ότι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή ενός πίνακα A ∈ Mm×n(K) είναι µοναδική και συµβο-

λίζεται µε Γ(A). Η ϐαθµίδα γραµµών του πίνακα A ορίζεται να είναι το πλήθος των µη-µηδενικών γραµµών

της ισχυρά γ-κλιµακωτής µορφής Γ(A) του πίνακα A και συµβολίζεται µε γ(A). Προφανώς: γ(A) ≤ m.

Παρόµοια η ισχυρά σ-κλιµακωτή µορφή νός πίνακα A ∈ Mm×n(K) είναι µοναδική και συµβολίζεται µε

Σ(A). Η ϐαθµίδα στηλών του πίνακα A ορίζεται να είναι το πλήθος των µη-µηδενικών γραµµών της ισχυρά

σ-κλιµακωτής µορφής Σ(A) του πίνακα A και συµβολίζεται µε σ(A). Προφανώς: σ(A) ≤ n.

Από την ϑεωρία γνωρίζουµε ότι, για κάθε πίνακα A ∈ Mm×n(K), ισχύει ότι : γ(A) = σ(A) και η κοινή

αυτή τιµή καλείται η ϐαθµίδα του πίνακα A και συµβολίζεται µε :

r(A) = σ(A) = γ(A)

Παρατηρούµε ότι η ϐαθµίδα r(A) ενός πίνακα A ∈ Mm×n(K) ικανοποιεί την ανισότητα

r(A) ≤ min
{
m,n

}
(∗)

΄Ασκηση 5. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K). Να δειχθεί ότι οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι :

(1) γ(A) = m.

(2) Υπάρχει πίνακας B ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : AB = Im.

Επιπλέον να δειχθεί ότι οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι :

(3) σ(A) = n.
(4) Υπάρχει πίνακας C ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : CA = In.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K). Να δειχθεί ότι οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι :

(1) σ(A) = n.
(2) Υπάρχει πίνακας C ∈ Mn×m(K) έτσι ώστε : CA = In.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A ένας m × n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K. Να δειχθεί ότι, αν ο A έχει έναν

αριστερό αντίστροφο X και έναν δεξιό αντίστροφο Y , τότε m = n, X = Y , ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος

και A−1 = X = Y .

Ιδιαίτερα ισχύει ότι : ένας πίνακαςA είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν έχει δεξιό και αριστερό αντίστροφο.

Μέθοδος εύρεσης αντίστροφου ενός αντιστρέψιµου πίνακα µε χρήση στοιχειωδών πράξεων

Υπενθυµίζουµε ότι αν

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann


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είναι ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από το σώµα K, τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον n× 2n πίνακα

(
A | In

)
=


a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 1


Εκτελούµε στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του πίνακα (A|I3) µε σκοπό να προσδιορίσουµε την ισχυρά

γ-κλιµακωτή µορφή Γ(A) του πίνακα A. Τότε ο πίνακας (A|I3) ϑα µετατραπεί σε έναν πίνακα της µορφής(
Γ(A) |X

)
1. Αν Γ(A) = In, τότε ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και A−1 = X.

2. Αν Γ(A) 6= In, τότε ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος.

΄Ασκηση 8. Να ϐρεθεί η ισχυρά κλιµακωτή µορφή του πίνακα:

A =

1 2 3
0 1 2
1 0 3


Ακολούθως, αν ο A είναι αντιστρέψιµος, να ϐρεθεί ο A−1

µε χρήση πράξεων επί των γραµµών του.

΄Ασκηση 9. Αν a ∈ K, να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα:

A =

1 1 0
2 −1 1
a 1 9


και ακολούθως να ϐρεθεί η τιµή του a για τις οποίες ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Ποιός είναι τότε ο

αντίστροφος του A;

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή των πινάκων

A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

 και B =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0


Ακολούθως, αν οι πίνακες είναι αντιστρέψιµοι, να ϐρεθούν οι αντίστροφοί τους µε χρήση πράξεων επί των

γραµµών τους.

΄Ασκηση 11. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή των πινάκων

A =


2 0 0 0
0 0 0 1
0 2 0 0
0 0 1 0

 και B =


0 0 0 −1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 3 0 0


Ακολούθως, αν οι πίνακες είναι αντιστρέψιµοι, να ϐρεθούν οι αντίστροφοί τους µε χρήση πράξεων επί των

γραµµών τους.



4

΄Ασκηση 12. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή των πινάκων

A =


1 1 · · · 1
0 1 · · · 1
.
.
.

.

.

.
. . . 1

0 0 · · · 1

 και B =



1 0 0 · · · 0 0
1 1 0 · · · 0 0
0 1 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 1 1


Ακολούθως, αν οι πίνακες είναι αντιστρέψιµοι, να ϐρεθούν οι αντίστροφοί τους µε χρήση πράξεων επί των

γραµµών τους.

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι οι παρακάτω πίνακες είναι αντιστρέψιµοι και να ϐρεθούν οι αντίστροφοι τους :

A =

1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

 και B =


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6


΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τον πίνακα

A =


1 3 −2 4 2
3 −1 4 −3 1
2 11 0 −4 8
−1 2 0 −3 1


Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή Γ(A) του A και ένας αντιστρέψιµος 4 × 4 πίνακας P έτσι ώστε :

PA = Γ(A). Ποιά είναι η ϐαθµίδα του A;

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι για κάθε πίνακα A ∈ Mn(K), υπάρχει αντιστρέψιµοςm×m πίνακας P και

αντιστρέψιµος n× n πίνακας Q έτσι ώστε

PAQ =



1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
. · · ·

.

.

.

0 0 · · · 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

0 0 · · · 0 0 · · · 0


=

(
Ir Or×(n−r)

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)

)

όπου r = σ(A) = γ(A) είναι η κοινή τιµή της ϐαθµίδας γραµµών και της ϐαθµίδας στηλών του πίνακα

A, και Or×(n−r) είναι ο µηδενικός r × (n − r) πίνακας, O(m−r)×r είναι ο µηδενικός (m − r) × r πίνακας,

O(m−r)×(n−r) είναι ο µηδενικός (m − r) × (n − r) πίνακας, και τέλος Ir είναι ο µοναδιαίος r × r πίνακας.

Ο παραπάνω πίνακας γράφεται πιο απλά ως

K(A) =

(
Ir O
O O

)
και καλείται η κανονική µορφή του πίνακαA. Με άλλα λόγια, κάθεm×n πίνακαςA µπορεί να µετατραπεί,

µετά την εκτέλεση πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων στις γραµµές και στις στήλες του, σε έναν

κανονικό πίνακα, ο οποίος καλείται η κανονική µορφή του A, και συµβολίζεται µε K(A). Σηµειώνουµε ότι

ο πίνακας K(A) καθορίζεται πλήρως από το µέγεθος και τη ϐαθµίδα του πίνακα A.
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΄Ασκηση 15. Να ϐρεθεί η κανονική µορφή του πίνακα

A =


1 3 −2 4 2
3 −1 4 −3 1
2 11 0 −4 8
−1 2 0 −3 1


της ΄Ασκησης 14. Επιπλέον να ϐρεθεί ένας αντιστρέψιµος 4×4 πίνακας P και ένας αντιστρέψιµος 5×5 πίνακας

Q έτσι ώστε

PAQ = K(A) =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0


΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα:

A =

 1
2

3
2 −1

2 0 1 1
2 6 1 6 5 13
−3 −9 0 −6 −6 −18


και ακολούθως να ϐρεθεί η κανονική µορφή του πίνακα A.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή και η κανονική µορφή του πίνακα

A =

 1 2 −1 4
2 4 3 5
−1 −2 6 a


όπου a ∈ K.

∆ύο m × n πίνακες A και B καλούνται γ-ισοδύναµοι αν ο B προκύπτει από τον A µετά την εκτέλεση

πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων στις γραµµές του A. Γνωρίζουµε τότε ότι : οι πίνακες A και B
είναι γ-ισοδύναµοι αν υπάρχουν στοιχειώδειςm×m πίνακες E1, E2, · · · , Ep έτσι ώστε : EpEp−1 · · ·E2E1A =
B.

Ορίζουµε µια σχέση «∼γ» στο σύνολο Mm×n(K), ως εξής : ∀A,B ∈ Mm×n(K): A ∼γ B αν και µόνον αν

οι πίνακες A και B είναι γ-ισοδύναµοι, δηλαδή, ∀A,B ∈ Mm×n(K):

A ∼γ B ⇐⇒ υπάρχουν στοιχειώδεις m×m πίνακες E1, E2, · · · , Ep : EpEp−1 · · ·E2E1A = B

Θέτοντας P = EpEp−1 · · ·E2E1, αποκτούµε τότε έναν αντιστρέψιµο m ×m πίνακα P για τον οποίο ισχύει

ότι : PA = B. Επειδή κάθε αντιστρέψιµος πίνακας P είναι γινόµενο αντιστρέψιµων πινάκων, έπεται ότι :

A ∼γ B ⇐⇒ υπάρχει αντιστρέψιµος m×m πίνακας P : PA = B

΄Ασκηση 18. (1) Να δειχθεί ότι η σχέση «∼γ » στο σύνολο Mm×n(K) των m × n πινάκων µε στοιχεία από

το σώµα K είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

(2) Να δειχθεί ότι ένας πίνακας A είναι γ-ισοδύναµος µε τον µηδενικό πίνακα αν και µόνον αν A = O.

(3) Να δειχθεί ότι ένας πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν είναι γ-ισοδύναµος µε τον In.
(4) Να δειχθεί ότι δύο τυχόντες n× n αντιστρέψιµοι πίνακες είναι πάντα γ-ισοδύναµοι.

(5) Να δειχθεί ότι ένας αντιστρέψιµος πίνακας A είναι γ-ισοδύναµος µε τον πίνακα An, ∀n ∈ Z.

∆ύο m×n πίνακες A και B καλούνται σ-ισοδύναµοι αν ο B προκύπτει από τον A µετά την εκτέλεση πε-

περασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων στις στήλες του A. Γνωρίζουµε τότε ότι : οι πίνακες A και B είναι

σ-ισοδύναµοι αν υπάρχουν στοιχειώδεις n× n πίνακες E1, E2, · · · , Eq έτσι ώστε : B = AE1E2 · · ·Eq−1Eq.
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Ορίζουµε µια σχέση «∼σ» στο σύνολο Mm×n(K), ως εξής : ∀A,B ∈ Mm×n(K): A ∼σ B αν και µόνον αν

οι πίνακες A και B είναι σ-ισοδύναµοι, δηλαδή, ∀A,B ∈ Mm×n(K):

A ∼σ B ⇐⇒ υπάρχουν στοιχειώδεις m×m πίνακες E1, E2, · · · , Eq : AE1E2 · · ·Eq−1Eq = B

Θέτοντας Q = E1E2 · · ·Eq−1Eq, αποκτούµε τότε έναν αντιστρέψιµο n×n πίνακα Q για τον οποίο ισχύει ότι :

B = AQ. Επειδή κάθε αντιστρέψιµος πίνακας Q είναι γινόµενο αντιστρέψιµων πινάκων, έπεται ότι :

A ∼σ B ⇐⇒ υπάρχει αντιστρέψιµος n× n πίνακας Q : B = AQ

΄Ασκηση 19. (1) Να δειχθεί ότι η σχέση «∼σ» στο σύνολο Mm×n(K) των m × n πινάκων µε στοιχεία από

το σώµα K είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

(2) Να δειχθεί ότι ένας πίνακας A είναι σ-ισοδύναµος µε τον µηδενικό πίνακα αν και µόνον αν A = O.

(3) Να δειχθεί ότι ένας τετραγωνικός n×n πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν είναι σ-ισοδύναµος

µε τον In.
(4) Να δειχθεί ότι δύο τυχόντες n× n αντιστρέψιµοι πίνακες είναι πάντα σ-ισοδύναµοι.

(5) Να δειχθεί ότι ένας αντιστρέψιµος πίνακας A είναι σ-ισοδύναµος µε τον πίνακα An, ∀n ∈ Z.

∆ύο m × n πίνακες A και B καλούνται ισοδύναµοι αν ο B προκύπτει από τον A µετά την εκτέλεση

πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων στις γραµµές και στις στήλες του A. Γνωρίζουµε τότε ότι : οι

πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι αν υπάρχουν στοιχειώδεις n× n πίνακες E′1, E
′
2, · · · , E′q, και στοιχειώδεις

m×m πίνακες E1, E2, · · · , Ep έτσι ώστε :έτσι ώστε :

EpEp−1 · · ·E2E1AE
′
1E
′
2 · · ·E′q−1E

′
q = B

Επειδή ένας τετραγωνικό πίνακαςε είναι γινόµενο στοιχειωδών πινάκων, έπεται ότι οι πίνακες A και B
είναι ισοδύναµοι αν και µόνον αν υπάρχει ένας αντιστρέψιµος m × m πίνακας P και ένας αντιστρέψιµος

n× n πίνακας Q έτσι ώστε : PAQ = B.

Ορίζουµε µια σχέση «∼» στο σύνολο Mm×n(K), ως εξής : ∀A,B ∈ Mm×n(K): A ∼ B αν και µόνον αν οι

πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι, δηλαδή, ∀A,B ∈ Mm×n(K):

A ∼ B ⇐⇒ υπάρχουν αντιστρέψιµοι πίνακές P ∈ Mm(K) και Q ∈ Mn(K) έτσι ώστε : PAQ = B

΄Ασκηση 20. (1) Να δειχθεί ότι η σχέση «∼» στο σύνολο Mm×n(K) των m× n πινάκων µε στοιχεία από το

σώµα K είναι µια σχέση ισοδυναµίας.

(2) Να δειχθεί ότι ένας πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον µηδενικό πίνακα αν και µόνον αν A = O.

(3) Να δειχθεί ότι ένας τετραγωνικός n× n πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν είναι ισοδύναµος

µε τον In.
(4) Να δειχθεί ότι δύο τυχόντες n× n αντιστρέψιµοι πίνακες είναι πάντα ισοδύναµοι.

(5) Να δειχθεί ότι ένας αντιστρέψιµος πίνακας A είναι ισοδύναµος µε τον πίνακα An, ∀n ∈ Z.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω A,B ∈ Mm×n(K).

(1) Να δειχθεί ότι :

A ∼γ B =⇒ A ∼ B
Ισχύει η αντίστροφη συνεπαγωγή ;

(2) Να δειχθεί ότι :

A ∼σ B =⇒ A ∼ B
Ισχύει η αντίστροφη συνεπαγωγή ;



7

΄Ασκηση 22. Να δειχθεί ότι δύο m× n πίνακες είναι ισοδύναµοι αν έχουν την ίδια ϐαθµίδα
1
:

∀A,B ∈ Mm×n(K) : r(A) = r(B) =⇒ A ∼ B

΄Ασκηση 23. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) και υποθέτουµε ότι r(A) = r. Να δειχθεί ότι υπάρχουν πίνακες B ∈
Mm×r(K) και C ∈ Mr×n(K) έτσι ώστε :

A = BC

΄Ασκηση 24. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)

 x1 + x2 − 3x3 = −1
2x1 + x2 − 2x3 = 1
x1 + x2 + x3 = 3

΄Ασκηση 25. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)

 x1 + 2x2 − 5x3 = 2
2x1 − 3x2 + 4x3 = 4
4x1 + x2 − 6x3 = 8

΄Ασκηση 26. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 0
8x1 + 12x2 − 9x3 + 8x4 = 0
4x1 + 6x2 + 3x3 − 2x4 = 0
2x1 + 3x2 + 9x3 + −7x4 = 0

΄Ασκηση 27. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


x1 − x2 + x3 − x5 = 0
−x1 + x2 − x3 + x4 = 0
x1 − x2 + x3 + x4 = λ
−4x1 + 4x2 − 4x3 − x4 + x5 = −λ

΄Ασκηση 28. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


x1 + x2 + 2x3 + x4 − 2x5 = 1− 2λ

x2 + x3 = −2λ
x4 − x5 = 1− λ

x2 + x3 + x4 − x5 = 2− 2λ

΄Ασκηση 29. Αν λ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ) :


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 + 0x7 = 0
0x1 + x2 + 0x3 + 0x4 + x5 − x6 + 0x7 = 1
x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 − 2x6 + x7 = 1
x1 + 0x2 + x3 + x4 + 0x5 + 0x6 + 0x7 = −λ

1
Θα δείξουµε αργότερα µε χρήση γραµµικών απεικονίσεων ότι :

r(A) = r(B) ⇐⇒ A ∼ B
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΄Ασκηση 30. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R):

(Σ)

 x − y + z = 3
x + y + λz = 1
x + λy + z = λ

΄Ασκηση 31. Αν a, b ∈ R, να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)

 2x + y + z = −6a
2x + y + (b+ 1)z = 4
bx + 3y + 2z = 3a

΄Ασκηση 32. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή και η κανονική µορφή του πίνακα

C =


1 2 3 4 5 1
2 3 4 5 6 −1
3 5 6 7 4 2
4 7 10 13 16 1
5 8 9 10 3 3


Ακολούθως να λυθεί το γραµµικό σύστηµα

AX = B, όπου A =


1 2 3 4 5
2 3 4 5 6
3 5 6 7 4
4 7 10 13 16
5 8 9 10 3

 και B =


1
−1

2
1
3


΄Ασκηση 33. Θεωρούµε τον 4× 5 πίνακα

A =


2 3 1 0 4
3 1 2 −1 1
4 −1 3 −2 −2
5 4 3 −1 6


Να ϐρεθεί ένας αντιστρέψιµος 4 × 4 πίνακας P και ένας αντιστρέψιµος 5 × 5 πίνακας Q έτσι ώστε ο πίνακας

PAQ να είναι ισχυρά γ-κλιµακωτός και ισχυρά σ-κλιµακωτός, δηλαδή ο πίνακας PAQ είναι η κανονική

µορφή του πίνακα A.

Ακολούθως να λυθεί το οµογενές γραµµικό σύστηµα

(Σ) AX = O, όπου O =


0
0
0
0




