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΄Ασκηση 1. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω ~x, ~y ∈ E και κ, λ ∈ K. Να
δειχθεί ότι :

κ~x+ λ~y = λ~x+ κ~y =⇒


κ = λ

ή

~x = ~y

΄Ασκηση 2. ΄Εστω K ένα σώµα και (E,+, ·) µια τριάδα η οποία αποτελείται από ένα σύνολο E, µια εσωτερική
πράξη «πρόσθεσης» + και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού» του K επί του E:

+: E× E−→E, (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y και · : K× E−→E, (k, ~x) 7−→ k · ~x
Να δειχθεί ότι η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K αν και µόνο αν η τριάδα (E,+, ·)
ικανοποιεί τα αξιώµατα (1)-(7) ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, και το ακόλουθο αξίωµα

(8′) ∀k ∈ K, ∀~x ∈ E: k · ~x = ~0 =⇒


k = 0

ή

~x = ~0

΄Ασκηση 3. ΄Εστω K ένα σώµα και (E,+, ·) µια τριάδα η οποία αποτελείται από ένα σύνολο E, µια εσωτερική
πράξη «πρόσθεσης» + και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού» του K επί του E:

+: E× E−→E, (~x, ~y) 7−→ ~x+ ~y και · : K× E−→E, (k, ~x) 7−→ k · ~x
Υποθέτουµε ότι η τριάδα (E,+, ·) ικανοποιεί όλα τα αξιώµατα ενός διανυσµατικού χώρου υπεράνω του K, εκτός
πιθανόν από το Αξίωµα (2), δηλαδή δεν απαιτούµε να ισχύει ότι, ∀~x, ~y ∈ E: ~x+ ~y = ~y + ~x.

Να δειχθεί ότι ισχύει το Αξίωµα (2) και άρα η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K.

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι το Αξίωµα (8) ενός διανυσµατικού χώρου E, δηλαδή ότι, ∀~x ∈ E: 1 · ~x = ~x, δεν
προκύπτει από τα υπόλοιπα αξιώµατα.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε το σύνολο R3 µαζί µε τις πράξεις :

⊕ : R3 × R3 −→ R3, (x, y, z)⊕ (x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′)

και
� : R × R3 −→ R3, r � (x, y, z) = (0, 0, 0)

Να εξετάσετε αν µε τις παραπάνω πράξεις το σύνολο R3 είναι R-διανυσµατικός χώρος. Ποιά από τα αξιώµατα
που διέπουν τον ορισµό του διανυσµατικού χώρου ισχύουν και ποια όχι ;
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΄Ασκηση 6. Στο σύνολο των n× n πινάκων Mn(R), ορίζουµε δυο πράξεις :

⊕ : Mn(R) × Mn(R) −→ Mn(R), A⊕B = −(A+B)

και
� : R × Mn(R) −→ Mn(R), r �A = −(rA)

Οι πράξεις στα δεξιά µέλη των ανωτέρω ορισµών είναι οι γνωστές πράξεις πρόσθεσης πινάκων και ϐαθµωτού πολ-
λαπλασιασµού αριθµού µε πίνακα. Να εξετάσετε ποια από τα αξιώµατα που διέπουν τον ορισµό του διανυσµατικού
χώρου ισχύουν και ποια όχι.

΄Ασκηση 7. Στο σύνολο R+ = {r ∈ R | r > 0} ορίζουµε τις πράξεις :

⊕ : R+ × R+ −→ R+, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab− 1

και
� : R × R+ −→ R+, (r, a) 7−→ r � a = a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R+,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.

΄Ασκηση 8. Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζουµε πράξεις :

⊕ : R × R −→ R, (a, b) 7−→ a⊕ b = ab

και
� : R × R −→ R, (r, a) 7−→ r � a = r + a

Να εξετάσετε αν η τριάδα (R,⊕,�) αποτελεί διανυσµατικό χώρο πάνω από το R.

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο (E,+, ·) υπεράνω του σώµατος των µιγαδικών αριθµών C.
Ορίζουµε µια νέα πράξη

� : C× E −→ E z � ~x = z · ~x
Να δειχθεί ότι η τριάδα (Cn,+,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε το σύνολο Cn το οποίο ϑεωρούµε ότι είναι εφοδιασµένο µε την συνήθη πράξη πρόσθεσης
«+» κατά συνιστώσα:

(z1, z2, · · · , zn) + (w1, w2, · · · , wn) = (z1 + w1, z2 + w2, · · · , zn + wn)

Ορίζουµε µια πράξη

∗ : C× Cn −→ Cn, ω ∗ (z1, z2, · · · , zn) = (ωz1, ωz2, · · · , ωzn)

Να εξετασθεί αν η τριάδα (Cn,+, ∗) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C. Αν η τριάδα (Cn,+, ∗) δεν
είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C, ποιά από τα οκτώ αξιώµατα δεν ισχύουν ;

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο (E,+, ·) υπεράνω του σώµατος των µιγαδικών αριθµών C.
Περιορίζοντας τον ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό · : C× E −→ E στο υποσύνολο R ⊆ C, ορίζεται µια νέα πράξη

? : R× E −→ E r ? ~x = r · ~x

Να δειχθεί ότι η τριάδα (E,+, ?) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.
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΄Ασκηση 12. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο:

V =
{

(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b
}
⊆ R4

αποτελεί έναν R-υπόχωρο του R4.

΄Ασκηση 13. Να εξεταστεί ποια από τα ακόλουθα υποσύνολα τού R–διανυσµατικού χώρου R4 είναι υπόχωροί
του :

(1) W1 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = y, z = t},
(2) W2 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z + t = 0},
(3) W3 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = 1},
(4) W4 = {(x, y, z, t) ∈ R4 | xt = yz}.

΄Ασκηση 14. Να εξετασθεί ποιά από τα ακόλουθα υποσύνολα των αντίστοιχων διανυσµατικών χώρων είναι
υπόχωροι :

(1) V1 = {(a, b, 1) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(2) V2 = {(a, b, a+ 2b) ∈ R3 | a, b ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(3) V3 = {(a, b, c) ∈ R3 | a+ 2b− c = 0, a, b, c ∈ R}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(4) V4 = {(a, b, c) ∈ R3 | a ≥ 0 και c ≤ 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο R3.
(5) V5 = {A ∈ M2(R) | A2 = A}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2(R).
(6) V6 = {A ∈ M2(R) | A2 = O}, στον R-διανυσµατικό χώρο M2(R).
(7) V7 = {f : R −→ R | f(1) = 1}, στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R).
(8) V8 = {f : (−1, 1) −→ R | f(1

2) = 0}, στον R-διανυσµατικό χώρο F
(
(−1, 1),R

)
.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε το σώµα K ως K-διανυσµατικό χώρο. Να δείξετε ότι οι µόνοι υπόχωροι του K είναι οι :{
0
}

και K

΄Ασκηση 16. Αν K είναι ένα σώµα, να ϐρεθούν όλοι οι υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου K2.

΄Ασκηση 17. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R-διανυσµατικού χώρου M2×3(R) είναι
υπόχωροι :

(1) V =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | b = a+ c

}
(2) W =

{(
a b c
d 0 0

)
∈ M2×3(R) | c > 0

}

΄Ασκηση 18. Στον R-διανυσµατικό χώρο R3, ϑεωρούµε τα διανύσµατα

~x = (1, 1, 0) και ~y = (2, 1, 1)

Να ϐρεθεί µια αναγκαία και ικανή συνθήκη έτσι ώστε το διάνυσµα ~z = (a, b, c) να ανήκει στον υπόχωρο 〈~x, ~y 〉
του R3 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x και ~y.

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο M2(R) πάνω από το R και τα παρακάτω υποσύνολά του :

V =

{(
0 a
a b

)
∈ M2(R) | a, b ∈ R

}
και

W =

{(
0 c
d c+ d

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
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(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα V και W είναι υπόχωροι του M2(R).
(2) Να ϐρεθεί η µορφή των στοιχείων του υποχώρου V ∩W.

Υπενθυµίζουµε ότι, γενικά, η ένωση υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου E δεν είναι υπόχωρος του E. Η

επόµενη ΄Ασκηση δίνει έναν χαρακτηρισµό για το πότε η ένωση δύο υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου είναι

υπόχωρος.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και V, W δύο υπόχωροί του. Να
δείξετε ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Η ένωση V ∪W των συνόλων V και W είναι υπόχωρος του E.
(2) Είτε V ⊆W είτε W ⊆ V.

Να συµπεράνετε ότι δεν υπάρχει K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος είναι ένωση δύο γνήσιων υπόχωρών του.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω ότι E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, όπου K ∈
{
Q, R, C

}
, και

έστω ότι V1,V2,V3 είναι υπόχωροι του E. Να δειχθεί ότι :

E = V1 ∪ V2 ∪ V3 =⇒ ∃ k = 1, 2, 3 : Vk = E

δηλαδή δεν υπάρχει K-διανυσµατικός χώρος ο οποίος είναι ένωση τριών γνήσιων υπόχωρών του.

Υπάρχουν όµως σώµατα K /∈
{
Q, R, C

}
και K-διανυσµατικοί χώροι οι οποίοι είναι ένωση τριών γνήσιων

υπόχωρων.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και έστω
{
Vi

}∞
i=0

µια συλλογή
υπόχωρων του E έτσι ώστε :

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · · · · ⊆ Vn ⊆ Vn+1 ⊆ · · ·
Να δειχθεί ότι η ένωση V =

⋃
i≥0 Vi είναι ένας υπόχωρος του E.

΄Ασκηση 23. Να προσδιοριστούν όλοι οι διανυσµατικοί χώροι E οι οποίοι ικανοποιούν την ακόλουθη ιδιότητα :

Αν V,W είναι υπόχωροι του E, τότε : είτε V ⊆W είτε W ⊆ V (†)

΄Ασκηση 24. ΄Εστω ~x0, ~x1, ~x2, · · · µια ακολουθία διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω του σώµα-
τος K. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

V =
{
λi1~xi1 + λi2~xi2 + · · ·+ λin~xin ∈ E | λij ∈ K, ij ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n

}
είναι ένας υπόχωρος του E.

Υπενθυµίζουµε ότι αν E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και X =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων του E, τότε οι ακόλουθες πράξεις επί των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xn,
καλούνται στοιχειώδεις πράξεις επί των διανυσµάτων του συνόλου X:

(1) Αντικατάσταση του διανύσµατος ~xi µε το διάνυσµα ~xi + λ~xj :

∀λ ∈ K, ∀i, j = 1, 2, · · · , n : ~xi 7−→ ~xi + λ~xj

(2) Αµοιβαία εναλλαγή των διανυσµάτων ~xi και ~xj :

∀i, j = 1, 2, · · · , n : ~xi ←→ ~xj

(3) Αντικατάσταση του διανύσµατος ~xi µε το διάνυσµα λ~xi:

∀λ ∈ K, λ 6= 0, ∀i = 1, 2, · · · , n : ~xi 7−→ λ~xi
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Υπενθυµίζουµε ότι : ο υπόχωρος του E ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn παραµένει

αµετάβλητος µετά από την εφαρµογή πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεων επι των διανυσµάτων

~x1, ~x2, · · · , ~xn.

Υπενθυµίζουµε ότι αν B ⊆ A είναι ένα υποσύνολο του συνόλου A, τότε :

A \B =
{
a ∈ A | a /∈ B

}
συµβολίζει το σύνολο των στοιχείων του A τα οποία δεν ανήκουν στο υποσύνολο B.

΄Ασκηση 25. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και X =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
ένα

πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων του E. Συµβολίζουµε µε 〈X〉 = 〈~x1, ~x2, · · · , ~xn〉 τον υπόχωρο του E ο οποίος
παράγεται από τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn του συνόλου X.

(1) Αν Y είναι ένα τυχόν υποσύνολο του X, τότε : 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.
(2) Αν Y είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του 〈Y〉, τότε : 〈Y〉 ⊆ 〈X〉.
(3) Αν υπάρχει i = 1, 2, · · · , n: ~xi ∈ 〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn〉, τότε :

〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi, ~xi+1, · · · , ~xn〉 = 〈~x1, · · · , ~xi−1, ~xi+1, · · · , ~xn〉

(4) ΄Εστω ότι Y είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του X και υποθέτουµε ότι κάθε διάνυσµα του Y ανήκει
στον υπόχωρο ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα του υποσυνόλου X \ Y, δηλαδή Y ⊆ 〈X \ Y〉. Τότε :

〈X〉 = 〈X \ Y〉

΄Ασκηση 26. Να ϐρεθεί ο υπόχωρος που παράγεται από τα διανύσµατα (3, 5,−4), (−3,−2, 4), (6, 1,−8) τού
R-διανυσµατικού χώρου R3.

΄Ασκηση 27. ΄Εστω ότι a1, a2, · · · , an είναι στοιχεία ενός σώµατος K, και ϑεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του
K-διανυσµατικού χώρου Kn+1:

V =
{

(x1, x2, · · · , xn, xn+1) ∈ Kn+1 | xn+1 = a1x1 + a2x2 + · · · an−1xn−1 + anxn
}

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο V είναι ένας υπόχωρος του Kn+1.

΄Ασκηση 28. ΄Εστω A(R) το σύνολο των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. Στο A(R) ορίζουµε πρόσθεση

+ : A(R)× A(R) −→ A(R),(
(an)n∈N, (bn)n∈N

)
7−→ (an)n∈N + (bn)n∈N := (an + bn)n∈N

και ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό

· : R× A(R) −→ A(R), (λ, (an)n∈N) 7−→ λ · (an)n∈N := (λan)n∈N.

(1) Να δειχθεί ότι η τριάδα (A(R),+, ·) αποτελεί R–διανυσµατικό χώρο.
(2) Ας είναι AΣ(R) το υποσύνολο τού A(R) που απαρτίζεται από τις ακολουθίες που συγκλίνουν σε κάποιον

πραγµατικό αριθµό. Ποιες γνωστές προτάσεις τού Απειροστικού Λογισµού εξασφαλίζουν ότι το AΣ(R)
είναι ένας διανυσµατικός υπόχωρος τού A(R);

΄Ασκηση 29. Να εξεταστεί ποιο από τα επόµενα υποσύνολα τού R–διανυσµατικού χώρου Mn(R) των n × n
πινάκων µε στοιχεία από το R αποτελεί υποχώρο τού Mn(R):

(1) Το σύνολο Sn(R) των συµµετρικών n× n πινάκων.
(2) Το σύνολο GLn(R) των αντιστρέψιµων n× n πινάκων.
(3) Το σύνολο των µη αντιστρέψιµων n× n πινάκων.
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Υπενθυµίζουµε ότι η τοµή
⋂

i∈I Vi µιας οικογένειας

{
Vi

}
i∈I υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου E είναι

υπόχωρος του E. Αν X ⊆ E είναι ένα τυχόν µη-κενό υποσύνολο διανυσµάτων του E, τότε ο υπόχωρος

〈X〉 =
⋂{

V ⊆ E | ο V είναι υπόχωρος του E και X ⊆ V
}

δηλαδή η τοµή της οικογένειας όλων των υπόχωρων του E οι οποιοι περιέχουν το υποσύνολο X (η οικογένεια

αυτή δεν είναι κενή καθώς περιέχει τον υπόχωρο E), είναι ένας υπόχωρος του E ο οποίος καλείται ο υπόχωρος

του E ο οποίος παράγεται από το υποσύνολο διανυσµάτων X.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K. Αν X ⊆ E είναι ένα τυχόν µη-κενό
υποσύνολο διανυσµάτων του E, τότε

〈X〉 =
{
λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn ∈ E | λi ∈ K & ~xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n, n ∈ N

}
και το υποσύνολο 〈X〉 είναι ο µικρότερος υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει το υποσύνολο X.

Υπενθυµίζουµε ότι γενικά η ένωση δύο υπόχωρων ενός διανυσµατικού χώρου δεν είναι υπόχωρος. ΄Εστω{
Vi

}
i∈I µια οικογένεια υπόχωρων του διανυσµατικού χώρου E. Συµβολίζουµε µε

∑
i∈I

Vi =

〈⋃
i∈I

Vi

〉

τον υπόχωρο του E ο οποίος παράγεται από το υποσύνολο διανυσµάτων
⋃

i∈I Vi του E. Ο υπόχωρος
∑

i∈I Vi

καλείται άθροισµα των υπόχωρων της οικογένειας

{
Vi

}
i∈I .

΄Ασκηση 31. ΄Εστω
{
Vi

}
i∈I µια οικογένεια υπόχωρων του διανυσµατικού χώρου E. Τότε∑

i∈I
Vi =

{
~xi1 + ~xi2 + · · ·+ ~xin ∈ E | ~xij ∈ Vij & {i1, i2, · · · , in} ⊆ I

}
δηλαδή ο υπόχωρος

∑
i∈I Vi αποτελείται από όλα τα πεπερασµένα αθροίσµατα διανυσµάτων τα οποία ανήκουν

στους υπόχωρους της οικογένειας, και είναι ο µικρότερος υπόχωρος του E ο οποίος περιέχει όλους τους υπόχωρους
Vi της οικογένειας

{
Vi

}
i∈I .

Ιδιαίτερα, αν I =
{

1, 2, · · · , n
}
, τότε :

n∑
i=1

Vi := V1 + V2 + · · ·+ Vn =
{
~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn ∈ E | ~xi ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n

}
Υπενθυµίζουµε ότι αν ~x1, ~x2, · · · , ~xn είναι ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων ενός διανυσµατικού χώρου

E, τότε το σύνολο

{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
καλείται γραµµικά ανεξάρτητο, αν για τυχόντα στοιχεία λ1, λ2, · · · , λn ∈ K

ισχύει η συνεπαγωγή:

λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn = ~0 =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

Το σύνολο διανυσµάτων

{
~x1, ~x2, · · · , ~xn

}
καλείται γραµµικά εξαρτηµένο, αν δεν είναι γραµµικά ανεξάρ-

τητο ή ισοδύναµα, αν :

∃λ1, λ2, · · · , λn ∈ K : (λ1, λ2, · · · , λn) 6= (0, 0, · · · , 0) και λ1~x1 + λ2~x2 + · · ·+ λn~xn = ~0
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΄Ασκηση 32. Ας είναι

A =



a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
. . .

...
...

...
ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

... · · ·
...

. . .
...

an1 an2 . . . anj . . . ann


ένας n× n πίνακας µε συνιστώσες από ένα σώµα K και ας είναι

~Aj =



a1j

a2j
...
aij
...
anj


, 1 ≤ j ≤ n

η j–οστή στήλη τού πίνακα A την οποία ϑεωρούµε ως διάνυσµα του χώρου των στηλών Kn.

Να δειχθεί ότι το γραµµικό οµογενές σύστηµα

A ·X = O, όπου X =



x1

x2
...
xi
...
xn


και O =



0
0
...
0
...
0


,

έχει µόνο τη µηδενική λύση, αν και µόνο αν, οι στήλες ~A1, ~A2, · · · , ~An τού A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα
διανύσµατα το χώρου των στηλών Kn.

΄Ασκηση 33. Ας είναι A ένας n × n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα:

(1) Ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος.
(2) Οι στήλες τού πίνακα A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρου των στηλών Kn.
(3) Οι γραµµές τού πίνακα A είναι K–γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα τού χώρου Kn.

΄Ασκηση 34. Να εξεταστεί αν τα διανύσµατα (3, 5,−4), (−3,−2, 4), (6, 1,−8) τού R3 είναι R–γραµµικώς ανε-
ξάρτητα ή όχι.

΄Εστω K[x] ο διανυσµατικός χώρος των πολυωνύµων υπεράνω του σώµατος K. Υπενθυµίζουµε ότι ο ϐαθµός

ενός µη-µηδενικού πολυωνύµου P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n
, όπου ai ∈ K, 0 ≤ i ≤ n, ορίζεται να

είναι ο µη-αρνητικός ακέραιος

degP (x) = max
{
k ∈ N ∪ {0} | ak 6= 0

}
Στο µηδενικό πολυώνυµο 0 δεν ορίζουµε ϐαθµό. ΄Ετσι όταν ϑεωρούµε ϐαθµό degP (x) ενός πολυωνύµου P (x)
ϑα υπονοιείται πάντα ότι το P (x) δεν είναι το µηδενικό πολυώνυµο.

΄Ασκηση 35. ΄Εστω n ≥ 0 ένας µη-αρνητικός ακέραιος και Kn[x] το σύνολο όλων των πολυωνύµων υπεράνω
του K µε ϐαθµό ≤ n µαζί µε το µηδενικό πολυώνυµο :

Kn[x] =
{
P (x) ∈ K[x] | degP (x) ≤ n

} ⋃ {
0
}
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Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Kn[x] είναι ένας υπόχωρος του K[x] και

K[x] =
⋃
n≥0

Kn[x]

΄Ασκηση 36. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο M3(K) των 3× 3 πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K και έστω
∆(K) το υποσύνολο όλων των διαγωνίων πινάκων:

∆3(K) =


a 0 0

0 b 0
0 0 c

 ∈ M3(K) | a, b, c ∈ K


(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο ∆3(K) είναι ένας υπόχωρος του M3(K).
(2) Να δειχθεί ότι για τους πίνακες

E1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , E2 =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , E3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 1


ισχύει ότι : 〈

E1, E2, E3

〉
= ∆3(K)

(3) Να εξετασθεί αν για τους πίνακες

A1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , A2 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , A3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1


ισχύει ότι : 〈

A1, A2, A3

〉
= ∆3(K)

΄Ασκηση 37. Στον διανυσµατικό χώρο F(R,R) =
{
f : R−→R | f : συνάρτηση

}
, ϑεωρούµε τα υποσύνολα

Α(R) =
{
f : R−→R | f(x) = f(−x), ∀x ∈ R} (άρτιες συναρτήσεις)

Π(R) =
{
f : R−→R | f(x) = −f(−x), ∀x ∈ R} (περιττές συναρτήσεις)

Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα Α(R) και Π(R) είναι υπόχωροι του F(R,R) και ισχύει ότι :

F(R,R) = Α(R) + Π(R) και Α(R) ∩ Π(R) =
{
0
}

΄Ασκηση 38. Στον R-διανυσµατικό χώρο R3, ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα:

V1 =
{

(x, 0, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

V2 =
{

(0, x, 0) ∈ R3 | x ∈ R
}

V3 =
{

(x, x, y) ∈ R3 | x, y ∈ R
}

Να δειχθεί ότι τα παραπάνω υποσύνολα είναι υπόχωροι και να ϐρεθούν οι υπόχωροι :

V1 + V2 + V3, V1 ∩ V2, V1 ∩ V3, V2 ∩ V3, (V1 + V2) ∩ V3, (V1 + V3) ∩ V2, (V2 + V3) ∩ V1,

΄Ασκηση 39. ΄Εστω ότι U, V, W είναι υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω ενός σώµατος K. Να
δειχθεί ότι : (

U + W
)
∩
(
W + V

)
∩
(
V + U

)
=
((

W + V
)
∩ U

)
+
((

V + U
)
∩W

)

΄Ασκηση 40. ΄Εστω ότι V1, V2, V3 είναι υπόχωροι ενός διανυσµατικού χώρου E υπεράνω ενός σώµατος K.
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(1) Αν V2 ⊆ V1, να δειχθεί ότι :

V1 ∩ (V2 + V3) = (V1 ∩ V2) + (V1 ∩ V3) = V2 + (V1 ∩ V3) (Μοδιακός Νόµος Υπόχωρων)

(2) Αν V2 * V1, να δειχθεί ότι γενικά: V1 ∩ (V2 + V3) 6= V2 + (V1 ∩ V3).


