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Υπενθυµίσεις από τη Θεωρία

Υπενθυµίζουµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα από τη ϑεωρία τα οποία µας διευκολύνουν στην µελέτη συ-

νόλων γεννητόρων, γραµµικά ανξάρτητων υποσυνόλων, και ϐάσεων ενός διανυσµατικού χώρου.

Θεωρούµε έναν διανυσµατικό χώρο E υπεράνω ενός σώµατος K και υποθέτουµε ότι dimKE = n. Σταθερο-

ποιούµε µια ϐάση B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
του E.

΄Εστω ότι ~x1, ~x2, · · · , ~xm είναιm το πλήθος διανύσµατα του E. Τότε γνωρίζουµε ότι κάθε ένα από διανύσµατα

~x1, ~x2, · · · , ~xm γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων τηςε ϐάσης B:

~x1 = a11~e1 + a12~e2 + · · ·+ a1n~en

~x2 = a21~e1 + a22~e2 + · · ·+ a2n~en
.
.
.

~xm = am1~e1 + am2~e2 + · · ·+ amn~en

Θεωρούµε τον πίνακα A = (aij) των συντελεστών των διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm ως προς τη ϐάση B:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


1. ΄Εστω ότι A′ είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A:

A =


a′11 a′12 · · · a′1n
a′21 a′22 · · · a′2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

a′m1 a′m2 · · · a′mn


και έστω τα διανύσµατα

1
του E:

~y1 = a′11~e1 + a′12~e2 + · · ·+ a′1n~en

~y2 = a′21~e1 + a′22~e2 + · · ·+ a′2n~en
.
.
.

1
Τα διανύσµατα ~y1, ~y2, · · · , ~ym έχουν προκύψει µετά την εκτέλεση πεπερασµένου πλήθους στοιχειωδών πράξεψων στα διανύσµατα

~x1, ~x2, · · · , ~xm.
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~ym = a′m1~e1 + a′m2~e2 + · · ·+ a′mn~en

Τότε : 〈
~x1, ~x2, · · · , ~xm

〉
=
〈
~y1, ~y2, · · · , ~ym

〉
(1)

2. Το σύνολο διανυσµάτων ~x1, ~x2, · · · , ~xm είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν το οµογενές γραµ-

µικό σύστηµα

tA · Λ = 0, όπου Λ =


λ1
λ2
.
.
.

λm


δηλαδή το οµογενές γραµµικό σύστηµα ως προς λ1, λ2, · · · , λn:

(Σ) :


a11λ1 + a21λ2 + · · ·+ am1λm = 0
a12λ1 + a22λ2 + · · ·+ am2λm = 0

.

.

.

a1nλ1 + a2nλ2 + · · ·+ amnλm = 0

(2)

έχει µοναδική λύση την µηδενική
2
.

Ιδιαίτερα αν m = n, τότε το σύνολο διανυσµάτων

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν

και µόνον αν |A| 6= 0.
3. Αν E = Kn

, τότε τα 1. και 2. παίρνουν την ακόλουθη µορφή.

Τα διανύσµατα ~x1, ~x, · · · , ~xm είναι διατεταγµένες n-άδες :

~x1 = (a11, a12, · · · , a1n)

~x2 = (a21, a22, · · · , a2n)

.

.

.

~xm = (am1, am2, · · · , amn)

Αν

A′ =


a′11 a′12 · · · a′1n
a′21 a′22 · · · a′2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

a′m1 a′m2 · · · a′mn


είναι η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


τότε : 〈

~x1, ~x2, · · · , ~xm
〉

=
〈
~y1, ~y2, · · · , ~ym

〉
(3)

όπου:

~y1 = (a′11, a
′
12, · · · , a′1n)

~y2 = (a′21, a
′
22, · · · , a′2n)

.

.

.

~ym = (a′m1, a
′
m2, · · · , a′mn)

2
Θα δούµε αργότερα ότι αυτό συµβαίνει αν και µόνον αν m = r(A), όπου r(A) είναι η ϐαθµίδα του πίνακα A, δηλαδή το πλήθος

των οδηγών στην ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του A ή ισοδύναµα το µέγιστο πλήθος γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών, ή ισοδύναµα

γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του πίνακα A.
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Επιπλέον το σύνολο διανυσµάτων

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν το

οµογενές γραµµικό σύστηµα (Σ), ϐλέπε παραπάνω, έχει µόνο τη µηδενική λύση.

Ιδιαίτερα, αν m = n, τότε το σύνολο διανυσµάτων

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν

και µόνον αν |A| 6= 0.
4. ΄Εστω B ένα υποσύνολο του E. Τότε το υποσύνολο B είναι µια ϐάση του E αν και µόνον αν ικανοποιεί

τις 2 από τις ακόλουθες 3 ιδιότητες :

(αʹ) Το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

(ϐʹ) Το σύνολο B παράγει τον χώρο E.

(γʹ) Ισχύει ότι :

|B| = dimKE (4)

5. ΄Εστω ότι το υποσύνολο διανυσµάτων C =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
του E είναι γραµµικά ανεξάρτητο και

υποθέτουµε ότι dimKE = n. Από τη Θεωρία γνωρίζουµε ότι m ≤ n και το υποσύνολο C µπορεί

να συµπληρωθεί σε µια ϐάση B του E, δηλαδή υπάρχουν διανύσµατα ~xm+1, · · · , ~xn έτσι ώστε το

υποσύνολο B′ =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm, ~xm+1, · · · , ~xn

}
να είναι ϐάση του E.

Για να προσδιορίσουµε διανύσµατα ~xm+1, · · · , ~xn έτσι ώστε το υποσύνολο

B′ =
{
~x1, ~x2, · · · , ~xm, ~xm+1, · · · , ~xn

}
να είναι ϐάση του E, εργαζόµαστε ως εξής :

Θεωρούµε τον πίνακα A των συνιστωσών των διανυσµάτων ~x1, · · · , ~xm ως προς τη ϐάση B:

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


και αναζητούµε n−m το πλήθος γραµµές(

ak1 ak2 · · · akn
)
, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n

έτσι ώστε ο πίνακας

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann


να είναι αντιστρέψιµος. Τότε ϑέτοντας

~xk = ak1~e1 + ak2~xk2 + · · ·+ akn~en, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n
από το 3 έπεται ότι το σύνολο διανυσµάτων B′ =

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm, ~xm+1, · · · , ~xn

}
να είναι ϐάση

του E.

• Για τις λυσεις των ασκησεων που ακολουθουν θα εφαρµοζουµε ειτε τον ορισµο (συνολου γεννητορων,
γραµµικης ανεξαρτησιας, βασης) ειτε καποιο απο τα παραπανω αποτελεσµατα της Θεωριας.

΄Ασκηση 1. (1) Θεωρούµε τονR-διανυσµατικό χώροR2
τον οποίο συµβολίζουµε µεR2

R και τονQ-διανυσµατικό

χώρο R2
τον οποίο συµβολίζουµε µε R2

Q.

Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

~x =
(
3 +
√

2, 1 +
√

2
)

και ~y =
(
7, 1 + 2

√
2
)

είναι γραµµικά εξαρτηµένο στονR-διανυσµατικό χώροR2
R και γραµµικά ανεξάρτητο στονQ-διανυσµατικό

χώρο R2
Q.
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(2) Θεωρούµε τον C-διανυσµατικό χώρο C2
τον οποίο συµβολίζουµε µε C2

C και τον R-διανυσµατικό χώρο C2

τον οποίο συµβολίζουµε µε C2
R.

Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

~x =
(
1− i, i

)
και ~y =

(
2, −1 + i

)
είναι γραµµικά εξαρτηµένο στονC-διανυσµατικό χώροC2

C και γραµµικά ανεξάρτητο στονR-διανυσµατικό

χώρο C2
R.

΄Ασκηση 2. Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

C =
{
~x1 = (1, 2, 1), ~x2 = (1, 1, 0), ~x3 = (0, 2, 1)

είναι µια ϐάση του R3
και ακολούθως να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος ~x = (3, 2, 0) ως τη ϐάση C.

΄Ασκηση 3. Να προσδιοριστεί µια ϐάση και η διάσταση του R-υποχώρου

V =
{

(a, b, c, d) ∈ R4 | c = a− b, d = a+ b
}
⊆ R4

΄Ασκηση 4. ΄Εστω a ∈ K και ϑεωρούµε το σύνολο διανυσµάτων του K3
:

C =
{
~x = (a2, 0, 1), ~y = (0, a, 2), ~z = (1, 0, 1)

}
(1) Να προσδιοριστούν όλες οι τιµές του a ∈ K, για τις οποίες το σύνολο διανυσµάτων C είναι γραµµικά

ανεξάρτητο.

(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V = 〈~x, ~y, ~z 〉
(3) Να συµπληρωθεί η ϐάση που ϐρέθηκε στο (2) σε µια ϐάση του R3

.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3
:

~x = (1,−2, k), ~y = (3, 0,−2), ~z = (2,−1,−5)

(1) Να ϐρεθεί για ποιές τιµές του κ ∈ R, τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(2) Για τις τιµές του κ ∈ R, για τις οποίες τα διανύσµατα ~x, ~y, και ~z είναι γραµµικά εξαρτηµένα, να ϐρεθεί

µια σχέση γραµµικής εξάρτησης τους.

(3) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V = 〈~x, ~y, ~z 〉.
(4) Να ϐρεθεί υπόχωρος U έτσι ώστε :

R3 = V⊕ U

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε διανύσµατα ~e1, ~e2, · · · , ~en και ~x:

(1)

~e1 = (1, 1, 1), ~e2(1, 1, 2), ~e3 = (1, 2, 3) και ~x = (6, 9, 14)

(2)

~e1 = (2, 1,−3), ~e2(3, 2,−5), ~e3 = (1,−1, 1) και ~x = (6, 2,−7)

(3)

~e1 = (1, 2,−1,−2), ~e2(2, 3, 0,−1), ~e3 = (1, 2, 1, 4), ~e4 = (1, 3,−1, 0) και ~x = (7, 14,−1, 2)

Να δειχθεί, σε κάθε περίπτωση, ότι το σύνολο B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι ϐάση και να ϐρεθούν οι συνιστώσες

του διανύσµατος ~x ως προς τη ϐάση B.
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΄Ασκηση 7. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων B είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ακολούθως να

συµπληρωθεί το σύνολο B σε µια ϐάση του αντίστοιχου χώρου:

(1)

~ε1 = (2, 2, 7,−1), ~ε2 = (3,−1, 2, 4), ~ε3 = (1, 1, 3, 1)

(2)

~ε1 = (2, 3,−4,−1), ~ε2 = (1,−2, 1, 3)

΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων B είναι γραµµικά ανεξάρτητα και ακολούθως να

συµπληρωθεί το σύνολο B σε µια ϐάση του αντίστοιχου χώρου:

(1)

~ε1 = (4, 3,−1, 1, 1), ~ε2 = (2, 1,−3, 2,−5), ~ε3 = (1,−3, 0, 1,−2), ~ε4 = (1, 5, 2,−2, 6)

(2)

~ε1 = (2, 3, 5,−4, 1), ~ε2 = (1,−1, 2, 3, 5)

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4
:

~x = (3, 9,−4,−2), ~y = (1,−2, 0, 3), ~z = (2, 3, 0,−1), ~w = (2,−1, 2, 1)

(1) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος V ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z, και ~w.

(2) Να εξετασθεί αν τα διανύσµατα ~x, ~y, ~z, και ~w είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(3) Αν τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα, να ϐρεθεί µια σχέση γραµµική εξάρτησης µεταξύ των

διανυσµάτων ~x, ~y, ~z, και ~w.

(4) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου V.

(5) Να ϐρεθεί µια ϐάση του R4
η οποία περιέχει µια ϐάση του υπόχωρου V.

(6) Να ϐρεθεί υποχωρος U του R4
έτσι ώστε :

R4 = V⊕ U

΄Ασκηση 10. ΄Εστω λ ∈ K και ϑεωρούµε τα διανύσµατα του K2[x]:

P (x) = −1 + x+ 3x2, Q(x) = 5− 2x+ 9x2, R(x) = 1− λx+ 2λx2

Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈
P (x), Q(x), R(x)

〉
η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K2[x].

΄Ασκηση 11. ΄ΕστωP ένας σταθερός αντιστρέψιµος 3×3 πίνακας πραγµατικών αριθµών. Θεωρούµε το ακόλουθο

σύνολο:

V(P ) =
{
A ∈ M3×3(R) | ο πίνακας P−1AP είναι διαγώνιος

}
Να δείξετε ότι το σύνολο V(P ) είναι ένας υπόχωρος του R-διανυσµατικού χώρου M3(R) και ακολούθως να ϐρείτε

µια ϐάση του.

΄Ασκηση 12. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων από το R στο R, ϑεωρούµε τις συναρ-

τήσεις :

∀x ∈ R : f1(x) = x, f2(x) = sin(x), f3(x) = cos(x)

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων

{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
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΄Ασκηση 13. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων R R, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις :

∀x ∈ R : f0(x) = 1, f1(x) = x, f2(x) = x2, · · · , fn(x) = xn

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων

{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Να συµπεράνετε ότι ο R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση.

Παρατήρηση 1. ΄Εστω C(R,R) το υποσύνολο του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R) το οποίο αποτελείται από

όλες τις συνεχείς συναρτήσεις από το R στο R. Γνωρίζουµε τότε ότι το C(R,R) είναι ένας υπόχωρος του R-

διανυσµατικού χώρου F(R,R). Ο R-διανυσµατικός χώρος C(R,R) έχει άπειρη διάσταση, όπως µποριούµε να

δούµε από την παραπάνω ΄Ασκηση διότι, ∀n ≥ 1, το σύνολο συνεχών συναρτήσεων

{
f0, f1, f2, · · · , fn

}
είναι

γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 14. Στον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R) όλων των συναρτήσεων R R, ϑεωρούµε τις συναρτήσεις :

∀x ∈ R : f1(x) = ex, f2(x) = e2x, f3(x) = e3x

Να δειχθεί ότι το σύνολο συναρτήσεων

{
f1, f2, f3

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

΄Ασκηση 15. ΄Εστω M ένας σταθερός 2× 2 πίνακας πραγµατικών αριθµών. Να δείξετε ότι το σύνολο

V(M) =
{
A ∈ M2×2(R) | AM = MA

}
όλων των 2× 2 πινάκων οι οποίοι µετατίθενται µε τον M είναι ένας υπόχωρος του M2(R). Αν

M =

(
1 −2
3 1

)
να ϐρείτε µια ϐάση του V(M).

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου V = 〈~x, ~y, ~z〉 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

~x = (1, 1, 1, a), ~y = (1, 0, 1, b), ~z = (−2, 2,−2, c) ∈ R4

όπου a, b, c ∈ R.

΄Ασκηση 17. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου V = 〈~u,~v, ~w〉 ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα

~u = (0, 1, 2), ~v = (0,−1, 2), ~w = (0, 3, 4)

η οποία να επεκταθεί σε µια ϐάση του R3
.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K. Υποθέτουµε ότι το σύνολο

B = {~e1, · · · , ~ei, · · · , ~en}
είναι ϐάση του E.

(1) Να δείξετε ότι τότε το σύνολο

C =
{
~e1, · · · , ~ei + λ~ej , · · · , ~en

}
είναι ϐάση του E, για κάθε λ ∈ K και i 6= j.

(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) Το σύνολο

D =
{
~e1 + ~e2, ~e2 + ~e3, · · · , ~en−1 + ~en, ~en + ~e1

}
είναι ϐάση του E.

(ϐʹ) Το n είναι περιττός.
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΄Ασκηση 19. ΄Εστω τα ακόλουθα διανύσµατα του Rn
:

~x1 = (1, 1, 0, · · · , 0), ~x2 = (0, 1, 1, 0 · · · , 0), · · · , ~xn = (1, 0 · · · , 0, 1)

Να ϐρεθεί η διάσταση dimR〈~x1, · · · , ~xn〉 του υπόχωρου ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω α1, α2, · · · , αn ∈ R και

V =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0
}

Να ϐρεθεί η διάσταση dimR V.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω ~x = (2, 1, 4, 3), ~y = (2, 1, 2, 0) ∈ R4
. Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων {~x, ~y} είναι

γραµµικά ανεξάρτητο και να ϐρεθούν δύο διανύσµατα ~z, ~w ∈ R4
έτσι ώστε το σύνολο

{
~x, ~y, ~z, ~w

}
να αποτελεί

ϐάση του R4
.

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈A,B,Γ,∆〉 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
0 1
2 3

)
, Γ =

(
1 −1
−1 1

)
, ∆ =

(
1 3
3 1

)
του M2(R), και ακολούθως η ϐάση αυτή να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του M2(R).

΄Ασκηση 23. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x1 + 2x2 = x3 + 2x4
}

η οποία περιέχει το διάνυσµα (1, 0, 1, 0) ηαι η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K4
.

Αν W είναι ο υπόχωρος

W =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ K4 | x2 − 2x3 + x4 = 0
}

ποιά είναι η διάσταση των υπόχωρων V ∩W και V + W;

΄Ασκηση 24. ΄Εστω V =
〈
~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5

〉
ο υπόχωρος του R4

ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

~x1 = (1, 0, 0,−1), ~x2 = (2, 1, 1, 0), ~x3 = (1, 1, 1, 1), ~x4 = (1, 2, 3, 4), ~x5 = (0, 1, 2, 3)

Να ϐρεθεί ένας υπόχωρος U του R4
έτσι ώστε :

R4 = V⊕ U

΄Ασκηση 25. ΄Εστω V =
〈
~x1, ~x2, ~x3, ~x4, ~x5

〉
ο υπόχωρος του R5

ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

~x1 = (1, 1, 1, 1, 0), ~x2 = (1, 1,−1,−1,−1), ~x3 = (2, 2, 0, 0,−1), ~x4 = (1, 1, 5, 5, 2), ~x5 = (1,−1,−1, 0, 0)

Να ϐρεθεί ένας υπόχωρος U του R5
έτσι ώστε :

R5 = V⊕ U

΄Ασκηση 26. Στον K-διανυσµατικό χώρο K4[x] ϑεωρούµε τον υπόχωρο

V =
〈
P (x), Q(x), R(X)

〉
όπου :

P (x) = x+ x2 + x4, Q(x) = x+ 2x2 − x4, R(x) = 2x+ 6x4

Να ϐρεθεί µια ϐάση του V η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K4[x].
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΄Ασκηση 27. ΄Εστω B = {~e1, ~e2, ~e3, ~e4, ~e5} µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου E υπεράνω του σώµατος K. Να

ϐρεθεί η διάσταση dimK〈 ~A1, ~A2, ~A3, ~A4〉 του υπόχωρου ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα

~A1 = ~e1 + 2~e2 − 4~e3 + 3~e4 + ~e5 ,

~A2 = 2~e1 + 5~e2 − 3~e3 + 4~e4 + 8~e5 ,
~A3 = 6~e1 + 17~e2 − 7~e3 + 10~e4 + 22~e5 ,

~A4 = ~e1 + 3~e2 − 3~e3 + 2~e4 .

η οποία στη συνέχεια να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του R5
.

΄Ασκηση 28. Να προσδιορισθεί µια ϐάση του χώρου Λ(Σ) των λύσεων του οµογενούς γραµµικού συστήµατος :

(Σ)

 4x1 + 12x2 − 7x3 + 6x4 = 0
x1 + 3x2 − 2x3 + x4 = 0
3x1 + 9x2 − 2x3 + 11x4 = 0

΄Ασκηση 29. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος C των µιγαδικών αριθµών.

(1) Να δειχθεί ότι ο E µπορεί να ϑεωρηθεί και ως διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος των R των

πραγµατικών αριθµών.

(2) Αν dimCE = n, να δειχθεί ότι dimRE = 2n.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και έστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια

ϐάση του E. ΄Εστω

~x1 = a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en
~x2 = a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en

.

.

.

~xm = a1m~e1 + a2m~e2 + · · ·+ anm~en
m το πλήθος διανύσµατα του E, όπου m ≤ n, και υποθέτουµε ότι :

aij = 0, ∀i > j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n και aii 6= 0, 1 ≤ i ≤ m
Να δειχθεί ότι το σύνολο

{
~x1, ~x2, · · · , ~xm

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
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