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΄Ασκηση 1. ΄Εστω α1, α2, · · · , αn ∈ R και

V = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0}
Να ϐρεθεί η διάσταση dimR V και µια ϐάση του Rn

η οποία περιέχει µια ϐάση του V.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω U και V δύο υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου K6[x] και υποθέτουµε ότι

dimKU = 4 και dimKV = 5

Να προσδιορισθούν οι δυνατές τιµές για τη διάσταση:

dimK(U ∩ V)

Αν U ⊆ V, ποιά είναι η διάσταση dimK(U ∩ V);

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι V και U είναι υπόχωροι πεπερασµένης διάστασης του K-διανυσµατικού χώρου E. Υπο-

ϑέτουµε ότι :

dimK(V + U) = dimK(V ∩ U) + 1

Να δειχθεί ότι ένας εκ των υποχώρων V και U συµπίπτει µε τον V + W και ο άλλος µε τον V ∩ U.

΄Ασκηση 4. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R3
:

~x1 = (1, 2, 1), ~x2 = (1, 1,−1), ~x3 = (1, 3, 3)

~y1 = (2, 3,−1), ~y2 = (1, 2, 2), ~y3 = (1, 1,−3)

Αν

V =
〈
~x1, ~x2, ~x3

〉
και U =

〈
~y1, ~y2, ~y3

〉
να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων V, U, V + U και V ∩ U.

΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4
:

~x1 = (1, 1, 0, 0), ~x2 = (0, 1, 1, 0), ~x3 = (0, 0, 1, 1)

~y1 = (1, 0, 1, 0), ~y2 = (0, 2, 1, 1), ~y3 = (1, 2, 1, 2)

Αν

V =
〈
~x1, ~x2, ~x3

〉
και U =

〈
~y1, ~y2, ~y3

〉
να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων V, U, V + U και V ∩ U.
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΄Ενας τετραγωνικός πίνακας n× n πίνακας

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

am1 am2 · · · amn


καλείται µαγικός αν και µόνον αν το άθροισµα:

(1) ∀i = 1, 2, · · · , n, το άθροισµα των στοιχείων της i-γραµµής: ai1 + ai2 + · · ·+ ain
(2) ∀j = 1, 2, · · · , n, το άθροισµα των στοιχείων της j-στήλης : a1j + a2j + · · ·+ anj
(3) των στοιχείων της κύριας διαγωνίου: a11 + a22 + · · ·+ ann
(4) των στοιχείων της δευτερεέυουσας διαγωνίου: a1n + a2n−1 + · · ·+ an1

είναι ίσο µε τον ίδιο αριθµό S ∈ K, ο οποίος καλείται ο µαγικός αριθµός του A.

Για παράδειγµα οι πίνακες

(
1 1
1 1

)
,

2 7 6
9 5 1
4 3 8

 ,


16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1


είναι µαγικοί µε µαγικούς αριθµούς 2, 15 και 34 αντίστοιχα.

Συµβολίζουµε µε ΜΠ(n) το σύνολο όλων των n× n µαγικών πινάκων.

΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι το σύνολο ΜΠ(n) είναι ένας υπόχωρος του Mn(K). Να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων

ΜΠ(2) και ΜΠ(3).

΄Ασκηση 7. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K) και

(Σ) AX = 0

το αντίστοιχο οµογενές γραµµικό σύστηµα m εξισώσεων µε n αγνώστους. Αν m < n να δειχθεί ότι το (Σ) έχει

τουλάχιστον µια µη µηδενική λύση, και εποµένως έχει άπειρες λύσεις.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας n× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι για κάθε ϑετικό

ακέραιο k µε k ≥ n2, υπάρχουν στοιχεία λ0, λ1, · · · , λk ∈ K, όχι όλα ίσα µε µηδέν, έτσι ώστε :

λ0In + λ1A+ λ2A
2 + · · ·+ λkA

k = 0

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο Rn[x] των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ n υπεράνω του R,

και έστω ρ1, ρ2, · · · , ρn ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Αν 1 ≤ k ≤ n, ϑεωρούµε το σύνολο:

Vk =
{
P (x) ∈ Rn[x] | P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο Vk είναι υπόχωρος του Kn[x].
(2) Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του Vk.

(3) Να συµπληρωθεί η ϐάση του Vk που ϐρέθηκε στο (2) σε µια ϐάση του Rn[x].

Υπενθυµίζουµε ότι αν

B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
C =

{
~ε1, ~ε2, · · · , ~εn

}
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είναι δύο ϐάσεις του K-διανυσµατικού χώρου E, τότε γράφοντας τα διανύσµατα της ϐάσης C ως γραµµικό

συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B

~ε1 = a11~e1 + a21~e2 + · · ·+ an1~en

~ε2 = a12~e1 + a22~e2 + · · ·+ an2~en

.

.

.

~εn = a1n~e1 + a2n~e2 + · · ·+ ann~en

προκύπτει ο n× n πίνακας

MC
B =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

an1 an2 · · · ann


ο οποίος καλείται ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση C. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ο

πίνακας MC
B είναι αντιστρέψιµος και

(MC
B)−1 = MB

C

όπου ο MB
C είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση B.

΄Εστω ~x ∈ E ένα τυχόν διάνυσµα του E και έστω

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~xn

~x = x′1~e1 + x′2~e2 + · · ·+ x′n~xn

η µοναδική γραφή του ~x ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων των ϐάσεων B και C. Οι πίνακες-στήλες

X =


x1
x2
.
.
.

xn

 και X ′ =


x′1
x′2
.
.
.

x′n


καλούνται οι πίνακες των συνιστωσών του ~x ως προς τι ϐάσεις B και C αντίστοιχα. Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία

ότι :

X = MC
B ·X ′ και X ′ = MB

C ·X

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις του R3

B =
{
~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e1 = (0, 0, 1)

}
C =

{
~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1, 1, 0), ~ε3 = (1, 0, 0)

}
(1) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

(2) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος ~x = (4,−2, 3) ως προς τη ϐάση C.

΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τα ακόλουθα σύνολα διανυσµάτων του R3

B =
{
~e1 = (1, 1, 1), ~e2 = (1, 1, 0), ~e1 = (1, 0, 0)

}
C =

{
~ε1 = (1, 0,−1), ~ε2 = (−1, 1, 0), ~ε3 = (1,−1, 1)

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα B και C είναι ϐάσεις του R3

.

(2) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC
B και MB

C .

(3) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος ~x = (1,−2, 5) ως προς τις ϐάσεις B και C.
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΄Ασκηση 12. Θεωρούµε την κανονική ϐάση

B =
{

1, x, x2, · · · , xn
}

του Kn[x] και το σύνολο

C =
{

1, 1 + x, 1 + x2, · · · , 1 + xn
}

(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο C είναι ϐάση του Kn[x].
(2) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

(3) Να ϐρεθούν οι συνιστώσες του πολυωνύµου P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · + anx
n

ως προς τις

ϐάσεις B και C.

΄Ασκηση 13. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος διάστασης n και έστω

B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
C =

{
~ε1,~ε2, · · · ,~εn

}
D =

{
~f1, ~f2, · · · , ~fn

}
τρεις ϐάσεις του E. Αν MC

B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση C, αν MD
C είναι ο πίνακας

µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση D, και αν MD
B είναι ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση B στη ϐάση D να

δειχθεί ότι :

MD
B = MC

B ·MD
C

Υπενθυµίζουµε ότι αν U και V είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε το άθροισµα υπόχωρων

U + V =
{
~u+ ~v ∈ E | ~u ∈ U και ~v ∈ V

}
καλείται ευθύ άθροισµα αν κάθε διάνυσµα ~x του U+V γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως ~x = ~u+~v, δηλαδή:

~x = ~u1 + ~v1 = ~u2 + ~v2, όπου ~u1, ~u2 ∈ U και ~v1, ~v2 ∈ V =⇒ ~u1 = ~u2 και ~v1 = ~v2

Αν το άθροισµα των υπόχωρων U και V είναι ευθύ, ϑα γράφουµε:

U + V = U⊕ V

΄Ασκηση 14. Αν U και V είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) το άθροισµα υπόχωρων U + V είναι ευθύ.

(2)

~u+ ~v = ~0, όπου ~u ∈ U και ~v ∈ V =⇒ ~u = ~v = ~0

(3) U ∩ V = {~0}.

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τα ακόλουθους υπόχωρους του K-διανυσµατικού χώρου M2(K):

U =

〈
A =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
0 1
1 1

)〉
V =

〈
C =

(
−1 1

0 0

)
, D =

(
1 0
−1 0

)〉
Να ϐρεθούν ϐάσεις των U καιV και να δειχθεί ότι :

M2(K) = U⊕ V

΄Ασκηση 16. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης και U και V δύο υπόχωροι του E.

Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) E = U⊕ V.
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(2) Ικανοποιούνται δύο από τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες :

(αʹ) E = U + V.

(ϐʹ) U ∩ V = {~0}.
(γʹ) dimKE = dimKU + dimKV.

΄Ασκηση 17. Αν V και W είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου πεπερασµένης διάστασης E, τότε τα

ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) E = U⊕ V.

(2) Αν B είναι µια ϐάση του U και C είναι µια ϐάση του V, τότε το σύνολο B ∪ C είναι µια ϐάση του E.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω U ένας υπόχωρος ενός K-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθεί ότι

υπάρχει ένας υπόχωρος V του E έτσι ώστε :

E = U⊕ V

Είναι ο υπόχωρος V µοναδικός ;

΄Ασκηση 19. Θεωρούµε δύο στοιχεία a, b ενός σώµατος K και έστω ο ακόλουθος 2× 2 πίνακας

A =

(
a b
b a

)
Θεωρούµε το σύνολο

U =
{
X ∈ M2(K) | AX = XA

}
(1) Να δειχθεί ότι το σύνολο U είναι ένας υπόχωρος του M2(K) και να ϐρεθεί µια ϐάση του.

(2) Να ϐρεθεί υπόχωρος V του M2(K) έτσι ώστε :

M2(K) = U⊕ V

΄Ασκηση 20. Να δειχθεί ότι :

Kn = U⊕ V

όπου

U =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0
}

V =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Kn | x1 = x2 = · · · = xn
}

΄Ασκηση 21. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο Rn[x] των πολυωνύµων µε ϐαθµό το πολύ n υπεράνω του R,

και έστω ρ1, ρ2, · · · , ρn ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Αν 1 ≤ k ≤ n, ϑεωρούµε το σύνολο:

Vk =
{
P (x) ∈ Rn[x] | P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0

}
Να δειχθεί ότι :

Rn[x] = Rk−1[x]⊕ Vk

΄Ασκηση 22. Θεωρούµε το σύνολο

Sn(K) =
{
A ∈ Mn(K) | tA = A

}
των συµµετρικών n× n πινάκων, και το σύνολο

An(K) =
{
A ∈ Mn(K) | tA = −A

}
των αντισυµµετρικών n× n πινάκων.

(1) Να δειχθεί ότι :

Mn(K) = Sn(K)⊕ An(K)
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(2) Να ϐρεθούν οι διαστάσεις των υπόχωρων Sn(K) και An(K).
(3) Αν n = 3, να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων Sn(K) και An(K).

Υπενθυµίζουµε ότι αν V1, V2, · · · , Vn είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε το άθροισµα

υπόχωρων

V1 + V2 + · · ·+ Vn =
{
~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vn ∈ E | ~vi ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n

}
καλείται ευθύ άθροισµα αν κάθε διάνυσµα ~x του V1 + V2 + · · · + Vn γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως

~x = ~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vn, δηλαδή:

~x = ~v1+~v2+· · ·+~vn = ~u1+~u2+· · ·+~un, όπου ~vi, ~ui ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n =⇒ ~v1 = ~u1, ~v2 = ~u2, · · · , ~vn = ~un

Αν το άθροισµα των υπόχωρων V1 + V2 + · · ·+ Vn είναι ευθύ, ϑα γράφουµε:

V1 + V2 + · · ·+ Vn = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn

΄Ασκηση 23. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
ένα σύνολο διανυσµάτων του K-διανυσµατικού χώρου E. Να δειχθεί

ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(1) Το σύνολο B είναι µια ϐάση του E.

(2)

E = 〈~e1〉 ⊕ 〈~e2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈~en〉

΄Ασκηση 24. Αν V1, V2, · · · , Vn είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, τότε τα ακόλουθα είναι

ισοδύναµα:

(1) Το άθροισµα των υπόχωρων V1 + V2 + · · ·+ Vn είναι ευθύ :

V1 + V2 + · · ·+ Vn = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn

(2)

~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vn = ~0, όπου ~vi ∈ Vi 1 ≤ i ≤ n =⇒ ~vi = ~0, 1 ≤ i ≤ n
(3)

∀i = 1, 2, · · · , n : Vi

⋂(
V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
= {~0}

Αν A και B είναι υποσύνολα ενός συνόλου X, τότε γνωρίζουµε ότι :

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
΄Οπως έχουµε αποδείξει στο µάθηµα, η παραπάνω σχέση γενικεύεται για υπόχωρους : αν U και V είναι

υπόχωροι ενος K-διανσυµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης, τότε :

dimK(U + V) = dimKU + dimKV− dimK(U ∩ V)

Τι συµβαίνει για τρεις υπόχωρους ;

Αν A, B και C είναι υποσύνολα ενός συνόλου X, τότε
1
:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

΄Ασκηση 25. Αν U, V, W είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E πεπερασµένης διάστασης, να εξετασθεί

αν ισχύει ότι :

dimK(U+V+W) = dimKU+dimKV+dimKW−dimK(U∩V)−dimK(V∩W)−dimK(U∩W)+dimK(U∩V∩W)

1
∆είξτε το σαν ΄Ασκηση.


