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΄Ασκηση 1. Για κάθε m× n πίνακα A, η ϐαθµίδα στηλών του A είναι ίση µε τη ϐαθµίδα γραµµών του A:

r(A) = σ(A) = γ(A)

΄Ασκηση 2. ΄Εστω g : E−→F, f : F−→G και h : G−→H τρεις γραµµικές απεικονίσεις µεταξύK-διανσυµατικών

χώρων πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθούν τα εξής :

(1) Αν η g είναι επιµορφισµός, τότε : r(f ◦ g) = r(f).
(2) Αν η f είναι µονοµορφισµός, τότε : r(f ◦ g) = r(g).
(3) Αν η h είναι µονοµορφισµός και η g είναι επιµορφισµός, τότε : r(h ◦ f ◦ g) = r(f).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω A και B δύο m × n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K. Με χρήση της ’Ασκησης 2 να

δειχθεί ότι οι πίνακες A και B είναι ισοδύναµοι αν και µόνον αν r(A) = r(B).

΄Ασκηση 4. ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας n×n πίνακας και adj(A) ο συµπληρωµατικός του A. Να δειχθούν τα εξής :

(1) adj(A) = O ⇐⇒ r(A) < n− 1.
(2) r(A) = n =⇒ r(adj(A)) = n.
(3) r(A) < n− 1 =⇒ r(adj(A)) = 0.
(4) r(A) = n− 1 =⇒ r(adj(A)) = 1.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω οι γραµµικές απεικονίσεις

E
g // F

f // G

µεταξύ K-διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης διάστασης. Αν f ◦ g = 0, να δειχθεί ότι ισχύουν τα εξής :

(1) Im(g) ⊆ Ker(f).
(2) r(f) + r(g) ≤ dimKF.

(3) r(f) + r(g) = dimKF αν και µόνον αν Im(g) = Ker(f).

΄Ασκηση 6. ΄Εστω A ένας n× n πίνακας, όπου n ≥ 2, µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθούν τα εξής :

(1)

|adj(A)| = |A|n−1
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(2)

adj(adj(A)) = |A|n−2A

(3)

|adj(adj(A))| = |A|(n−1)2

΄Ασκηση 7. Να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


2 3 4 5 1
−1 2 −1 −7 2

2 4 3 5 3
1 2 5 0 1


΄Ασκηση 8. Να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


1 0 1 2 1
1 0 1 2 2
2 1 0 1 2
1 1 −1 −1 0


΄Ασκηση 9. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =

1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


΄Ασκηση 10. Αν λ ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα

A =


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3


΄Ασκηση 11. Αν a, b ∈ R, να υπολογισθεί η ϐαθµίδα του πίνακα2 1 1 −6a

2 1 b+ 1 4
b 3 2 3a


΄Ασκηση 12. Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R, για τις οποίες το γραµµικό σύστηµα

(Σ)

 λx+ (3λ+ 4)y + 2(λ+ 1)z = 0
λx+ (4λ+ 2)y + (λ+ 4)z = 0
2x+ (3λ+ 4)y + 3λz = 0

είναι συµβιβαστό, και ακολούθως να λυθεί.

΄Ασκηση 13. Αν λ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − x6 = 0
x2 + x5 − x6 = 1
x1 + 2x2 + x3 + x4 + 2x5 − 2x6 + x7 = 1
x1 + x3 + x4 = −λ
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΄Ασκηση 14. Αν α, β, γ ∈ R, να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)

 αx+ y + z = α
x+ βy + z = β
x+ y + γz = γ

΄Ασκηση 15. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R):

(Σ)

 x− y + z = 3
x+ y + λz = 1
x+ λy + z = λ

΄Ασκηση 16. Πότε το σύστηµα

(Σ)

 x+ 5y − 2z + 6w = κ
4x− 3y + 7z + 12w = λ
5x− 44y + 35z − 6w = µ

είναι συµβιβαστό ; Αν το (Σ) είναι συµβιβαστό, ποιά είναι η γενική του λύση ;

΄Ασκηση 17. Αν a, b, c ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)

 bx+ ay = c
cx+ az = b
cy + bz = a

΄Ασκηση 18. Αν λ, κ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα:

(Σ)

 x+ y + z = 1
x+ λy + z = κ
x+ y + λ2z = κ2

΄Ασκηση 19. Αν λ ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα

(Σ)


x+ λy + λz = 1
x+ y + λz = λ
λx+ λy + z = 1
λx+ y + z = λ

΄Ασκηση 20. Αν a, b, c ∈ R, να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα

(Σ)

 ax+ y + z = 1
x+ by + z = 1
x+ y + cz = 1


