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΄Ασκηση 1. ΄Εστω A,B δύο n × n πίνακες έτσι ώστε A2 = In, B
3 = In και ο A + B είναι αντιστρέψιµος.

Να δειχθεί ότι ο πίνακας A+B2
είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο αντίστροφος του.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός πίνακας για τον οποίο ισχύει ότι A2 = A και (A − tA)2 = 0. Να

δείξετε ότι

(A · tA)2 = A · tA

΄Ασκηση 3. ΄Εστω A ένας τετραγωνικός n×n-πίνακας. Αν Ak = 0 για κάποιο k ≥ 1, να δείξετε ότι ο In−A
είναι αντιστρέψιµος και να ϐρεθεί ο (In −A)−1

.

΄Ασκηση 4. Αν A είναι ένας άνω τριγωνικός n × n-πίνακας µε µη-µηδενικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο,

να δείξετε ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και ο A−1
είναι επίσης άνω τριγωνικός µε µη-µηδενικά στοιχεία στην

κύρια διαγώνιο.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω ο πίνακας A =

 1 1 1
0 2 3
5 5 1

. Να δειχθεί ότι ο A είναι αντιστρέψιµος και στη συνέχεια

να υπολογισθεί ο A−1
µε χρήση στοιχειωδών πράξεων επί των γραµµών του A.

΄Ασκηση 6. ϑεωρούµε τον πίνακα

A =

2 −1 3 1
1 −8 6 8
1 2 0 −2


Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας PA να είναι ισχυρά γ-κλιµακωτός.

΄Ασκηση 7. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα

A =


1 1 −0 3 4
−2 2 4 1 −3

6 10 7 −4 5
−2 1 0 1 −3


και ακολούθως να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε ο πίνακας PA να είναι ισχυρά γ-κλιµακωτός.
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΄Ασκηση 8. Να δειχθεί ότι ο πίνακας

A =


1 2 3 4
2 3 1 2
1 1 1 −1
1 0 −2 −6


είναι αντιστρέψιµος και ακολούθως να ϐρεθεί ο αντίστροφος A−1

του A µε χρήση στοιχειωδών πράξεων επί

των γραµµών του A.

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, οι αντίστροφοι πίνακες των πινάκων

A =

3 −2 1
1 −2 2
1 0 −2

 και B =


1 1 2 1
2 −1 1 2
−1 2 1 −2

1 −1 1 −1


µε χρήση στοιχειωδών πράξεων επί των γραµµών τους.

΄Ασκηση 10. Με µε χρήση στοιχειωδών πράξεων επί των γραµµών του, να ϐρεθεί ο αντίστροφος πίνακας

A−1
του πίνακα

A =



1 0 0 · · · 0 0
−1 1 0 · · · 0 0

0 −1 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.

0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · −1 1


΄Ασκηση 11. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

 1 2 5
−2 1 5

2 λ 1


(1) Για ποιές τιµές του λ είναι ο πίνακας A αντιστρέψιµος ; Για τις τιµές αυτές να ϐρεθεί ο αντίστροφος

A−1
του A µε χρήση στοιχειωδών πράξεων στις γραµµές του.

(2) Για τις τιµές του A για τις οποίες ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος, να ϐρεθούν αντιστρέψιµοι

3× 3 πίνακες P και Q έτσι ώστε PAQ =

(
Ir O
O O

)
, όπου r είναι η ϐαθµίδα του A.

΄Ασκηση 12. Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα του πίνακα (λ, κ ∈ K):

A =

1 1 1 1
1 λ 1 κ
1 1 λ2 κ2


΄Ασκηση 13. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή και η κανονική µορφή του πίνακα

A =

1 κ −1 2
2 −1 κ 5
1 λ −6 1


Ποιά είναι η ϐαθµίδα του πίνακα A;
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΄Ασκηση 14. Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή και η κανονική µορφή του πίνακα

A =

a− 2 a a− 3
1 0 −1
0 1 −1


Ποιά είναι η ϐαθµίδα του πίνακα A;

΄Ασκηση 15. Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα του πίνακα (λ ∈ K):

A =


1− λ 0 0 0

0 1− λ 0 0
0 0 2− λ 3
0 0 0 3− λ


΄Ασκηση 16. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K) και r ∈ N. Να δειχθεί ότι οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι.

(1) r(A) = r.
(2)

A ∼γ
(
B
O

)
=



b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

br1 br2 · · · brn
0 0 · · · 0
.
.
.

.

.

. · · ·
.
.
.

0 0 · · · 0


όπου B είναι ένας r × n πίνακας µε ϐαθµίδα r(B) = r.

(3)

A ∼σ
(
C O

)
=


c11 c12 · · · c1r 0 · · · 0
c21 c22 · · · c2r 0 · · · 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
. · · ·

.

.

.

cm1 cm2 · · · cmr 0 · · · 0


όπου C είναι ένας m× r πίνακας µε ϐαθµίδα r(C) = r.

(4)

A ∼
(
D O
O O

)
όπου D είναι ένας r × r πίνακας µε ϐαθµίδα r(A) = r.

(5)

A ∼
(
Ir O
O O

)

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε έναν m× n πίνακα A και έναν n× k πίνακα B. Να δειχθεί ότι :

r(AB) ≤ min
{
r(A), r(B)

}
΄Ασκηση 18. ΄Εστω A ∈ Mn(K). Να δειχθεί ότι το οµογενές γραµµικό σύστηµα AX = O έχει µοναδική

λύση αν και µόνον αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K). Ανm < n, να δειχθεί ότι το οµογενές γραµµικό σύστηµα AX = O έχει

µη-µηδενικές λύσεις.
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΄Ασκηση 20. Να λυθεί το σύστηµα 
x+ y + 2z − t = 3
2x+ y + 3z + t = 8
x+ 4y + 7z − 2t = 9
x− y − z + t = 1

΄Ασκηση 21. Να λυθεί το σύστηµα  x+ y + z = 11
2x− y + z = 5
3x+ 2y + z = 24

΄Ασκηση 22. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


3x + 4y + z + 2w + 3t = 0
5x + 7y + z + 3w + 4t = 0
4x + 5y + 2z + w + 5t = 0
7x + 10y + z + 6w + 5t = 0

΄Ασκηση 23. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


2x − y + z − 2w + 3t = 2
6x − 3y + 2z + 4w + 5t = 3
6x − 3y + 4z + 8w + 13t = 9
4x − 2y + z + w + 2t = 1

΄Ασκηση 24. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


6x + 3y + 2z + 3w + 4t = 5
4x + 2y + z + 2w + 3t = 4
4x + 2y + 3z + 2w + t = 0
2x + 1y + 7z + 3w + 2t = 1

΄Ασκηση 25. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


8x + 6y + 5z + 2w = 21
3x + 3y + 2z + w = 10
4x + 2y + 3z + w = 8
3x + 5y + z + w = 15
7x + 4y + 5z + 2w = 18

΄Ασκηση 26. Να λυθεί το σύστηµα:

(Σ)


2x + 3y + z + 2w = 4
4x + 3y + z + w = 5
5x + 11y + 3z + 2w = 2
2x + 5y + z + w = 1
x − 7y − z + 2w = 7

΄Ασκηση 27. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R) λx+ y + z = 1
x+ λy + z = 1
x+ y + λz = 1
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΄Ασκηση 28. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R)
λx+ y + z + w = 1
x+ λy + z + w = 1
x+ y + λz + w = 1
x+ y + z + λw = 1

΄Ασκηση 29. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R) (1 + λ)x+ y + z = 1
x+ (1 + λ)y + z = λ
x+ y + (1 + λ)z = λ2

΄Ασκηση 30. Να λυθεί το σύστηµα (λ ∈ R) (1 + λ)x+ y + z = λ2 + 3λ
x+ (1 + λ)y + z = λ3 + 3λ2

x+ y + (1 + λ)z = λ4 + 3λ3

΄Ασκηση 31. Να λυθεί το σύστηµα (λ, κ ∈ R) x+ y + λz = 1
x+ λy + z = 2
λx+ y + z = κ

΄Ασκηση 32. Να λυθεί το σύστηµα (λ, κ ∈ R) x− 2y + λz = 3
κx+ 2z = 2
5x+ 2y = 1

΄Ασκηση 33. Θεωρούµε τον 4× 6 πίνακα

A =


2 −1 3 −4 1 6
3 1 −2 0 1 −1
0 5 −13 12 −1 −20
1 −3 8 −8 2 13


(1) Να ϐρεθεί η ισχυρά γ-κλιµακωτή µορφή του πίνακα A.

(2) Να ϐρεθεί η κανονική µορφή του πίνακα A.

(3) Να ϐρεθεί ένας αντιστρέψιµος 4× 4 πίνακας P και ένας αντιστρέψιµος 6× 6 πίνακας Q έτσι ώστε :

ο πίνακας PAQ να είναι η κανονική µορφή του A.

(4) Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα


2 −1 3 −4 1 6
3 1 −2 0 1 −1
0 5 −13 12 −1 −20
1 −3 8 −8 2 13

 ·

x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


4
3
−2

5




