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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ότι K είναι ένα σώµα και (E,+, ·) είναι µια τριάδα αποτελούµενη από ένα σύνολο E,
µια εσωτερική πράξη «πρόσθεσης» +: E× E −→ E, και µια εξωτερική πράξη «ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού»
· : K × E −→ E, έτσι ώστε να ικανοποιούνται τα αξιώµατα (1), (5), (6), (7), (8), στον ορισµό διανυσµατικού
χώρου και επιπρόσθετα τα αξιώµατα :

(3)′ ∃~0 ∈ E, ∀ ~x ∈ E: ~x+~0 = ~x.
(4)′ ∀ ~x ∈ E, ∃ ~x ′ ∈ E: ~x+ ~x ′ = ~0.

Να δειχθεί ότι ικανοποιούνται και τα αξιώµατα (2), (3) και (4) και η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός
χώρος υπεράνω του K.

΄Ασκηση 2. Στο σύνολο R2 ορίζουµε πράξεις

⊕ : R2 × R2 −→ R2, (x1, y1)⊕ (x2, y2) = (x1 + x2 + 1, y1 + y2 + 1)

� : R× R2 −→ R2, λ� (x, y) = (λx, λy)

Ποια αξιώµατα διανυσµατικού χώρου ισχύουν για την τριάδα (R2,⊕,�) και ποια όχι ;

΄Ασκηση 3. Να δείξετε ότι µε τισ συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιαµού πινάκων
το σύνολο

V =


a 2c 2b
b a 2c
c b a

 ∈ M3(R) | a, b, c ∈ R


είναι διανυσµατικός χώρος πάνω από το R.

΄Ασκηση 4. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του διανυσµατικού χώρου Rn είναι υπόχωροι :

(1) V1 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n
}

(2) V2 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n
}

(3) V3 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0
}

(4) V4 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 1
}

(5) V5 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = xn
}

(6) V6 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2k = 0, 1 ≤ 2k ≤ n
}

(7) V6 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2k = x2l, 1 ≤ 2k, 2l ≤ n
}

(8) V6 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2k+1 = 0, 1 ≤ 2k + 1 ≤ n
}

(9) V6 =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2k+1 = x2l+1, 1 ≤ 2k + 1, 2l + 1 ≤ n
}
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΄Ασκηση 5. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του διανυσµατικού χώρου E είναι υπόχωροι :

(1) E = R2 και V1 =
{

(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0 , y ∈ R
}

(2) E = R2 και V2 =
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈ R , y = 2x+ 1
}

(3) E = R2 και V3 =
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈ R , y = 2x
}

(4) E = R2 και V4 =
{

(x, y) ∈ R2 | y = x , x ∈ R
}

(5) E = R3 και V5 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x, y ∈ R , z = 1
}

(6) E = R3 και V6 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z ∈ R
}

(7) E = R3 και V7 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | z = x+ y , x, y ∈ R
}

(8) E = R3 και V8 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | xy = 0 , x, y, z ∈ R
}

(9) E = R4 και V9 =
{

(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1x3 = x2x4, xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ 4
}

(10) E = Mn(R) και V10 =
{
A = (aij) ∈ Mn(R) | a11 = 0

}
΄Ασκηση 6. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα V είναι υπόχωροι των αντίστοιχων διανυσµα-
τικών χώρων E:

(1) E = Rn και V =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ∈ Z, 1 ≤ i ≤ n
}
.

(2) E = Rn και V =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ∈ Q, 1 ≤ i ≤ n
}
.

(3) E = Rn και V =
{
X ∈ Rn | AX = B

}
, όπου A ∈ Mm×n(R) και B ∈ Rm είναι δοσµένοι πίνακες.

(4) E = A(R) και V =
{

(an)n∈N ∈ A(R) | η ακολουθία (an)n∈N είναι ϕραγµένη
}
.

(5) E = A(R) και V =
{

(an)n∈N ∈ A(R) | η ακολουθία (an)n∈N είναι συγκλίνουσα
}
.

(6) E = A(R) και V =
{

(an)n∈N ∈ A(R) | η ακολουθία (an)n∈N συγκλίνει στο a ∈ R
}
, όπου a είναι

ένας σταθερός πραγµατικός αριθµός.
(7) E = A(R) και V =

{
(an)n∈N ∈ A(R) | η ακολουθία (an)n∈N είναι µηδενική

}
.

(8) E = K[t] και V =
{
P (t) ∈ K[t] | ο ϐαθµός του P (t) είναι άρτιος

}
.

(9) E = K[t] και V =
{
P (t) ∈ K[t] | το πολυώνυµο P (t) δεν περιέχει άρτιες δυνάµεις του t

}
.

΄Ασκηση 7. Να εξετασθεί ποια από τα παρακάτω υποσύνολα V διανυσµατικού χώρου Mn(K) των n × n
πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K, είναι υπόχωροι του Mn(K).

(1) V = Mn(K).
(2) V =

{
A ∈ Mn(K) | tA = A

}
.

(3) V =
{
A ∈ Mn(K) | tA = −A

}
.

(4) V =
{
A ∈ Mn(K) | |A| 6= 0

}
.

(5) V =
{
A ∈ Mn(K) | |A| = 0

}
.

(6) V =
{
A ∈ Mn(K) | Tr(A) = 0

}
.

(7) V =
{
A ∈ Mn(K) | AX = XA, ∀X ∈ X

}
, όπου X ⊆ Mn(K) είναι ένα σταθερό σύνολο n × n

πινάκων.
(8) V =

{
A ∈ Mn(K) | AX +XA = O, ∀X ∈ X

}
, όπου X ⊆ Mn(K) είναι ένα σταθερό σύνολο n× n

πινάκων.

΄Ασκηση 8. Θεωρούµε τονR-διανυσµατικό χώροA(R) των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. Να εξετασθεί
ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα V ⊆ A(R) είναι υπόχωροι :

(1) V είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών των οποίων όλοι οι όροι είναι µηδέν εκτός από πεπερασµένο
πλήθος δεικτών.

(2) V είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών των οποίων όλοι οι όροι είναι µη-µηδενικοί εκτός από
πεπερασµένο πλήθος δεικτών.

(3) V είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών των οποίων όλοι οι όροι είναι διάφοροι του 1.
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΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τονR-διανυσµατικό χώροA(R) των ακολουθιών πραγµατικών αριθµών. Να εξετασθεί
ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα V ⊆ A(R) είναι υπόχωροι :

(1) V είναι το σύνολο όλων των ακολουθιών Cauchy.
(2) V =

{
(xn)n∈N ∈ A(R) | ∃ k,C ∈ N : |xn| ≤ Cnk

}
, όπου οι ϕυσικοί αριθµοί C και k εξαρτώνται

από την ακολουθία.
(3) V =

{
(xn)n∈N ∈ A(R) | ∃C ∈ R+ : |xn| ≤ Cen

}
, όπου ο ϑετικός πραγµατικός αριθµός C εξαρτάται

από την ακολουθία.

΄Ασκηση 10. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο Rn[t] των πολυωνύµων µε πραγµατικούς συντελεστές µε
ϐαθµό το πολύ n. Να εξετασθεί ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα V ⊆ Rn[t] είναι υπόχωροι :

(1) V =
{
P (t) ∈ Rn[t] | P (ρ) = 0

}
, όπου ρ ∈ R είναι ένα σταθερός πραγµατικός αριθµός.

(2) V =
{
P (t) ∈ Rn[t] | P (ρ1) = P (ρ2) = · · · = P (ρk) = 0

}
, όπου ρ1, ρ2, · · · , ρk ∈ R είναι σταθεροί

πραγµατικοί αριθµοί.
(3) V =

{
P (t) ∈ Rn[t] | P (ρ) = 0

}
, όπου ρ ∈ C \ R είναι ένας σταθερός καθαρά µιγαδικός αριθµός.

(4) V =
{
P (t) ∈ Rn[t] | ο αριθµός ρ είναι απλή ϱίζα του P (t)

}
, όπου ρ ∈ R είναι ένας σταθερός

πραγµατικός αριθµός.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K. Θεωρούµε τον K-
διανυσµατικό χώρο1 F(S,E) όλων των συναρτήσεων f : S −→ E. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

V =
{
f ∈ F(S,E) | f(s) = ~0, για κάθε στοιχείο s ∈ S εκτός από πεπερασµένο πλήθος στοιχείων του S

}
Να δειχθεί ότι το υποσύνολο V είναι ένας υπόχωρος του F(S,E).

Αν S = N και E = K, τότε ποιός K-διανυσµατικός χώρος είναι ο V;

΄Ασκηση 12. ΄Εστω S =
{
s1, s2, · · · , sn

}
ένα πεπερασµένο σύνολο και K ένα σώνα. Θεωρούµε τον K-

διανυσµατικό χώρο F(S,K).
Για κάθε a ∈ S, ϑεωρούµε τη συνάρτηση

fa : S −→ K, fa(s) =

{
1, αν s = a

0, αν s 6= a

Να δειχθεί ότι κάθε συνάρτηση f ∈ F(S,K) γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως γραµµικός συνδυασµός των
συναρτήσεων

{
fa
}
a∈S . ∆ηλαδή, για κάθε f ∈ F(S,K), υπάρχουν µοναδικοί αριθµοί λi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n,

έτσι ώστε :
f = λ1fs1 + λ2fs2 + · · ·+ λnfsn

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο F(S,R) όλων των συναρτήσεων f : S −→ R. Να εξετα-
σθεί ποιά από τα παρακάτω υποσύνολα V ⊆ F(S,R) είναι υπόχωροι :

(1) V =
{
f ∈ F(S,R) | ∃ s ∈ S : P (s) = a

}
, όπου s ∈ S είναι ένα στοιχείο του συνόλου S.

(2) V =
{
f ∈ F(S,R) | ∃ s ∈ S : P (s) = 0

}
.

(3) V =
{
f ∈ F(S,R) | P (s) = a, ∀s ∈ T

}
, όπου T ⊆ S είναι ένα σταθερό υποσύνολο του συνόλου S.

(4) Αν S = R:
(αʹ) V =

{
f ∈ F(R,R) | f : είναι συνεχής

}
.

(ϐʹ) V =
{
f ∈ F(R,R) | f : είναι ϕραγµένη

}
.

(γʹ) V =
{
f ∈ F(R,R) | f : είναι µονότονη

}
.

(δʹ)

V =
{
f ∈ F(R,R) | lim

x→∞
f(x) = a

}
όπου a ∈ R είναι ένας σταθερός πραγµατικός αριθµός.

1
Κάποιες ϕορές ο διανυσµατικός χώρος F(S,E) συµβολίζεται και µε Map(S,E).
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΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τον R-διανυσµατικό χώρο F(R,R), και το υποσύνολό του :

Z =
{
f ∈ F(R,R) | υπάρχει κ(f) ∈ R : |f(x)| ≤ κ(f) |x|, ∀x ∈ R

}
Να εξετασθεί αν το υποσύνολο Z είναι υπόχωρος του F(R,R).

΄Ασκηση 15. Να εξετασθεί αν το υποσύνολο

V =

{(
a b c
d e f

)
∈ M2×3(R) | a = −2c , f = 2e+ d

}
είναι υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου M2×3(R) πάνω από το R.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω ATn(R) το σύνολο των άνω τριγωνικών n × n πινάκων, και KTn(R) το σύνολο των
κάτω τριγωνικών n× n πινάκων.

(1) Είναι το υποσύνολο ATn(R) υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου Mn(R);
(2) Είναι το υποσύνολο KTn(R) υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου Mn(R);
(3) Αν η απάντηση στα ερωτήµατα (1) και (2) είναι ϑετική, να ϐρεθεί η τοµή ATn(R) ∩ KTn(R) και το

άθροισµα ATn(R) + KTn(R) των υπόχωρων ATn(R), KTn(R).

Υπενθυµίζουµε ότι αν U και V είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, όπου K είναι ένα σώµα,

τότε τοπ άθροισµα υπόχωρων U + V καλείται ευθύ αν U ∩ V =
{
~0
}
, και τότε το άθροισµα υπόχωρων

συµβολίζεται µε U ⊕ V. Υπενθυµίζουµε ότι αν E = U ⊕ V, τότε κάθε διάνυσµα ~x του E γράφεται κατά

µοναδικό τρόπο ως

~x = ~u+ ~v, όπου ~u ∈ U και ~v ∈ V

Το διάνυσµα ~u καλείται η προβολή του διανύσµατος ~x στον υπόχωρο U και το διάνυσµα ~v καλείται η

προβολή του διανύσµατος ~x στον υπόχωρο V.

΄Ασκηση 17. ΄ΕστωMn(K) οK-διανυσµατικός χώρος των n×n πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµαK. ΄Εστω
Sn(K) ο υπόχωρος του Mn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους συµµετρικούς πίνακες, και ATn(K) ο
υπόχωρος του Mn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους άνω τριγωνικούς πίνακες.

(1) Να δειχθεί ότι :

Mn(K) = Sn(K)⊕ ATn(K)

(2) Να ϐρεθεί η προβολή του τυχόντος A ∈ Mn(K) στον υπόχωρους Sn(K) και ATn(K).

΄Ασκηση 18. ΄Εστω Mn(K) ο K-διανυσµατικός χώρος των n × n πινάκων µε στοιχεία από ένα σώµα K.
΄Εστω An(K) ο υπόχωρος του Mn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους αντισυµµετρικούς πίνακες, και
ATn(K) ο υπόχωρος του Mn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους άνω τριγωνικούς πίνακες.

(1) Να δειχθεί ότι :

Mn(K) = An(K)⊕ ATn(K)

(2) Να ϐρεθεί η προβολή του τυχόντος πίνακα A ∈ Mn(K) στον υπόχωρους An(K) και ATn(K).
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΄Ασκηση 19. ΄Εστω V το υποσύνολο του R-διανυσµατικού χώρου Mn(R) το οποίο αποτελείται από όλους
τους πίνακες της ακόλουθης µορφής :

A(a, b) =



a b b b · · · b b b
b a b b · · · b b b
b b a b · · · b b b
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
b b b b · · · b b b
b b b b · · · a b b
b b b b · · · b a b
b b b b · · · b b a


, a, b ∈ R

Να εξετασθεί αν το υποσύνολο V είναι υπόχωρος του Mn(R).

΄Ασκηση 20. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και X,Y δύο υποσύνολα
διανυσµάτων του E.

(1) Να δειχθεί ότι X = 〈X〉 αν και µόνον αν το υποσύνολο X είναι υπόχωρος του E.
(2) Να δειχθεί ότι αν X ⊆ Y , τότε 〈X〉 ⊆ 〈Y 〉. Ισχύει το αντίστροφο ;

΄Ασκηση 21. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χλωρος υπεράνω ενός σώµατος K και έστω U, V, και W
τρεις υπόχωρου του E τέτοιοι ώστε :

(1) U ∩ V = U ∩W.
(2) U + V = U + W.
(3) V ⊆W.

Να δειχθεί ότι V = W.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χλωρος υπεράνω ενός σώµατος K και έστω U, V δύο
υπόχωροι του E τέτοιοι ώστε : E = U ⊕ V. Να δειχθεί ότι, για κάθε υπόχωρο Wτου E τέτοιον ώστε U ⊆ W,
ισχύει ότι :

W = (W ∩ U)⊕ (W ∩ V)

΄Ασκηση 23. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χλωρος υπεράνω ενός σώµατος K και έστω U, V, X, και Y
είναι υπόχωρου του E τέτοιοι ώστε : U ∩ V = X ∩ Y. Να δειχθεί ότι :(

U + (V ∩ X)
)
∩
(
U + (V ∩ Y)

)
= U

΄Ασκηση 24. (1) Στον K-διανυσµατικό χώρο K2[x] των πολυωνύµων υπεράνω του K µε ϐαθµό ≤ 2, να
προσδιοριστεί ο υπόχωρος 〈

1 + x, 1 + 2x, 1 + x2, 1 + 2x2
〉

(2) Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα

(Σ)

 2x1 + x2 + 0x3 + x4 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
0x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0

Να ϐρεθούν κατάλληλα διανύσµατα X1, X2, · · · , Xn του διανυσµατικού χώρου Λ(Σ) των λύσεων
του (Σ) έτσι ώστε :

Λ(Σ) =
〈
X1, X2, · · · , Xn

〉
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΄Ασκηση 25. (1) Στον διανυσµατικό χώρο K4 υπεράνω του K, να εξετασθεί αν το διάνυσµα ~x =
(1,−1, 0, 3) περιέχεται στον υπόχωρο του K4 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~y = (1, 0, 1, 7)
και ~z = (−1, 1, 0,−3).

(2) Να προσδιορισθεί ο υπόχωρος του K3 ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x = (1, 0,−1) και
~y = (−1, 1, 1). Για ποιές τιµές του πραγµατικού αριθµού a ισχύει ότι :〈

(1, 0,−1), (−1, 1, 1), (a,−1, 1)
〉

= K3;

΄Ασκηση 26. Στον διανυσµατικό χώρο K3 ϑεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα:

V =
{

(x, y, 0) ∈ K3 | y = −2x
}
, U =

{
(x, y, z) ∈ K3 | 2x+ y − z = 0

}
W =

{
(x+ y, 3x, x) ∈ K3 | x, y ∈ K

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα V, W, και U είναι υπόχωροι του K3.
(2) Να προσδιορισθουν οι υπόχωροι V ∩W, V ∩ U, και W ∩ U.
(3) Να προσδιορισθουν οι υπόχωροι V + W, V + U, και W + U.
(4) Να εξετασθεί αν ισχύουν οι εξής ισότητες :

V + W = K3, V + U = K3, W + U = K3

΄Ασκηση 27. Στον R-διανυσµατικό χώρο R4 ϑεωρούµε τον υπόχωρο

U =
〈
(1, 1, 1, 1), (−1,−2, 0, 1)

〉
ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα (1, 1, 1, 1) και (−1,−2, 0, 1), και τον υπόχωρο

V =
〈
(−1,−1, 1,−11), (2, 2, 0, 1)

〉
ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα (−1,−1, 1,−1) και (2, 2, 0, 1), Να δειχθεί ότι

R4 = U⊕ V

και να ϐρεθεί η προβολή του διανύσµατος (4, 2, 4, 4) στον υπόχωρο U.

΄Ενας n× n πίνακας A = (aij) µε στοιχεία από το σώµα K καλείται µαγικός αν, ∀i, j = 1, 2, · · · , n:
n∑

j=1

aij =
n∑

i=1

aij =
n∑

k=1

akk =
n∑

k=1

ak n−k+1,

δηλαδή αν το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής, κάθε στήλης και το άθροισµα των στοιχείων της

κύριας διαγωνίου και της δευτερεύουσας διαγωνίων του είναι είναι ίδιο. Ο σταθερός αυτός αριθµός

καλείται ο µαγικός αριθµός του A. Για παράδειγµα ο πίνακας2 7 6
9 5 1
4 3 8


είναι µαγικός : το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής, κάθε στήλης και το άθροισµα των διαγωνίων

στοιχείων του είναι ίσο µε τον µαγικό αριθµό 15.

΄Ασκηση 28. (1) Να δειχθεί ότι το σύνολο MSn(K) των µαγικών n × n πινάκων υπεράνω του K είναι
ένας υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου Mn(K).

(2) Να δειχθεί ότι το σύνολο 0MSn(K) των µαγικών n × n πινάκων υπεράνω του K µε µαγικό αριθµό
ίσο µε 0, είναι ένας υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου Mn(K).

(3) Να δειχθεί ότι το σύνολο kMSn(K) των µαγικών n × n πινάκων υπεράνω του K µε µαγικό αριθµό
ίσο µε k 6= 0, δεν είναι υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου Mn(K).
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΄Ασκηση 29. Θεωρούµε το ακόλουθο υποσύνολο του διανυσµατικού χώρου Rn:

V =
{

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + x2 + · · ·+ xn = 0
}

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο V είναι ένας υπόχωρος του Rn και να ϐρεθεί ένα σύνολο διανυσµάτων
~x1, ~x2, · · · , ~xm του Rn, για κατάλληλο ϑετικό ακέραιο m, έτσι ώστε :

V = 〈~x1, ~x2, · · · , ~xm〉

΄Ασκηση 30. ΄Εστω ότι V,V1,V2,V3 είναι υπόχωροι του K-διανυσµατικού χώρου E. Να εξετασθεί ποιές από
τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς και ποιές δεν είναι αληθείς :

(1) V1 + (V2 + V3) = (V1 + V2) + V3.
(2) V1 + V2 = V2 + V1.
(3) Υπάρχει υπόχωρος W του E έτσι ώστε, για κάθε υπόχωρο V του E: V + W = V = W + V. Είναι ο

υπόχωρος W µοναδικός ;
(4) Αν η απάντηση στο (3) είναι καταφατική, τότε είναι αληθές ότι για κάθε υπόχωρο V του E, υπάρχει

υπόχωρος V′ του E έτσι ώστε V + V′ = W = V′ + V;
(5) V1 ∩ (V2 ∩ V3) = (V1 ∩ V2) ∩ V3.
(6) V1 ∩ V2 = V2 ∩ V1.
(7) Υπάρχει υπόχωρος Z του E έτσι ώστε, για κάθε υπόχωρο V του E: V ∩ Z = V = Z ∩ V. Είναι ο

υπόχωρος Z µοναδικός ;
(8) Αν η απάντηση στο (7) είναι καταφατική, τότε είναι αληθές ότι για κάθε υπόχωρο V του E, υπάρχει

υπόχωρος V′ του Eέτσι ώστε V ∩ V′ = Z = V′ ∩ V;

΄Ασκηση 31. ΄Εστω F([0, 1],R) ο διανυσµατικός χώρος των συναρτήσεων ορισµένων επί του κλειστού δια-
στήµατος [0, 1] ⊆ R µε τιµές πραγµατικούς αριθµούς, και έστω τα ακόλουθο υποσύνολο του F([0, 1],R):

C([0, 1],R) =
{
f : [0, 1] −→ R | f : συνεχής

}
(1) Να δειχθεί ότι το υποσύνολο C([0, 1],R) είναι ένας υπόχωρος του F([0, 1],R).
(2) Να εξεταστεί ποιά από τα ακόλυθα υποσύνολα του R-διανυσµατικού χώρου C([0, 1],R) είναι υπόχω-

ϱος :
(αʹ) V1 =

{
f ∈ C([0, 1],R) | f( 1

n) = 0, n ∈ N
}

(ϐʹ) V2 =
{
f ∈ C([0, 1],R) | f ′(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]

}
.

(γʹ) V3 =

{
f ∈ C([0, 1],R) |

∫ 1

0
f(x)dx = 0

}
.

(δʹ) V4 =
{
f ∈ C([0, 1],R) | af ′′(x) + bf ′(x) + cf(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]

}
, όπου a, b, c είναι σταθεροί

πραγµατικοί αριθµοί.

΄Ασκηση 32. ΄Εστω το κλειστό διάστηµα [a, b] ⊆ R και ϑεωρούµε το σύνολο

E =
{
f : [a, b] −→ R+ | f : συνάρτηση

}
όπου R+ =

{
x ∈ R | x > 0

}
. Ορίζουµε πράξεις επί του E ως εξής :

⊕ : E× E −→ E, f ⊕ g = f · g, όπου (f · g)(x) = f(x)g(x)

� : R× E −→ E, r ⊕ f = f r, όπου f r(x) = f(x)r

Να δειχθεί ότι η τριάδα (E,⊕,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.

΄Ασκηση 33. ΄Εστω K ένα σώµα και ϑεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο Kn[x] των πολυωνύµων υπεράνω
του K µε ϐαθµό ≤ n. ΄Εστω V ένας υπόχωρος του Kn[x] και υποθέτουµε ότι ο V περιέχει ένα πολυώνυµο
ϐαθµού k για κάθε k = 0, 1, 2, · · · ,m, και δεν περιέχει πολυώνυµα ϐαθµού> m. Να δειχθεί ότι V = Km[x].
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΄Ασκηση 34. ΄Εστω ότι η τριάδα (E,+, ·) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R και ϑεωρούµε το
σύνολο

E× E =
{

(~x, ~y) | ~x, ~y ∈ E
}

(1) Στο σύνολο E× E ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ως εξής :

⊕ : (E× E)× (E× E) −→ E× E, (~x1, ~y1)⊕ (~x2, ~y2) = (~x1 + ~x2, ~y1 + ~y2)

� : R× (E× E) −→ E× E, r � (~x, ~y) = (r · ~x, r · ~y)

Να δειχθεί ότι η τριάδα (E× E,⊕,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του R.
(2) Στο σύνολο E× E ορίζουµε πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού ως εξής :

⊕ : (E× E)× (E× E) −→ E× E, (~x1, ~y1)⊕ (~x2, ~y2) = (~x1 + ~x2, ~y1 + ~y2)

⊗ : C× (E× E) −→ E× E, (a+ bi)� (~x, ~y) = (a · ~x− b · ~y, a · ~y + b · ~x)

Να δειχθεί ότι η τριάδα (E× E,⊕,⊗) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του C.

΄Ασκηση 35. ΄Εστω X ένα µη-κενό σύνολο και P(X) το σύνολο όλων των υποσυνόλων του X. ΄Εστω Z2

το σώµα των κλάσεων υπολοίπων mod 2. Ορίζουµε πράξεις

∆: P(X)× P(X) −→ P(X), (A,B) 7−→ A∆B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B)

� : Z2 × P(X) −→ P(X),

{
[0]2 �A = ∅
[1]2 �A = A

Να δειχθεί ότι η τριάδα (P(X),∆,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος Z2.

΄Ασκηση 36. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω U,V,W τρεις
υπόχωροι του E. Να δειχθεί ότι :

(U ∩ V) + (V ∩W) + (W ∩ U) ⊆ (U + V) ∩ (V + W) ∩ (W + U)

΄Ασκηση 37. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K το οποίο έχει άπειρο
πλήθος στοιχείων, π.χ. K ∈

{
Q,R,C

}
. ΄Εστω ότι V1,V2, · · · ,Vn είναι υπόχωροι του E. Αν

E = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vn

να δειχθεί ότι υπάρχει k = 1, 2, · · · , n έτσι ώστε : Vk = E.

΄Ασκηση 38. ΄Εστω ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω R µια
σχέση ισοδυναµίας ορισµένη επί του συνόλου E. Συµβολίζουµε µε E/R το σύνολο πηλίκο του συνόλου E ως
προς τη σχέση ισοδυναµίας R:

E/R =
{

[~x]R ⊆ E | ~x ∈ E
}

όπου [~x]R =
{
~y ∈ E | ~x ∼R ~y

}
Υποθέτουµε ότι η σχέση ισοδυναµίας R είναι συµβατή µε τις πράξεις της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού
πολλαπλασιασµού του E, δηλαδή, ∀k ∈ K, ∀~x, ~y, ~z, ~w ∈ E:

~x ∼R ~z & ~y ∼R ~w =⇒ ~x+ ~y ∼R ~z + ~w

~x ∼R ~y =⇒ k · ~x ∼R k · ~y
Να δειχθεί ότι ορίζοντας

⊕ : E/R× E/R −→ E/R, [~x ]R ⊕ [~y ]R = [~x+ ~y ]R

� : K× E/R −→ E/R, k � [~x ]R = [k · ~x ]R
αποκτούµε καλά ορισµένες πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού πολλαπλασιασµού επί του συνόλου πηλίκο
E/R έτσι ώστε η τριάδα (E/R,⊕,�) είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K,
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΄Ασκηση 39. ΄Εστω ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω V ένας
υπόχωρος του E. Ορίζουµε µια σχέση R(V) επί του συνόλου E ως εξής :

∀~x, ~y ∈ E : ~x ∼R(V) ~y ⇐⇒ ~x− ~y ∈ V

(1) Να δειχθεί ότι η σχέση R(V) είναι µια σχέση ισοδυναµίας επί τουν συνόλου E και η κλάση ισοδυνα-
µίας του τυχόντος διανύσµατος ~x ∈ E είναι το σύνολο

[~x ]R = ~x+ V =
{
~x+ ~v ∈ E | ~v ∈ V

}
(2) Να δειχθεί ότι η σχέση ισοδυναµίας R(V) είναι συµβατή µε τις πράξεις πρόσθεσης και ϐαθµωτού

πολλαπλασιασµού του E.

΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K, και έστω V ένας υπόχωρος του E.

Ο διανυσµατικός χώρος E/R(V) συµβολίζεται µε

E/V = E/R(V) =
{
~x+ V ⊆ E | ~x ∈ E

}
όπου

~x+ V =
{
~x+ ~v ∈ E | ~v ∈ V

}
και ~x+ V = ~y + V ⇐⇒ ~x− ~y ∈ V

και καλείται ο διανυσµατικός χώρος πηλίκο του E ως προς τον V. Από την παραπάνω ΄Ασκηση οι

πράξεις µε τος οποίες το σύνολο E/V είναι διανυσµατικός χώρος υπεράνω του K είναι οι εξής :

(~x+ V)⊕ (~y + V) = (~x+ ~y) + V και k � (~x+ V) = k · ~x+ V

Το µηδενικό διάνυσµα ~0E/V του E/V είναι η κλάση ισοδυναµίας του µηδενικού διανύσµατος ~0 του E,

δηλαδή

~0E/V = ~0 + V = V

και το αντίθετο του διανύσµατος ~x+ V ∈ E/V είναι το διάνυσµα (−~x) + V.

΄Ασκηση 40. ΄Εστω (E,+, ·) ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K. Να περιγραφούν οι
διανυσµατικοί χώροι πηλίκα E/{~0} και E/E. Επιπλέον :

(1) Αν E = R2 και V =
{
k~x ∈ R2 | k ∈ R

}
, όπου ~x είναι ένα σταθερό διάνυσµα του R2, να περιγραφεί

ο χώρος πηλίκο R2/V.
(2) Αν E = R3 και V =

{
k~x ∈ R3 | k ∈ R

}
, όπου ~x είναι ένα σταθερό διάνυσµα του R3, να περιγραφεί

ο χώρος πηλίκο R3/V.
(3) Αν E = R3 και V =

{
k~x+ λ~y ∈ R3 | k, λ ∈ R

}
, όπου ~x, ~y είναι δύο σταθερά διανύσµατα του R3, να

περιγραφεί ο χώρος πηλίκο R3/V.


