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΄Ασκηση 1. Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις

f1(x) = cosx, f2(x) = cos 4x

ϑεωρούµενες ως διανύσµατα του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R), είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

΄Ασκηση 2. Για ποιές τιµές του a ∈ R οι συναρτήσεις

cosx+ (2a− 1) cos 4x, (1− a) cosx+ cos 4x

ϑεωρούµενες ως διανύσµατα του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R), είναι γραµµικά εξαρτηµένες ;

΄Ασκηση 3. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 1 οι συναρτήσεις

sinx, , sin 2x, · · · , sinnx

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, ως στοιχεία του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R).
Παρόµοια να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις

cosx, , cos 2x, · · · , cosnx

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, ως στοιχεία του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R).

Να συµπεράνετε ότι η R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση.

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι για κάθε n ≥ 1 και για κάθε a1, a2, · · · , an ∈ K, όπου οι αριθµοί είναι ανά δύο

διαφορετικοί, οι συναρτήσεις

xa1 , xa2 , · · · , xan

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, ως στοιχεία του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R).
Παρόµοια να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις

ea1x, ea2x, · · · , eanx

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, ως στοιχεία του R-διανυσµατικού χώρου F(R,R).

Να συµπεράνετε ότι η R-διανυσµατικός χώρος F(R,R) έχει άπειρη διάσταση.
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΄Ασκηση 5. Θεωρούµε συναρτήσεις f1, f2, · · · , fn ∈ F(R,R). Να δειχθεί ότι το σύνολο

{
f1, f2, · · · , fn

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί a1, a2, · · · , an έτσι ώστε∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f1(a2) · · · f1(an)
f2(a1) f2(a2) · · · f2(an)

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

fn(a1) fn(a2) · · · fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

΄Ασκηση 6. Για κάθε n ≥ 1, έστω m1,m2, · · · ,mn ανά δύο διαφορετικοί ϑετικοί ακέραιοι οι οποίοι είναι ε-

λέυθεροι τετραγώνου (δηλαδή δεν διαρούνται από τετράγωνο πρώτου αριθµού). Να δειχθεί ότι οι πραγµατικοί

αριθµοί √
m1,

√
m2, · · · ,

√
mn

είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του Q-διανυσµατικού χώρου R.

Να συµπεράνετε ότι η Q-διανυσµατικός χώρος R έχει άπειρη διάσταση.

΄Ασκηση 7. Για κάθε n ≥ 1, έστω r1, r2, · · · , rn ανά δύο διαφορετικοί ϱητοί αριθµοί οι οποίοι ανήκουν στο

διάστηµα (0, 1) ⊆ R. Να δειχθεί ότι οι πραγµατικοί αριθµοί

2r1 , 2r2 , · · · , 2rn

είναι γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του Q-διανυσµατικού χώρου R.

Να συµπεράνετε ότι η Q-διανυσµατικός χώρος R έχει άπειρη διάσταση.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω ότι το σύνολο διανυσµάτων

{
~e1, · · · , ~en

}
ενός διανυσµατικού χώρου είναι γραµµικά

ανεξάρτητο. Να δείξετε ότι το σύνολο{
~e1 + ~e2, ~e2 + ~e3, · · · , ~en + ~e1

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνο αν ο αριθµός n είναι περιττός.

΄Ασκηση 9. Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R για τις οποίες τα διανύσµατα(
1 2
3 4

)
,

(
λ 1
−1 0

)
,

(
−2 1
−4 6

)
του M2(R) είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

΄Ασκηση 10. Να ϐρεθεί το λ ∈ R έτσι ώστε τα διανύσµατα(
λ, −1

2
, −1

2

)
,

(
−1

2
, λ, −1

2

)
,

(
−1

2
, −1

2
, λ

)
να αποτελούν ϐάση του R3

.

΄Ασκηση 11. Να προσδιοριστεί µια ϐάση και η διάσταση του R-υπόχωρου

W =

{(
0 c
d c+ d

)
∈ M2(R) | c, d ∈ R

}
του M2(R).
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΄Ασκηση 12. ΄Εστω A ένας m× n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δείξετε ότι το σύνολο

R(A) =
{
Y ∈ Km | υπάρχει X ∈ Kn έτσι ώστε : Y = AX

}
είναι ένας υπόχωρος του K-διανυσµατικού χώρου Kn.

΄Ασκηση 13. Να δειχθεί ότι το υποσύνολο

{
(1, 1,−2), (0,−3, 3)

}
του R3

αποτελεί ϐάση του R-υπόχωρου

V =
{
(x, y, z) | x+ y + z = 0

}
⊆ R3

η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του R3
.

΄Ασκηση 14. Να δείξετε ότι το ακόλουθο υποσύνολο

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 2x+ y + 3z = 0

}
είναι υπόχωρος του R3

και να ϐρείτε µια ϐάση του C. Ακολούθως να ϐρείτε µια ϐάση B του R3
η οποία

περιέχει την C.

΄Ασκηση 15. Να εξεταστεί ποια από τα επόµενα σύνολα διανυσµάτων αποτελούν ϐάσεις τουR-διανυσµατικού

χώρου M2(R) : {(
1 0
0 1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
1 1
1 1

)
,

(
0 1
1 1

)}
,

{(
−2 4
6 4

)
,

(
0 1
2 0

)
,

(
−1 2
3 2

)
,

(
−3 2
5 6

)
,

(
−2 −1
0 4

)}
,

{(
3 4
5 0

)
,

(
7 8
1 −1

)
,

(
0 0
0 0

)
,

(
1 2
3 4

)}
.

΄Ασκηση 16. Να προσδιορισθούν όλοι οι υπόχωροι των R-διανυσµατικών χώρων: (α) R3
, και (β) M2(R).

΄Ασκηση 17. (1) Να ϐρεθεί η διάσταση dimK S2(K) όπου

S2(K) =

{(
a x
x b

)
∈ M2(K) | a, b, x ∈ K

}
είναι ο υπόχωρος του M2(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους 2× 2 συµµετρικούς πίνακες.

(2) Να ϐρεθεί η διάσταση dimK A2(K) όπου

A2(K) =

{(
0 c
−c 0

)
∈ M2(K) | c ∈ K

}
είναι ο υπόχωρος του M2(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους 2× 2 αντισυµµετρικούς πίνακες.

΄Ασκηση 18. (1) Να ϐρεθεί η διάσταση dimK S3(K) όπου

S3(K) =


a x y
x b z
y z c

 ∈ M3(K) | a, b, c, x, y, z ∈ K


είναι ο υπόχωρος του M3(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους 3× 3 συµµετρικούς πίνακες.
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(2) Να ϐρεθεί η διάσταση dimK A3(K) όπου

A3(K) =


 0 b c
−b 0 e
−c −e 0

 ∈ M3(K) | b, c, e ∈ K


είναι ο υπόχωρος του M3(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους 3× 3 αντισυµµετρικούς πίνακες.

΄Ασκηση 19. Να ϐρεθουν οι διαστάσεις dimK Sn(K) και dimR An(K) όπου :

(1) Sn(K) είναι ο υπόχωρος τουMn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους n×n συµµετρικούς πίνακες.

(2) An(K) είναι ο υπόχωρος του Mn(K) ο οποίος αποτελείται από όλους τους n × n αντισυµµετρικούς

πίνακες.

΄Ασκηση 20. Να δείξετε ότι ένας K-διανυσµατικός χώρος V έχει ακριβώς δυο υπόχωρους αν και µόνο αν

dimK V = 1.

΄Ασκηση 21. Για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R, να ϐρεθεί η διάσταση του υπόχωρου 〈~ε1, ~ε2, ~ε3〉 όπου
~ε1 = (1, 2, 3, 4), ~ε2 = (−2, 1, λ, 2), ~ε3 = (3, 1, 1, 2)

΄Ασκηση 22. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4
:

~x = (1,−1,−1, 1), ~y = (1,−2,−2, 1), ~z = (0, 1, 1, 0),

~x1 = (1, 0, 0, 1), ~y1 = (0,−1,−1, 0)
Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈~x, ~y, ~z 〉 και να δείξετε ότι

〈~x, ~y, ~z 〉 = 〈 ~x1, ~y1〉

΄Ασκηση 23. Θεωρούµε τους υπόχωρους του R4
:

V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 − 2x3 + x4 = 0 }

W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 = x4, x2 = 2x3 }

Z = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x2 + x3 + x4 = 0 }

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 = 0, x2 = 2x4 }
Να ϐρεθούν οι ϐάσεις των υπόχωρων V ∩W, Z ∩ U, και V+ U.

΄Ασκηση 24. Να ϐρεθούν οι τιµές των a, b ∈ R για τις οποίες τα διανύσµατα

~x = (1, 2, 0, a+ 2), ~y = (a, 3, b, 0), ~z = (0, 1, −1, 8)
παράγουν έναν υπόχωρο του R4

διάστασης 2.

΄Ασκηση 25. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈P (t), Q(t), R(t)〉 του R4, όπου

P (t) = 1 + t+ t3, Q(t) = 2 + 2t+ 2t2 + t4, R(t) = 1 + t+ 4t2 − 3t3 + 2t4

η οποία στη συνέχεια να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του R4[t].
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΄Ασκηση 26. Να ϐρεθεί η τιµή του λ ∈ R έτσι ώστε τα πολυώνυµα

P1(t) = 3t3 − t2 − 4t+ 6, P2(t) = t3 + t2 + 4t+ 4, P3(t) = t3 − 4t+ λ

να είναι γραµµικά ανεξάρτητα στον R3[t].

΄Ασκηση 27. Να δείξετε ότι τα ακόλουθα υποσύνολα:

B =
{
~e1 = 1, ~e2 = t− 1, ~e3 = t2 − 1, ~e4 = t3 − 1

}
B′ =

{
~ε1 = 1 + t3, ~ε2 = t, ~ε3 = t+ t3, ~ε4 = t2 + t3

}
είναι ϐάσεις του διανυσµατικού χώρου R3[t].

΄Ασκηση 28. Στον K-διανυσµατικό χώρο K2[x], ϑεωρούµε τους υπόχωρους

V =
〈
x2 + x, x+ 1

〉
και W =

〈
− x2 + x+ 2, x+ 3x+ 1

〉
Να ϐρεθούν ϐάσεις για τους υπόχωρους V ∩W και V+W.

΄Ασκηση 29. Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου

〈
A, B, G, D

〉
του M2(C), όπου :

A =

(
1 i

1 + i −i

)
, B =

(
−i 0
2− i 1 + i

)
, G =

(
0 −1
0 1

)
, D =

(
3i −2− i

3i− 5 −i

)

΄Ασκηση 30. Να δειχθεί ότι το ακόλουθο σύνολο πολυωνύµων

B =
{
(1 + x)n, x(1 + x)n−1, · · · , xn−1(1 + x), xn

}
είναι µια ϐάση του Kn[x].

΄Ασκηση 31. Θαωρούµε τα πολυώνυµα

P (x) = x3 − x2 + x+ 3, Q(x) = 2x3 − 5x2 + 3x+ 10, R(x) = 3x3 + 3x2 + x+ 1

Είναι τα πολυώνυµα P (X), Q(x), R(x) γραµµικά ανεξάρτητα ; Αν όχι, να ϐρεθεί µια σχέση γραµµικής

εξάρτησης η οποία τα συνδέει, και να προσδιορισθεί µια ϐάση του υπόχωρου 〈P (x), Q(x), R(x)〉 του K3[x]
η οποία και να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του K3[x].

΄Ασκηση 32. ΄Εστω P (x) ένα πολυώνυµο ϐαθµού degP (x) = n. Αν η k-παράγωγος του P (x) συµβολίζεται

µε P (k)(x), να δειχθεί ότι το σύνολο

B =
{
1, P (1)(x), P (2)(x), · · · , P (n)(x)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Είναι το σύνολο

C =
{
P (x), P (1)(x), P (2)(x), · · · , P (n)(x)

}
ϐάση του Kn[x];

΄Ασκηση 33. Να δειχθεί ότι το σύνολο

B =
{
1, x− 1, x2 − 2x+ 1

}
είναι µια ϐάση του K2[x] και ακολούθως να ϐρεθούν οι συνιστώσες του 2x2 − 5x+ 6 ως προς τη ϐάση B.
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΄Ασκηση 34. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου

V = 〈~x1, ~x2, ~x3, ~x4〉
ο οποίος παράγεται απο τα διανύσµατα

~x1 = (1, 1, 2, 4), ~x2 = (2, −1, 5, 2), ~x3 = (1, −1, −4, 0), , ~x4 = (2, 1, 1, 5),

η οποία να επεκταθεί σε µια ϐάση του R4
.

΄Ασκηση 35. Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου

〈
~x, ~y, ~z, ~w

〉
του K5

ο οποίος παράγεται

από τα διανύσµατα :

~x = (1, 7, 5, 3, −2)
~y = (0, 4, 2, 2, 0)

~z = (2, −2, 4, 0, 1)
~w = (3, −1, 7, 1, 3)

η οποία ακολούθως να συµπληρωθεί σε µια ϐάσηB τουK5
. Τέλος να ϐρεθούν οι συνιστώσες του διανύσµατος

(1, 2, 3, 4, 5) ως προς τη ϐάση B.

΄Ασκηση 36. Να ϐρεθεί µια ϐάση και η διάσταση του υπόχωρου

〈
~x, ~y, ~z

〉
του C4

ο οποίος παράγεται από

τα διανύσµατα :

~x = (1, −i, −i, 1)
~y = (i, 1, 1, i)

~z = (1, i, 3i, 3)

η οποία ακολούθως να συµπληρωθεί σε µια ϐάση του C4
.

΄Ασκηση 37. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα 3× 3 πινάκων

V =


a c b
b a c
c b a

 ∈ M3(K)
∣∣∣ a, b, c ∈ K


W =


b a c
a c b
c b a

 ∈ M3(K)
∣∣∣ a, b, c ∈ K


Z =


c a b
b c a
a b c

 ∈ M3(K)
∣∣∣ a, b, c ∈ K


Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα V,W,Z είναι υπόχωροι του M3(K) και ακολούθως να ϐρεθούν ϐάσεις για τους

υπόχωρους

V, W, Z, V ∩W, V ∩ Z, W ∩ Z, V+W+ Z


