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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε την κανονική ϐάση

B =
{
~e1 = 1, ~e1 = x, ~e1 = x2, ~e1 = x3

}
του διανυσµατικού χώρου R3[t]. Να δειχθεί ότι το σύνολο διανυσµάτων

B′ =
{
~ε1 = 1 + x3, ~ε1 = x, ~ε1 = x+ x3, ~ε1 = x2 + x3

}
είναι ϐάση του R3[x], και στη συνέχεια να ϐρεθεί ο πίνακας µετάβασης P από την ϐάση B στην ϐάση B′ και

ο πίνακας µετάβασης Q από την ϐάση B′ στην ϐάση B. Να επαληθεύσετε ότι : Q = P−1.

΄Ασκηση 2. Για κάθε α ∈ K, ϑεωρούµε τις ϐάσεις

B =
{
1, t, t2, · · · , tn

}
B′ =

{
1, t− α, (t− α)2, · · · , (t− α)n

}
του διανυσµατικού χώρου Kn[t]. Να ϐρεθεί ο πίνακας µετάβασης P από την ϐάση B στην ϐάση B′ και ο

πίνακας µετάβασης Q από την ϐάση B′ στην ϐάση B. Να επαληθεύσετε ότι : Q = P−1. Ποιές είναι οι

συνιστώσες του τυχόντος P (t) ∈ Kn[t] στις ϐάσεις B και B′;

΄Ασκηση 3. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K και υποθέτουµε ότι B ={
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
είναι µια ϐάση του E. Να δειχθεί ότι το σύνολο

C =
{
~e1 + ~e2, ~e2 + ~e3, · · · , ~en−1 + ~en, ~en + ~e1

}
είναι επίσης ϐάση του E και να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C .

΄Ασκηση 4. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, ~e3, ~e4

}
µια ϐάση του K-διανυσµατικού χώρου K3[x] και έστω το σύνολο

C =
{
~e1 + ~e4, ~e1 + 3~e2, 3~e1 + ~e2, ~e1 + ~e2 + ~e3 + ~e4

}
⊆ K3[x]

Να δειχθεί ότι το σύνολο C είναι µια ϐάση του K3[x], να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασηςMC
B καιMB

C , και να

ϐρεθούν οι συνιστώσες του πολυωνύµου

P (x) = ~e1 +
1

2
~e2 +

1

6
~e3 +

1

24
~e4

ως προς τη ϐάση C.

Να εξετάσετε ειδικότερα τις περίπτωσεις : (α) B είναι η κανονική ϐάση του K3[x] και, (β) B είναι η ϐάση

B′ της ΄Ασκησης 2.
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΄Ασκηση 5. Να δειχθεί ότι το σύνολο

C =
{
1, 1 + x, 1 + x+ x2, · · · , 1 + x+ x2 + · · ·+ xn

}
είναι µια ϐάση του Kn[x]. Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης MC

B και MB
C , όπου B είναι η κανονική ϐάση

του Kn[x]. Ποιές είναι οι συνιστώσες ενός πολυωνύµου

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

στη ϐάση C;

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε το σύνολο

C =
{
(1 + t)n, t(1 + t)n−1, t2(1 + t)n−2, · · · , tn

}
είναι µια ϐάση του K-διανυσµατικού χώρου Kn[t] και ακολούθως να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης από την

κανονική ϐάση B του Kn[t] στην C και από τη ϐάση C στην κανονική ϐάση B.

΄Ασκηση 7. ΄ΕστωA ∈ Mn(K) ένας αντιστρέψιµος n×n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµαK. Να δειχθεί ότι

ο πίνακας A είναι ο πίνακας µετάβασης από µια ϐάση B σε µια ϐάση C ενός κατάλληλου K-διανυσµατικού

χώρου E.

Υπόδειξη: Θεωρείστε τονK-διανυσµατικό χώροKn των στηλών µε n στοιχεία από το σώµαK και ϑεωρείστε

την κανονική ϐάση B του Kn.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K. Αν dimKE = n, να δειχθεί ότι

υπάρχουνν υπόχωροι V0, V1, · · · , Vn του E έτσι ώστε :

V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn−1 ⊆ Vn = E

έτσι ώστε, ∀k = 0, 1, 2, · · · , n: dimKVk = k.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K. Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(1) Ο E έχει πεπερασµένη διάσταση.

(2) Αν

V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn ⊆ Vn+1 ⊆ · · · ⊆ E

είναι µια αύξουσα ακολουθία υπόχωρων του E, τότε υπάρχει n ≥ 0 έτσι ώστε :

Vn = Vn+1 = · · ·
Αν ισχύει η συνθήκη (2) και n είναι ο µεγαλύτερος µη-αρνητκός ακέραιος έτσι ώστε Vn = Vn+1 = · · · , για
κάθε τέτοια ακολουθία υπόχωρων, τότε να δειχθεί ότι ο E έχει πεπερασµένη διάσταση και :

dimKE = n

΄Ασκηση 10. ΄Εστω A = (aij) ∈ Mm×n(K) ένας m × n πίνακας µε στοιχεία από ένα σώµα K. Θεωρούµε

τα υποσύνολα:

U(A) =
{
AX ∈ Km | X ∈ Kn

}
και V(A) =

{
tAAX ∈ Km | X ∈ Kn

}
Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα U(A) και V(A) είναι υπόχωροι του Km και :

dimKU(A) = dimKV(A)
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΄Ασκηση 11. Να δειχθεί ότι το σώµα R των πραγµατικών αριθµών, ϑεωρούµενο ως Q-διανυσµατικός χώρος

έχει άπειρη διάσταση:

dimQR =∞

΄Ασκηση 12. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα του K6
:

U =
{
(x, x+ z, x− y + 2z,−z, x, y) ∈ K6 | x, y, z ∈ K

}
V =

{
(x+ y − w, x+ y + z, w,−y − z,−y, z + w) ∈ K6 | x, y, z, w ∈ K

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα U και V είναι υπόχωροι του K6

.

(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις των U και V οι οποίες να επεκταθούν σε ϐάσεις του K6
.

(3) Να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων U+ V και U ∩ V.

΄Ασκηση 13. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4
:

~x1 = (1, 2, 1,−2), ~x2 = (1, 0, 1,−1), ~x3 = (1, 2, 2,−3)
~y1 = (1, 1, 1, 1), ~y2 = (1, 0, 1,−1), ~y3 = (1, 3, 0,−4)

Αν

V =
〈
~x1, ~x2, ~x3

〉
και U =

〈
~y1, ~y2, ~y3

〉
να ϐρεθούν ϐάσεις και η διάσταση των υπόχωρων V, U, V+ U και V ∩ U.

΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τα σύνολα διανυσµάτων του K4
:

A1 =
{
(2, 1, 4, 3), (2, 1, 2, 0)

}
A2 =

{
(1, 1, 2, 0), (2, 1, 0, 2)

}
A3 =

{
(1, 2, 3, 4), (0, 4, 5, 2)

}
(1) Να δειχθεί ότι τα σύνολα διανυσµάτων A1, A2, και A3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(2) Να συµπληρωθούν τα σύνολα A1, A2, και A3 σε ϐάσεις B1, B2, και B3 του K4
.

(3) Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης :

(αʹ) MB2
B1

από τη ϐάση B1 στη ϐάση B2.

(ϐʹ) MB3
B2

από τη ϐάση B2 στη ϐάση B3.

(γʹ) MB3
B1

από τη ϐάση B1 στη ϐάση B3.

(4) Να επαληθεύσετε ότι :

MB3
B1

=MB2
B1
·MB3

B2

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε n το πλήθος στοιχεία a1, a2, · · · , an ενός σώµατος K και έστω τα διανύσµατα :

~x1 = (0, a1, a2, · · · , an), ~x2 = (a1, 0, · · · , 0), ~x3 = (a2, 0, · · · , 0), · · · , ~xn+1 = (an, 0, · · · , 0)
του Kn+1

. Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου U ο οποίος παράγεται από τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xn+1

και να συµπληρωθεί σε µια ϐάση C του Kn+1
. Ποιός είναι ο πίνακας µετάβασης από την κανονική ϐάση B

του Kn+1
στη ϐάση C και ποιός ο πίνακας µετάβασης από τη ϐάση C στη ϐάση B;

Υπενθυµίζουµε ότι, αν U1, U2, · · · , Un είναι υπόχωροι ενόςK-διανυσµατικού χώρου E, τότε το άθροισµα

U1 + U2 + · · ·+ Un =
{
~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn ∈ E | ~xi ∈ Ui, 1 ≤ i ≤ n

}
των υπόχωρων U1, U2, · · · , Un είναι επίσης ένας υπόχωρος του E.

Το άθροισµα U1 + U2 + · · ·+ Un των υπόχωρων U1, U2, · · · , Un καλείται ευθύ άθροισµα αν ισχύει η
µοναδικότητα της γραφής:

~x1+~x2+ · · ·+~xn = ~x ′1+~x
′
2+ · · ·+~x ′n, όπου ~xi, ~x

′
i ∈ Ui, 1 ≤ i ≤ n =⇒ ~xi = ~x ′i, ∀i = 1, 2, · · · , n
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Αν το άθροισµα U1+U2+ · · ·+Un είναι ευθύ, τότε ϑα γράφουµε: U1+U2+ · · ·+Un = U1⊕U2⊕· · ·⊕Un.

΄Ασκηση 16. ΄Εστω ότι U1, U2, · · · , Un είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E. Τότε τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(1) U1 + U2 + · · ·+ Un = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Un.

(2)

~x1 + ~x2 + · · ·+ ~xn = ~0, όπου ~xi ∈ Ui, 1 ≤ i ≤ n =⇒ ~xi = ~0, ∀i = 1, 2, · · · , n
(3) ∀i = 1, 2, · · · , n:

Ui

⋂(
U1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 + · · ·+ Vn

)
= {~0}

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε το υποσύνολο

U =
{
(x, y, z) ∈ K3 | 2x+ y + 3z = 0

}
⊆ K3

Να δειχθεί ότι το υποσύνολο U είναι ένας υπόχωρος του K3
και να ϐρεθεί υπόχωρος V του K3

έτσι ώστε :

K3 = U⊕ V

΄Ασκηση 18. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω ενός σώµατος K και έστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του E. Να δειχθεί ότι

E = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Un

όπου Ui = 〈~ei〉, 1 ≤ i ≤ n.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω ότι U1, U2, · · · , Un είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E, και υποθέτουµε ότι

ο E έχει πεπερασµέµη διάσταση.

(1)
dimK

(
U1 + U2 + · · ·+ Un

)
≤ dimKU1 + dimKU2 + · · ·+ dimKUn

(2) Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ)
dimK

(
U1 + U2 + · · ·+ Un

)
= dimKU1 + dimKU2 + · · ·+ dimKUn

(ϐʹ) U1 + U2 + · · ·+ Un = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Un.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω E ένας K-διανυσµατικός χώρος και U, V, και W τρεις υπόχωροι του E.

(1) Αν E = U⊕ V και U ⊆W, να δειχθεί ότι :

E = U⊕
(
V ∩W

)
(2) Να δειχθεί ότι τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(αʹ) E = U⊕ V⊕W.

(ϐʹ) (i) E = U+ V+W.

(ii) U ∩
(
V+W

)
= {~0} και V ∩W = {~0}.

΄Ασκηση 21. ΄Εστω V ο υπόχωρος του R4[t] ο οποίος παράγεται από τα πολυώνυµα

t4 + 3t3 − 3t2 + 4t− 1, t4 + 4t3 − t2 − 2t− 2, 2t4 + 9t3 − 2t− 5

U ο υπόχωρος του R4[t] ο οποίος παράγεται από τα πολυώνυµα

t4 + 6t3 + 2t2 + 3t− 2, 2t4 + 8t3 − t2 − 5t+ 6, 2t4 + 9t3 − 6t− 5

Να ϐρεθούν µια ϐάση του V+U η οποία να συµπληρωθεί σε µια ϐάση B του R4[t], και µια ϐάση του V ∩U

η οποία να συµπληρωθεόι σε µια ϐάση C του R4[t]. Να ϐρεθούν οι πίνακες µετάβασης µεταξύ των ϐάσεων

B και C.



5

΄Ασκηση 22. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα του K-διανυσµατικού χώρου K5
:

U =
{
(x, 2x,−x, 3x) ∈ K4 | x ∈ K

}
V =

{
(x, y,−x+ 3y,−y) ∈ K4 | x, y ∈ K

}
W =

{
(x, 0, y, z) ∈ K4 | x, y, z ∈ K

}
(1) Να δειχθεί ότι τα υποσύνολα U, V, και W είναι υπόχωρου του K-διανυσµατικού χώρου K4

.

(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις των υπόχωρων U+ V, U+ V, U+W, V+W, U+ V+W.

(3) Να εξετασθεί αν : K4 = U⊕ (V+W) ή K4 = V⊕ (U+W) ή K4 = W⊕ (U+ V).

΄Ασκηση 23. Να δειχθεί ότι τα σύνολα διανυσµάτων

U =
{
(x, 0, 0) ∈ K3 | x ∈ K

}
V =

{
(x, 0, 2x) ∈ K3 | x ∈ K

}
W =

{
(x, y, z) ∈ K3 | x+ y − z = 0 και x− 2y + z = 0

}
είναι υπόχωροι του K3

και ακολούθως να δειχθεί ότι :

K3 = U⊕ V⊕W

΄Ασκηση 24. Θεωρούµε τους 2× 2 πίνακες

A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 −1
1 −1

)
, C =

(
1 1
1 1

)
X =

(
1 2
0 2

)
, Y =

(
1 2
1 2

)
, Z =

(
3 1
3 1

)
Αν V =

〈
A, B, C

〉
και U =

〈
X, Y, Z

〉
:

(1) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τους υπόχωρους V και U, οι οποίες να συµπληρωθούν σε ϐάσεις του M2(R).
(2) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τους υπόχωρους V ∩ U και V+ U.

(3) Να ϐρεθούν υπόχωροι X και Y έτσι ώστε :

M2(R) = (V ∩ U)⊕ X και M2(R) = (V+ U)⊕ Y

Υπενθυµίζουµε ότι ένας n × n πίνακας A = (aij) καλείται αυστηρά άνω τριγωνικός, αν : aij = 0,
1 ≤ j ≤ i ≤ n. Ο n×n πίνακας A καλείται A = (aij) καλείται αυστηρά κάτω τριγωνικός, αν : aij = 0,
1 ≤ i ≤ j ≤ n.

΄Ασκηση 25. Αν K είναι ένα σώµα, έστω ATn(K) το σύνολο των άνω τριγωνικών n × n πινάκων υπεράνω

του K, έστω KTn(K) το σύνολο των κάτω τριγωνικών n × n πινάκων υπεράνω του K, και έστω Dn(K) το

σύνολο των διαγωνίων n× n πινάκων υπεράνω του K. Να δειχθεί ότι :

Mn(K) = ATn(K)⊕ Dn(K)⊕ KTn(K)

΄Ασκηση 26. ΄Εστω ότι ρ0, ρ1, · · · , ρn είναι ανά δύο διαφορετικοί πραγµατικοί αριθµοί. Να δειχθεί ότι

υπάρχει ακριβώς ένα σύνολο πολυωνύµων P0(t), P1(t), · · · , Pn(t) ϐαθµού n, έτσι ώστε :

∀i, j = 0, 1, 2, · · · , n : Pi(ρj) =

{
1, αν i = j

0, αν i 6= j

Να δειχθεί ότι το σύνολο πολυωνύµων C =
{
P0(t), P1(t), · · · , Pn(t)

}
είναι µια ϐάση του Rn[t], και ακολο-

ύθως να ϐρεθούν οι συνιστώσες τυχόντος πολυωνύµου Q(t) ως προς τη ϐάση C.


