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΄Ασκηση 1. ΄Εστω C το σώµα των µιγαδικών αριθµών. Θα γράφουµε CC όταν ϑεωρούµε το C ως διανυσµα-

τικό χώρο υπεράνω του C και ϑα γράφουµε CR όταν ϑεωρούµε το C ως διανυσµατικό χώρο υπεράνω του

R.

(1) Η απεικόνιση :

f : C2
C −→ CC, f(z, w) = z + w

δεν είναι γραµµική.

(2) Η απεικόνιση :

f : C2
R −→ CR, f(z, w) = z + w

είναι γραµµική.

Παραπάνω z συµβολίζει τον συζυγή του µιγαδικού αριθµού z = a+ bi, δηλαδή z = a− bi.

΄Ασκηση 2. Να περιγραφούν όλες οι γραµµικές απεικονίσεις f : E −→ E, όταν dimK E = 1.

΄Ασκηση 3. Να εξετασθεί αν υπάρχουν γραµµικές απεικονίσεις f : R3 −→ R3
έτσι ώστε : Ker(f) = Im(f).

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι η απεικόνιση

f : M2(K) −→ K4, f

(
a b
c d

)
=


a
b
c
d


είναι ισοµορφισµός. Να γενικευτεί το συµπέρασµα για τον K-διανσυµατικό χώρο Mm×n(K).

΄Ασκηση 5. Να εξετασθεί ποιές από τις παρακάτω απεικονίσεις είναι γραµµικές :

(1) f : R2 −→ R4
, f(x, y) = (x+ y, 2xz, 3x, x− z + 2y).

(2) f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (y + z, 2x+ z, 3x− y + z).

(3) f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (y − 2z + 1, x− 2y, 1− 2y).

(4) f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (x− y + z, z + 2x, x− 3y).

(5) f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (2x+ y, x+ z, y2).

(6) f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (x, y + 1, z + 2).
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΄Ασκηση 6. Να δειχθεί ότι η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, (x, y, z) 7−→ f(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y)

είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 7. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R2
, f(x, y, z) = (x+ y, z).

(1) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .
(2) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος f(V), όπου

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0
}

(3) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος f−1(W), όπου

W =
{

(x, y) ∈ R2 | 2x− y = 0
}

΄Ασκηση 8. Θαωρούµε τη γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3
, f(x, y, z) = (x− z, x+ y, x− y − z).

(1) Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .
(2) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος f(V), όπου

V =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z
}

(3) Να ϐρεθεί ο υπόχωρος f−1(W), όπου

W =
{

(x, y) ∈ R2 | z = 0
}

(4) Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου f(V) ∩ f−1(W).

΄Ασκηση 9. Θεωρούµε τις απεικονίσεις

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x+ y, y2z,−x+ y + z)

g : R2[x] −→ R2[x], f(a0 + a1x+ a2x
2) = (2a2 − 3a1 + a0) + (a2 − 2a1)x+ 2a2x

2

Να δειχθεί ότι οι f και g είναι ισοµορφισµοί και να ϐρεθούν οι απεικονίσεις f−1 και g−1.

΄Ασκηση 10. Να ορίσετε ένα ισοµορφισµό από τον R-διανυσµατικό χώρο R3[t] στον R-διανυσµατικό χώρο

M2×2(R), και έναν ισοµορφισµό από τον R-διανυσµατικό χώρο R3[t] στον R-διανυσµατικό χώρο R4
.

΄Ασκηση 11. Να προσδιορίστε ποιοί από τους ακόλουθους διανυσµατικούς χώρους είναι ισόµορφοι µεταξύ

τους :

C, R2[x], R4, R, M2(R), R3, R6[x],
{

(x, x) ∈ R2 | x ∈ R
}
, R1[x],

{
A ∈ M3(R) | tA = A

}
΄Ασκηση 12. Να προσδιορίσετε (χωρίς να το επιλύσετε) τη διάσταση του χώρου λύσεων του συστήµατος :

(Σ)

 x1 − x2 + x3 + x4 = 0
x1 + 2x3 − x4 = 0
x1 + x2 + 3x3 − 3x4 = 0

΄Ασκηση 13. Στον R-διανυσµατικό χώρο R2[t] ϑεωρούµε τους υπόχωρους

V =
〈
t2 + t, t+ 1

〉
, W =

〈
− t2 + t+ 2, t+ 3

〉
Να ϐρεθεί ένας ισοµορφισµός f : V −→W.
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΄Ασκηση 14. Να δείξετε ότι :

(1) Η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (4x− 2y − z, 3x− 4y + z)

είναι επιµορφισµός, αλλά όχι µονοµορφισµός. Επιπλέον να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

R3 ∼= Ker(f)⊕ R2

(2) Η γραµµική απεικόνιση

f : R2 −→ R3, f(x, y) = (2x− y, x+ 2y, 0)

είναι µονοµορφισµός, αλλά όχι επιµορφισµός. Επιπλέον να δειχθεί ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

R3 ∼= Im(f)⊕ R

΄Ασκηση 15. Θεωρούµε τον υπόχωρο

V =
{

(x, 0, z, 0) ∈ R4 | x, z ∈ R
}

(1) Να ϐρεθεί µια γραµµική απεικόνιση f : R4 −→ R4
έτσι ώστε :

Ker(f) = V

(2) Να ϐρεθεί µια γραµµική απεικόνιση g : R4 −→ R4
έτσι ώστε :

Im(f) = V

΄Ασκηση 16. Να ϐρεθεί η ϐαθµίδα της γραµµικής απεικόνισης

f : R5 −→ R4, f(x1, x2, x3, x4, x5) =
(
x1−x3 + 3x4−x5, x1 + 2x4−x5, 2x1−x3 + 5x4−x5, −x3 +x4

)
΄Ασκηση 17. ΄Εστω B =

{
~e1, ~e2, ~e3

}
µια ϐάση τουR3

και f : R3 −→ R3
η µοναδική γραµµική απεικόνιση

έτσι ώστε :

f(~e1) = ~e1 − ~e2 + ~e3, f(~e2) = 2~e1, f(~e3) = ~e1 + ~e2 + 2~e3
Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 18. ΄Εστω f : Rn −→ Rn
η µοναδική γραµµική απεικόνιση η οποία στέλνει τα διανύσµατα της

κανονικής ϐάσης B =
{
~e1, · · · , ~en

}
του Rn

στα διανύσµατα :{
~w1 = (0, 0, · · · , 0), ~w2 = (1, 0, · · · , 0), ~w3 = (0, 2, · · · , 0), · · · , ~wn = (0, 0, · · · , 0, n− 1, 0)

}
αντίστοιχα, δηλαδή f(~ei) = ~wi για i = 1, · · · , n. Να δείξετε ότι fn = 0 και να ϐρεθούν ϐάσεις για τον

πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .

΄Ασκηση 19. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, ~e3

}
µια ϐάση του R3

και έστω f : R3 → R3
η µοναδική γραµµική

απεικόνιση για την οποία ισχύει ότι :

f(~e1) = ~e1 − ~e2 + ~e3, f(~e2) = 2~e1 f(~e3) = ~e1 + ~e2 + 2~e3

Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της γραµµικής απεικόνισης f .

΄Ασκηση 20. Να ϐρεθεί η τιµή του λ ∈ R έτσι ώστε η γραµµική απεικόνιση f : R4 → R4
η οποία ορίζεται

µοναδικά από τις ακόλουθες σχέσεις

f(~e1) = ~e1 + λ~e4, f(~e2) = 2~e1 + ~e2, f(~e3) = 2~e2 + ~e3, f(~e4) = 2~e3 + ~e4

να είναι ισοµορφισµός, όπου B =
{
~e1, ~e2, ~e3, ~e4

}
είναι µια τυχούσα ϐάση του R4

.

Για τις τιµές του λ για τις οποίες η f δεν είναι ισοµορφισµός, να ϐρεθούν ϐάσεις του πυρήνα και της

εικόνας της f .
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΄Ασκηση 21. Μια γραµµική απεικόνιση f : E −→ E καλείται µηδενοδύναµη αν υπάρχει n ≥ 0 έτσι ώστε :

fn = 0. Να δειχθεί ότι αν η f είναι µηδενοδυναµη, τότε η απεικόνιση IdE − f είναι ισοµορφισµός.

΄Ασκηση 22. Να ϐρεθεί η µοναδική γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R έτσι ώστε :

f(4, 2, 0) = 2, f(1, 2− 3) = −7, f(0, 2, 5) = 1

να δειχθεί ότι είναι επιµορφισµός και να ϐρεθεί µια ϐάση του πυρήνα Ker(f) της.

΄Ασκηση 23. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

fA : K4 −→ K4, fA(X) = AX

όπου :

A =


1 −1 0 3
2 1 −1 2
3 −1 1 8
−4 7 0 0


Να ϐρεθούν ϐάσεις για τον πυρήνα Ker(fA) και την εικόνα Im(fA).

΄Ασκηση 24. Θεωρούµε την απεικόνιση

f : K[x] −→ K[x], f(P (x)) = P (x)− P (x)′

όπου P (x)′ συµβολίζει την παράγωγο του P (x). Να δειχθεί ότι η f είναι ισοµορφισµός και να προσδιοριστεί

η αντίστροφή της.

΄Ασκηση 25. ΄Εστω f : R2[x] −→ R2[x] η µοναδική γραµµική απεικόνιση για την οποία ισχύει ότι :

f(1) = x, f(x− 1) = x2 + 1, f(1− 2x+ x2) = 1 + x+ x2

Να εξετασθεί αν η f είναι ισοµορφισµός. Αν ναι, να ϐρεθεί η απεικόνιση f−1. Αν όχι, να ϐρεθούν ϐάσεις

για τον πυρήνα Ker(f) και την εικόνα Im(f) της f .

΄Ασκηση 26. ΄Εστω f, g : E −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος

υπεράνω ενός σώµατος K. Υποθέτουµε ότι dimK E = n, και έστω ότι f + g = IdE.
Να δείξετε ότι :

r(f) + r(g) ≥ n

΄Ασκηση 27. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~en

}
µια ϐάση του K-διανυσµατικού χώρου E και έστω ~x1, ~x2, · · · , ~xk

διανύσµατα του E, όπου k ≤ n. Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα ~x1, ~x2, · · · , ~xk είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν

και µόνον αν υπάρχει ισοµορφισµός f : E −→ E, έτσι ώστε f(~ei) = ~xi, 1 ≤ i ≤ k.

΄Ασκηση 28. ΄Εστω B =
{
~e1, ~e2, · · · , ~ek

}
ένα σύνολο διανυσµάτων του K-διανυσµατικού χώρου E ο οποίος

έχει πεπερασµένη διάσταση. Να δειχθεί ότι το σύνολο B είναι γραµµικά ανεξάρτητο αν και µόνον αν

υπάρχουν γραµµικές απεικονίσεις fi : E −→ K, 1 ≤ i ≤ k, έται ώστε ο πίνακας
f1(~e1) f1(~e2) · · · f1(~ek)
f2(~e1) f2(~e2) · · · f2(~ek)

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

fk(~e1) fk(~e2) · · · fk(~ek)


να είναι αντιστρέψιµος.
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΄Ασκηση 29. ΄Εστω f : E −→ E µαι γραµµική απεικόνιση και υποθέτουµε ότι για κάθε διάνυσµα ~x ∈′ E,τα

διανύσµατα ~x και f(~x) είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Να δειχθεί ότι, υπάρχει λ ∈ K: f(~x) = λ~x, ∀~x ∈ E.

΄Ασκηση 30. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση για την οποία ισχύει ότι : f2 = −IdE.
(1) Να δειχθεί ότι η f είναι ισοµορφισµός.

(2) Να δειχθεί ότι αν τα διανύσµατα ~x, ~y, f(~x) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε και τα διανύσµατα

~x, ~y, f(~x), f(~y) είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(3) Να δειχθεί ότι η απεικόνιση IdE − f : E −→ E είναι ισοµορφισµός.

Να δοθεί παράδειγµα τέτοιας γραµµικής απεικόνισης.

΄Ασκηση 31. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση για την οποία ισχύει ότι fn = 0 και fn−1 6= 0.
Να δειχθεί ότι το σύνολο

{
IdE, f, f

2, · · · , fn−1
}

είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο διανυσµάτων του

K-διανυσµατικού χώρου L(E,E).

΄Ασκηση 32. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση, όπου E είναι ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω

του σώµατος K, και dimK E = 2n. Θεωρούµε τις γραµµικές απεικονίσεις

f − IdE : E −→ E, (f − IdE)(~x) = f(~x)− ~x

f − 2IdE : E −→ E, (f − 2IdE)(~x) = f(~x)− 2~x

Αν

dimK Im(f − IdE) = n = dimK Im(f − 2IdE)

Να δειχθεί ότι :

E = Ker(f − IdE)⊕ Ker(f − 2IdE)

΄Ασκηση 33. ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση , όπου E και F είναι διανυσµατικοί χώροι υπεράνω

του σώµατος K, και dimK E = n και dimK F = m. Αν r(f) = 1, να δειχθεί ότι υπάρχει ένας διανυσµατικός

χώρος G µε dimK G = 1 και γραµµικές απεικονίσεις g : E −→ G και h : G −→ F έτσι ώστε :

f = h ◦ g

Τι ισχύει αν r(f) > 1;

΄Ασκηση 34. ΄Εστω f : E −→ F και g : F −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις για τις οποίες ισχύει ότι :

f ◦ g ◦ f = f και g ◦ f ◦ g = g

(1) Θέτοντας h1 = g ◦ f : E −→ E και h2 = f ◦ g : F −→ F, να δειχθεί ότι :

h21 = h1 και h22 = h2

Ker(h1) = Ker(f) και Ker(h2) = Ker(g)

Im(h1) = Im(g) και Im(h2) = Im(f)

(2) Να δειχθεί ότι :

E = Ker(f)⊕ Im(g) και F = Ker(g)⊕ Im(f)
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΄Ασκηση 35. ΄Εστω f, g : E −→ F δύο γραµµικές απεικόνισεις, όπου E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος

πεπερασµένης διάστασης. Να δειχθεί ότι :

r(g) + r(f)− dimK E ≤ r(g ◦ f) ≤ min
{
r(g), r(f)

}
Επιπλέον να δειχθεί ότι :

r(f + g) ≤ r(f) + r(g)

και

dimK Ker(g ◦ f) ≤ dimK Ker(g) + dimK Ker(g)

΄Ασκηση 36. ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση µεταξύ K-διανυσµατικών χώρων πεπερασµένης

διάστασης, και ϑεωρούµε έναν υπόχωρο V του E και έναν υπόχωρο W του F. Τότε :

(1) Αν Ker(f) ⊆ V, να δειχθεί ότι :

dimK f(V) = dimK V + r(f)− dimK E = dimK V− dimK Ker(f)

(2) Αν W ⊆ Im(f), τότε :

dimK f
−1(W) = dimK E− r(f) + dimKW = dimK Ker(f) + dimKW

΄Ασκηση 37. ΄Εστω E και F δύο διανυσµατικοί χώροι υπεράνω του σώµατος K και υποθέτουµε ότι dimK E =
n <∞. ΄Εστω V ένας υπόχωρος του E καιU ένας υπόχωρος του F και υποθέτουµε ότι dimK V+dimKU = n.
Να δειχθεί ότι υπάρχει γραµµική απεικόνιση f : E −→ F έτσι ώστε :

Ker(f) = V και Im(f) = U

΄Ασκηση 38. ΄Εστω f, g : E −→ K δύο γραµµικές απεικονίσεις, όπου E είναι ένας K-διανυσµατικός χώρος

υπεράνω του σώµατος K ∈
{
Q,R,C

}
. Να δειχθεί ότι

f(~x) g(~x) = 0, ∀~x ∈ E =⇒ f = 0 ή g = 0

Τι ισχύει αν fi : E −→ K, 1 ≤ i ≤ n είναι γραµµικές απεικονίσεις και f1(~x)f2(~x) · · · fn(~x) = 0, ∀~x ∈ E;


