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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τους πίνακες

A =


−1 7 0
−3 0 1
0 −1 2
2 3 0

 και B =


4 1 0
0 0 1
7 −1 3
3 2 7


Να εξετασθεί αν οι πίνακες A και B έχουν την ίδια ϐαθµίδα. Αν αυτό ισχύει, να ϐρεθεί ένας αντιστρέψιµος

4× 4 πίνακας Q και ένας αντιστρέψιµος 3× 3 πίνακας P έτσι ώστε :

Q−1AP = B

΄Ασκηση 2. (1) Να ϐρεθούν τετραγωνικοί πίνακες A και B έτσι ώστε : r(A) = r(B) 6= 0 και A ·B = O.

(2) Να δοθεί παράδειγµα τετραγωνικών ισοδύναµων αλλά όχι όµοιων πινάκων.

(3) ΄Εστω A ∈ Mn(K) έτσι ώστε A2 = O. Να δειχθεί ότι r(A) ≤ 1
2 . Επιπλέον να δειχθεί ότι :

r(A) =
1

2
⇐⇒ ∀X ∈ Kn : AX = O, ∃Y ∈ Kn : Y = AX

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε έναν m× n πίνακα µε στοιχεία από ένα σώµα K.

(1) Να δειχθεί ότι r(A) = m αν και µόνον αν υπάρχει n×m πίνακας B έτσι ώστε : B ·A = In.
(2) Να δειχθεί ότι r(A) = m αν και µόνον αν υπάρχει n×m πίνακας C έτσι ώστε : A · C = Im.

(3) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν υπάρχει n×m πίνακας B έτσι ώστε :

B ·A = In και n×m πίνακας C έτσι ώστε : A · C = Im (και τότε B = C = A−1).

΄Ασκηση 4. Να δειχθεί ότι υπάρχει µοναδική γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3

έτσι ώστε :

f(2, 0, 3) = (1, 2,−1), f(4, 1, 5) = (4, 5,−2), f(3, 1, 2) = (1,−1, 1)
Ακολούθως να ϐρεθεί µια ϐάση B του R3

και µια ϐάση C του R3
έτσι ώστε :

MC
B(f) =

(
Ir O
O O

)
όπου r(f) = r.
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΄Ασκηση 5. Θεωρούµε τον πίνακα

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0


(1) Να δειχθεί ότι ο πίνακας A είναι αντστρέψιµος και να υπολογισθεί ο πίνακας A−1.
(2) Να ϐρείτε τη γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3

της οποίας ο πίνακας στην κανονική ϐάση του R3

είναι ο A−1.
(3) Να υπολογίσετε τον πίνακα B της f στη ακόλουθη ϐάση του R3

:{
~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1,−1, 0), ~ε3 = (1, 1,−2)

}
(4) Να προσδιορίσετε αντιστρέψιµο πίνακα P τέτοιο ώστε :

B = P−1 ·A−1 · P
(5) Να υπολογίσετε τον πίνακα An, ∀n ≥ 1.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση f : R3 −→ R3
που ορίζεται ως εξής :

f(x, y, z) =

(
19

4
x− 1

4
y − 13

4
z,

9

4
x+

5

4
y − 11

4
z, 3x+ y − 4z

)
(1) Να ϐρείτε τον πίνακα A της f στην ακόλουθη (κανονική) ϐάση του R3

:

B =
{
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

}
(2) Να ϐρείτε τον πίνακα B της f στη ϐάση στην ακόλουθη ϐάση του R3

:

C =
{
(2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)

}
(3) Να προσδιορίσετε αντιστρέψιµο πίνακα P έτσι ώστε

B = P−1 ·A · P

΄Ασκηση 7. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση f : R4 −→ R2, f(x, y, z, w) = (x+ z, y + w).

(1) Να ϐρείτε τον πίνακα A της f στις ϐάσεις

B =
{
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

}
και C =

{
(1, 0), (0, 1)

}
(2) Να ϐρείτε τον πίνακα B της f στις ϐάσεις

B′ =

{(√
2

2
, 0, 0,

√
2

2

)
, (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0),

(
−
√
2

2
, 0, 0,

√
2

2

)}
και C′ =

{
(1, 1), (1,−1)

}
(3) Να ϐρείτε αντιστρέψιµους πίνακες P και Q έτσι ώστε :

B = Q−1 ·A · P

΄Ασκηση 8. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (−x+ y − z, x+ 2y, −y + 3z)

Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός και να ϐρεθεί ο πίνακας της f−1 στην ϐάση

C =
{
~ε1 = (1, 1, 1), ~ε2 = (1, 1, 0), ~ε3 = (1, 0, 0)

}
΄Ασκηση 9. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x+ y, y + z, z + x)

Αν A είναι ο πίνακας της f στη κανονική ϐάση B του R3
, να ϐρεθεί γραµµική απεικόνιση g έτσι ώστε :

MB
B (g) = A−1
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΄Ασκηση 10. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x+ 3y − z, 2x− y, y + 2z)

Αν B είναι η κανονική ϐάση του R3
και

C =
{
(1,−1, 0), (0, 1, 2), (1, 0, 1)

}
και αν A =MB

B (f) και B =MC
C (f), να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε :

B = P−1 ·A · P

΄Ασκηση 11. ΄Εστω B = {~e1, ~e2, ~e3} η κανονική ϐάση του R3
και f : R3 −→ R3

η µοναδική γραµµική

απεικόνιση έτσι ώστε

f(~e1) = 2~e1 + 3~e2 + ~e3, f(~e2) = 2~e1 + 5~e2, f(~e3) = 3~e1 + 7~e2

Να ϐρεθεί ο πίνακας MC
C (f) της f όπου

C =
{
~ε1 = (3, 0,−1), ~ε2 = (1, 2, 0), ~ε3 = (−1, 3, 1)

}

΄Ασκηση 12. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση f : M2(R) −→ M2(R), f(X) = A ·X, όπου :

A =

(
1 2
3 −1

)
Να ϐρεθεί ο πίνακας της f στη κανονική ϐάση του M2(R). Είναι η f ισοµορφισµός ;

΄Ασκηση 13. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R2, f(x, y, z) = (x, y)

΄Εστω B και C οι κανονικές ϐάσεις των R3
και R2

. Θεωρούµε τις ϐάσεις

B′ =
{
(1,−1, 0), (1, 0,−1), (1, 1, 1)

}
και C′ =

{
(4, 3), (3, 2)

}
Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P ∈ M2(R) και αντιστρέψιµος Q ∈ M3(R) έτσι ώστε

P−1 ·A ·Q =MC′
B′(f)

΄Ασκηση 14. Θεωρούµε τις ακόλουθες ϐάσεις του R3
:

B =
{
~e1 = (1, 1,−1), ~e2 = (0, 0, 1), ~e3 = (1, 0, 1)

}
C =

{
~ε1 = (2, 0, 1), ~ε2 = (1, 1, 0), ~ε3 = (0, 1,−1)

}
Αν f : R3 −→ R3

είναι η µοναδική γραµµική απεικόνιση έτσι ώστε :

MB
B =

0 1 1
1 0 −1
1 1 1


να ϐρεθεί ο πίνακας MC

C .
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω η γραµµική απεικόνιση

f : R2[t] −→ M2(R), f(a0 + a1t+ a2t
2) =

(
a1 + a2 a0
a1 a2

)
Να ϐρεθεί µια ϐάση B του R2[t] και µια ϐάση C του M2(R) έτσι ώστε :

MC
B(f) =

(
Ir O
O O

)
όπου r = r(f).

΄Ασκηση 16. ΄Εστω

f : R4 −→ R4

µια γραµµική απεικόνιση και B =
{
~e1, ~e2, ~e3, ~e4

}
µια ϐάση του R4

. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας MB
B (f) της f

ως προς τη ϐάση B είναι ο

A =


1 2 0 1
3 0 −1 2
2 5 3 1
1 2 1 3


Να ϐρεθεί ο πίνακας C =MC

C της f ως προς τη ϐάση C =
{
~e1, ~e3, ~e2, ~e4

}
και ο πίνακας D =MD

D της f ως

προς τη ϐάση D =
{
~e1, ~e1 + ~e2, ~e1 + ~e2 + ~e3, ~e1 + ~e2 + ~e3,+~e4

}
.

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση

D : Rn[t] −→ Rn[t], D(P (t)) = P ′(t)

(1) Να ϐρεθεί ο πίνακας A =MB
B (D) της D ως προς τη ϐάση

B =
{
1, t, t2, t3, · · · , tn

}
(2) Να ϐρεθεί ο πίνακας B =MB

B (D) της D ως προς τη ϐάση

C =

{
1, t− λ, (t− λ)2

2!
,

(t− λ)3

3!
, · · · , (t− λ)n

n!
,

}
όπου λ ∈ R.

(3) Να ϐρεθεί αντιστρέψιµος πίνακας P έτσι ώστε

P−1AP = B

΄Ασκηση 18. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K, και

έστω V ⊆ E ένας υπόχωρος του E. Θεωρούµε µια γραµµική απεικόνιση f : E −→ E.

(1) Να δειχθεί ότι

dimK V− dimK E+ dimK f(E) ≤ dimK f(V) ≤ dimK V

(2) Να δειχθεί ότι

dimK V ≤ dimK f
−1(V) ≤ dimK V+ dimK E− dimK f(E)

΄Ασκηση 19. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος πεπερασµένης διάστασης υπεράνω ενός σώµατος K, και

έστω f, g : E −→ E δύο γραµµικές απεικονίσεις. Να δειχθεί ότι :

r(f) + r(g)− dimK E ≤ r(g ◦ f) ≤ min
{
r(f), r(g)

}
΄Ασκηση 20. ΄Εστω A και B δύο n× n πίνακες µε στοιχεία από ένα σώµα K. Να δειχθεί ότι :

r(A) + r(B)− n ≤ r(AB) ≤ min
{
r(A), r(B)

}


